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I. 

Ucber  die  Reflexion  und  Refraction  beim 

Kreise. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.1. 

Für  einen  fCreis,  dessen  Ebene,  in  welcher  im  Folgenden  alle 
Constructionen  allein  ansgefübrt  werden,   selbst  als  Ebene  der  ocy 
angenommen  wird ,  ergiebt  sieb  aus  dem  in  dem  Aufsatze  TM.  IV. 
No.  XX.  entwickelten  allgemeioen  Formeln  unmittelbar  die  folgende 
Aujflösang  des  Fundamentalproblems  der  Katoptrik  und  Dioptrik. 
Gegeben  sind: 
die  Coordinaten  fy  q  des  Punktes,  von  welcbem  der  einfallende 
StrabI  ausgebt; 

die  180^  nicht  übersteigend^  Winkel  a,  /?,  welche  der  einfal- 
lende Strahl  mit  den  positiven  Theilen  zweier  durch  den  Punkt 
(/'?)  %'^^^%^^^'i  ^^°  primitiven  Axen  der  .r,  y  paralleler  Axen 
einscbliesst; 

die  Gleichung  des  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kreises, 
nämlich  die  Gleichung 

wo  der  Halbmesser  /2,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet 
wird,  jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe 
Seite  dieses  Kreises  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinnten  p^^^f/i  des  Einfallspunkts  und 
die  180^  nicht  übersteig^enden  Winkel  a,,  j^^,  welche  der  von  dem 
Punkte  (px9\)  ausgehende  ausfallende  Strahl  mit  den  positiven 
Theilen  zweier  durch  deo  Puukt  (pit/i)  gelegter,  den  primitiven 
Axen  der  o;,  y  paralleler  Axen  einscbliesst. 

TbeU  V.  1 
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Zur  Berechnung  dieser  vier  Grössen ,  dnrch  welche  die  Lajr- 
des  ausfallenden  Strahls  Vollkommen  bestimmt  wird,  hat  man  nacb 
den  in  dem  genannten  Aufsatze  entwickelten  allgemeinen  Gleichun- 
gen  offenhar  die  folgenden  Formeln. 

Zuerst  berechnet  man  die  Grössen  E^  und  JT«  mittelst  der 
Formeln- 

JT,  =(a,  — ;^)  cos  aH-(^,  — ^)  cos  /?; 

und  hierauf  den  90^  nicht  übersteigenden  Winkd  Q  mittelst  «in^r 
der  Formeln 


cos 
odrr 

Dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  p^^  g^  mittelst  der  Formeln: 

p^  =/i-f-(Ä',  -f-Ä,  cos  0)  cos  «, 
y,  =y-f-(Ä',  -|-/t,'  cos  0)  cos  /?; 

and  hierauf  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel  a',  p  mittelst 
der  Formeln 

cos  a  ==  — "E — ,  cos  p  =  — jtt  j  . 

Endlich  erb&lt  man  die  180®  nicht  tibersteigenden  Winkel  «, ,  /$, 
mittelst  der  Formeln 

cos  a,  =/i^  cos  tt  +  cos  a'(/i*  cos  0±Vl — /*»  sin  0»), 
cos  /9,  =^1*  cos  /J-f-cos  /J'(/it  cos  0±l/l— f**  sin  0»); 

wo  f^  seine^  bekannte  Bedeutung  hat,  und  im  Falle  der  Reflexion 
die  obernt  im  Falle  der  Refraction  die  untern  Zeichen  zu  nehmen 

sind. 

Wenn  man  die  Lage  einer  von  einem  Punkte  ausgebenden  ge- 
raden Linie  nicht  wie  vorher  durch  die  zwei  von  ihr  mit  den  po- 
sitiven Theilen  zweier  durch  den  in  Rede  stehenden  Punkt  gelegter 
auf  einander  senkrecht  stehender  Axen  eingeschlossenen,  180®  nicht 
Übersteigenden  Winkel,  sondern  durch  den  einen  von  dieser  Linie 
mit   dem   positiven  Theile    der  als  erste  angenommenen   Axe  des 
Systems  ciogescblossenen,  durch  den  Coordinatenwinkel  hindurch 
von  dem  positiven  Theile  der  in  Rede  stehenden  Axe  an  von  0  bis 
300'*  gezählten  Winkel  bestimmt;  so  muss  man,  wie  leicht  erhellen 
wird,  wenn  nämlich  jetzt  a,  a',  a,  die  in  Rede  stehenden  auf  <iie 
angegebene  Weise  genommenen  Bestimmungswinkel  sind,  in  den 
obigen  Formeln  statt 

cos  a,  cos  /?;  cos  a',  cos  ^\  cos  a,,  cos  ß^: 


reipective 


i. 


coi  a,  HD  o;  cos  a%  sm  a';  coi  a,,  gip  a. 


setzen.    Dies  vorausgesetzt,  erhalten  wir  ans  dem  Obigen  unmittel 

bar  die  folgende  Auflösung  unsers  Problems: 
Cegeben  sind::    ' 
die  C^ordinaten  p^  q  des  Punktes,  von  welchem  der  einfallende 
Strähl  ausseht; 

der  von  dem  einfallenden  Strahle  mit  dem  positiven  Theile  der 
ersten  Axe  eines  durch  den  Punkt  {fitf\  gelegten,  dem  primitiven 
Svsteme  der  aßy  parallelen  Coordinatensystems  eingeschlossene 
Winkel  a,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  ersten  Axe  des  in  Rede  stehenden  Systems  an  durch  den 
Coordinatenwinkel  dieses  Systems  hindurch  von  0  bis  3M®  zählt; 
die  Gleicbung  des  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kreises, 
nämlich  die  Gleichung 

wo  der  Halbmesser  iRi  als  positiv  oder  negativ  zn  betraehteir  ist, 

jenachdem  der  einfüllende  -Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite 

dieses  Kreises  triflfit. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  p^^q^  des  Einfallspunkts  und 

der  Winkel  a,,  welchen  der  von  dem  Punkte  {jPx^\)  ausgehende 

ausfallende  Strahl  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines 

durch  den  Punkt  (;^,^i)  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  der  a:y 

tarallelen  Coordinatensystems  einschliesst^  indem  man  diesen  Win- 
el  von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  io  Rede  stehen- 
den, dem  primitiven  Systeme  parallelen  Systems  an  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel dieses  Systems  hindurch  von  0  bis  3^*  zählt 

Zur  Berechnung  dieser  drei  Grössen  hat  man  nach  dem  Obigen 
die  folgenden  Formeln. 

Zuerst  gerechnet  man   die  Grölisen  E^   und  ÜT,   mittelst  der 
Formeln 

E,  =  »/(«.-;»)»-i-(^-9')% 

Ky  =:(«r,  ^p)  eos  o-f-(^i  —  y)  sin  o; 

und  hierauf  den  90®  nicht  fibersteigenden  Winkel  @  mittelst  einer 
der  Formeln 


0  _  J/TZSSiffiEZi 


oder 


sin  ®  =  t/(^'-^^->^^--^'> 


Dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  Px^qx  mittelst  der  Formeln 

/i,  s/y-f-l'fi^i  •+'/l,  cos  0)  cos  o, 
qy  z=zq^(Kx'\'Hx  cos  ©)  sin  a\ 


and  hierauf  a'  mittelst  der  Formeln 

cos  4c  s=r  — 2^ — ,  sin  u  =      jy  ^  ^. 

Endlfch  erhält  man  den  Winkel  a^  mittelst  der  Formehi 

cos  Oj  =/*  cos  a  +  cos  a'(/it  cos  0±  \^\-^fi^  sin  0*), 
sin  a^  =  f^  sin  a  +  sin  a'  (f^  cos  0  ±  \/l  —  fi*  sin  ©'); 

wo  fk  seine  bekannte  Bedeutung  hat,  und  im  Falle  der  Reflexion 
die  obcfrn,  im  F^lle  der  Refraction  die  untern  Zeichen  zu  nehmen 
sind. 

Man  kann  aber  die  am  Ende  des  vorhergcehenden  Paragraphen 
entwickelten  Formeln  noch  auf  einen  andern  Ausdruck  bringen.  . 
Zuerst  ist  nämlich,  wie  man  leicht  findet, 

i&i *  —  Ä", »  =  j(a,  — ;?)  sin  a  —  (Äj  —  ^)  cos  oj», 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

L^  =3(^1  —  ^)  sin  a  — {^1  — q)  cos  « 

setzen, 

•     *       .  ' '. 
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Weil  nun  femer  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
/J,   cos  a'z=:a^  -—Piy  -^i   ^'^^  a'  =  Ä,  —  ^i 

ist;  80  ist,  wenn  man  die  bekannten  Ausdrücke  «on  Pi  und  7i  ein- 
fuhrt: 

Ä,  cos  a'=«,  — /?  — (Ä'i-f-Äi  cos  0)  cos  a, 
Ä,  sin  o!=Lh^  —  ^  —  (JST,  +  Ä^  cos  0)  sin  «; 

und  folglich,  wenn  man  nun  auch  noch  für  K^  seinen  bekannten 
Werth  setzt: 

R^  cosa'=  i(»i  —  ;»)*8in«  — (^1  — y)cos«i  sina  — Äi  cos 0 cos«, 
R^  sin  a'=—  {(»1  — ;?)  sin  «— (ä,  —q)  cos  a\  cos  a  — Ä,  cos0sina; 

d.  i.  in  der  vorher  eingeführten  Bezeichnung 

/t,  cos  a'  =  Zi  sin  a  — Ä,  cos  0  cos  a, 
/t,  sin  a'=:  —  //^  cos  a  — /Jj  cos  0  sin  «; 

also 

^1  sin  a  —  ^i  cos  B  cos  u 
cos  a'  =  — : jg 9 
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,             Lx  cos  a-4-./t.  eoa  B  sin  a 
«<n<»^ ä ■■ 3fJ ; 

oder  auch 

L 

cos  a'  =:  —  €••  0.cog  a+  -g^  gin  Uy 

siD  a'  =  —  CO!  ®  810  a  —  -et-  cos  a. 

Führt  man  diese  Ausdrucke  in  die  bekannten  Ausdrücke  von  cos  a^ 
und  sin  a,  ein,  so  erhält  mun 

cos  «i  =r ' 
pb  cos  a  —  (cos  0  cos  a  —  -j^  sin  a)  {fjb  cos  ©  db  \^l  —  ji*»  sin  9'), 


sin  a^ 


/»  sin  a  —  (cos  &  sin  o  -f-  jp  cos  a)  {jjk  cos  0  d=  1^1 — /i*»sin0*); 

vtid  unsere  Aufgabe  kann  daher  jetzt  auch  durch  die  folgenden 
Foriaeln,  in  denen  der  Winkel  a'  gar  nicht  mehr  vorkommt,  und 
auch  die  Berechnung  der  Grösse  JS^  nicht  erfordert  wird,  aufge- 
löst werden: 

K\  =(»,  — p)  cos  a  +  (Ä,  — q)  sin  a 
//i  =  (a,  —p)  sin  u  —  (b^  —  q)  cos  a; 

co80=l/l-|4-.  «in0  =  l/|f; 

;»i  =/^-f-(i5r| +/t,  cos  0)  cos  a, 
yi  =  ^  +  (iSTi  +  /J,  cos  0)  sin  C(; 

■ 

cos  a,  = 

ft  COS  a  —  (cos  0  cos  a  —  ts^  sin  a)  (/ia  cos  ©  =t  \/^l  —  f**  sin  ©'), 

,  ,  sin  aj  = 

fi  sin  «  —  (cos  ©  sin  «  -f-  jr-  cos  «)  (/*  cos  ©  db  \/^l— /ia*  sin©'); 

wo  immer  im  Falle  der  Reflexion  die  ohero,  im  FuUe  der  Refraction 
die  untern  Zeichen  zli  nehmen  sind. 

Weil  -zwei  dem  Zeichen  nach  entgegenfi^esetzte  Winkel  oder 
Rogen,  deren  absolute  Werthe  einander  gleich  siujd,  bekanntlich 
jederzeit  gleiche  Cosinus  haben,  so  ist  klar,  dass,  wenn  man  j^tzt 
den  Winkel  0  als  einen  blossen  Hülfswinkel  mittelst  der  Formel 

sin  0=1^ 

bestimmt,  und  dieser  Gleichung  gemäss  g^ebörig  positiv  und  nefn« 
tiv,  seineil  sfbsoluten  W^rth  aber  nie  grösser  als  90^  nimmt,  ai» 
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vorhergehenden  Gleichungen  ihre  völlige  Richtigkeit  behalten;  and 
man  hat  daher  za  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  jetzt  die  folgen- 
den Formeln : 

K^  =  («,,  — /?)  cos  a  +  (Ä,  —  q)  sin  a, 

Zr,  =:(ari  — p)  sin  «  —  (*,  —7)  cos  a; 


sio  0  = 


Ä.* 


'  ;?,  =;i-4^(Äi +Äi  cos  0)  cos  a, 

^      ^,  =:y-f?(Ä',  +  Ä,  CO«  Ö)  sin  a\ 

cos  ttj  = 

/lA  cos  a  —  (cos  ®  cos  a  —  jh  ^^^  ")  (Z'*  ^®*  ®  =t  V^  1  —  /i*'  sin  0*), 

sin  a^  = 

/i^  sin  a  -^  (cos  0  sin  a  + ts^  cos  a)  (/if  cos  0  ±  1/ 1  —  (k*  sin  0*)^ 

l 

i 

WO  der  absolute  Werth  von  0  nie  grösser  als  90°  zu  nehmen  ist^ 
und  dem  Falle  der  Reflexion  die  obern,  dem  Falle  der  Refraction 
die  untern  Zeichen  entsprechen. 

Nun  ist  aber 

> 

CQs  0  cos  a  —  jpr  sin  a  =  cos  (a  +  0), 

L» 

cos  0  sin  a  H-  -^  cos  a  =  sin  (a  +  0) ; 

und  man  kann  also  die  obigen  Formeln  auch  unter  der  folgenden 
Form  darstellen: 

K^  =(»1  — p)  cos  Ä-f-(^i  — g)  sin  a, 
//i=(a, — /?)  sin  «  — (^1  —  y)  cos  a; 


sin  0  = 


R.' 


p^  =ip  +  (Ki  -I--Ä1  cos  0)  cos  a, 
^j  =z=^+(iSr, -|-/itj  cos  0)  sin  a; 

cos  a^=zfi  cos  a  —  cos(a4-0)(f^  cos  0±V^1 — /tt*  sin  0*), 

sin  a^:=:fi  sin  a  — sin(a  +  0)(^  cos  0±Wl — f*'  sin  0'); 

wo  wieder  der  absolute  Werth  von  0  nie  grösser  als  90°  genom- 
mefn  wird,  und  dem  Falle  der  Reflexion  die  obem,  dem  Falle  der 
Refraction  die  untern  Zeichen  entsprechen. 

Nimmt  man  nun  aber  fAn  welches  bisher  immer  als  positiv  he- 
^ trachtet  wurde,  im  Falle  der  Reflexion  positiv,  im  Falle  der  Re- 
fraction dagegen  negativ,  und  bezeichnet  den  absoluten  Werth  von 
fA  durch  {fi)y  so  kann  man  die  obigen  Formeln  auch  auf  den  fol- 

f  enden  Ausdruck  bringen,  bei  welchem  man  bloss  zu  beachten  bat, 
ass  d^r  absolute  Werth  von  0  nie  grösser  als  90°  zu  nehven  ist; 


Kt  =  iai  — p)  cea  a  +  (Ä,  — y)  sin  «r, 
Z|  =(«1  — ;i)  sin  o  —  (^1  —  y)  cos  a; 

siQ  0  =  1^; 

/»^=p-4-(jr|  +Ä»  CO«  0)  cos  a, 
^,  =^+(Ä',  -|-/t,  cos  0)  sin  o; 

*  r  f'  =  ces  a  —  cos(a  +  0)(co8  ©H Wl— /ia»  siq  0»), 

?Y-2A  =  siii  a  -  sin(a-^0)  (cos  0-^-Kl  — /i*»  sin  0»). 

Berechnet  man  die  Hnlfsgrösseo  ^,  17  and  $  mittelst  der  For- 
meln 

«1  — /»  =  ^  cos  i|,  ^1  -*-^=:^  sin  17 

nnd 

sin  S=/ti  sin  0, 

wobei  man  den  absoloten  Werth  von  $  nie  ffrSsser  als  M^  nimmt; 
so  können  die  obigen  Gleichuivgen,  wie  leicnt  erhellen  wird,  auch 
anter  der  folgenden  Form  dargestellt  werden: 

Ki=zf  eo8(a  — 17),  JL^zszQ  8in(a  — 17)$ 

sin  ©=^; 

;i,  =^  +  (irj +/it|  cos  0)  cos  a, 

^^=f  +  (K^+jRi  cos  0)  sin  a; 

•eg  «t ^^.  ^       c#s(g-4.e)  8in({-H^ 

/  V    =  cos  a  — : — ,.  f 

{i*)  sin  I 

sin  «i        -•  sin  (a -H  ^)  sin  (I -H  ^) 

•  r  V   :s=  sin  a . — ^  ■ . 

(A*)  sin  I 

Unter  dieser  Gestalt  enthalten  die  Formeln,  wie  es  mir  seheint, 
die  vollstitodigste  and  eioftichote  AnfldsiiBg  unsers  Problems«^ 


§.3. 

Die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  and  seine  Ver- 
längernog  über  aen  Punkt  Xpf)  hinaus  dargestellten  geraden  Li- 
nie ist 

cos  a  **^    sin  a 
oder 

op  sin  a  —  ^  cos  a:^zp  sin  a  —  q  cos  «• 

BeieMfanen  wir  nun  die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspankt' 
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.  •. 


4k^r  in  IM^  nufctadlen  geraden  Linie  mit  der  Axe  der  a;  durch  ^, 

^  IIB  a=sp  810  a  — ^  cos  a, 
«Ml  feita()k4i 

^  — 


p  sin  a  —  q  cosrcs. 
Sin  a 


<»d«r  «mIi 


6mm  eh»  M  ist 


^=:/>  —  ^  cot  «. 


cos  ttj  sinai 

um.  4 

gr  sin  a,  —  y  cos  a^  =^^1  sin  a^  —  ^^  cos  a, 

ili<^  Gleidinng  der  durch  den  ausfallenden  Strahl  und  seine  Verlan- 
|r^t«ng  nWer  den  Punkt  (pigx)  hinaus  dargestellten  geraden  Linie; 
itod»  IST»  wenn  wir  die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspunkts  die- 
«tr  gern4en  Linie  mit  der  Axe  der  a;  durch  [^  bezeichnen: 

Ai  sin  a^zszp^  sin  ai  — ^,  cos  a^, 
und  felglick 

A     —  Pi  sin  «I  — yi  cos  «^ 
^'  sin  «1  ' 

oder  nnch 

? 

\ 

Ai  ==/'i  "^^1  cot  «I» 

Nun  Ist  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen^  wie  man  leicht 
findet: 

/>!  sin  «1  — yt  cos  «,  • 

=  /?  sin  a  —  q  cos  a 

—  j(Ä\  ^p  cos  a+y  sin  a)  sin  0-*-(/^,  -+-/i  sin  a— ^  cos  o)  cos  0} 

X  (cos  0  -*-  -i-V/l-/i*»  sin  0») 
und 

iT,  H-/I  cos  a-|-^  sin  az^a^  co6  «  +  ^i  sin  a, 
X|  H-/?  sin  a  —  q  cos  a  =  «.  sin  a  —  ^j  cos  a; 
also 

y^  sin  «1  — yi  cos  «t 

=  /?  sin  « —  g  cos  a 

—  j(«,  cos  a  +  ^1  sin  «)  sin  0  +  (»i  sin  «  —  ä,  cos  a)  cos  0} 

>  X  (cos  0  +  ^Vl—ik^  sin  ©»)> 


•■  I 


oder  '     ' 

p^  sin  ffi  —  yi  cos  g, 

— '— ÖT"* 

=  /?  sin  i|  —  g  cos  a 
—  j«i  sin  (a-f- 0)  —  Ä,  cos  («  +  ©)}  (cos 0  +  —  l/l  —  ^»  sin  ©?), 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

A     •  «  A    «in  «1 

^^sina— Ai-^ 

2=  {(a,  sin (a -f- 0)  —  b\  co»(a -h ©)}  (cos 0-f--^l/l— /ia»  sin©»): 

Führt  man  aber  für     .  >  ^  seinen  aus  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen bekannten  Wertb  ein^  so  erhält  man 

(A— Ai)stna 

=  l(«i— Ai)sin(a-i-0)— ^iCO8(a+0)l(cos0-f-— l/l~-/i*»Bin0»), 

oder 

(A  —  Ai)  sjp  « 


(«1  —  Ai)  sin  (a  -f-  6)  —  Äj  cos  («  +  S) 

==  cos  0  +  — ■  1^1 — II*  sin  0». 

A'-  •  1- 


FürÄ,=0i8t 

A  — Ai  sin(a-#-9)^,         /-fc    ,      1   1/1 ; — : — 7^^x 

= — X^  =  — -.^  (cos  0 H VI  —  u»  sin  0»), 

«1 — Ai  sin  «       ^  |U  ,  ' 

und  folglich 


^1 


T^  =1 .  (cos   0  H VX  —  /li»    810   0*), 

»i—Ai  .    sin  «       ^        .  Y*  "      ' 

'      .•  .  '  ■  '    '  • 

oder  auch,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 


Hl  —  A cos(tt«f--6)  sin  6  _^  sinfarfr.PjV^l —^»  «in  8»  , 

«1 — A|  sin  «  /u  sin  a 

BereciiBet  man  den  Hülfswinkel  cd  nl^ittelst  der  Formel 

sin  C()  =  /ifr  sin  0 

und  nimmt  den  absoluten  Wertfa  von  co  nicht  grösser  als  90^,  so 
ist^  wie  man  leicht  findet, 

g^  — A  I  sin  (g «f-  B)  sin  (cu  -h  ^)       . 

«1  —  Ai  """"  wn  «  sin  (ü 

Weil  nun  aber  bekanntlich  nach  dem  Obigen 

Ly^a^  sin  a  —  ä,  cos  a  —  (/»  sin  a  — y  cosa) 
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und 


ist,  so  ist 


und 


^  sin  U:=ip  sin  a*— 9^  cos  a 
Z,  =  («1  —  A)  M»  «  —  ^i  cos  a 


.     ^v  '^    («1  —  Ä)  sin  «  — Ä|  cos  «• 
Cr= — ]b    ■   "  ^ r 


sin 


also  für  ^1=0 


1^ 


Sin  ^=-^Ta—  »in  €1. 


Weil  also  in  diesem  Falle 

Bi  sin  a 

«1  —  A  '      sin  ö 

'  V 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

Ml  /     .  iQA       Sin  (« -H  9)  V\  —/i»  sin  e^ 

^^  =  —  cos  (a  +  ©) ^  '^ — .    S' 

«1  —  Ai  \     ■      /  ^  sin  ö 

oder 

.'  Ä,  sin  B 

Äi  — »1= T V 

cos (a  +  0)  sin  0.-|-  —  sin (a -f- OV^i— .^»  sin  8» 

also 

.  _,^ R^  sin  e 

/\i  =  »iH ;  : — i ■    ""* 

cos((r+9)  sin  8  h^ sin (a+ 8)1/1 --^>  sin  8* 

Auch  ist  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung,  dass  ^|==0  istr 

1  1  sin  a  +  0)     ,        ^   .     1   ,  ^- . .  ■  ^  ^ 

A Ä-  =  7 aT  '       (cos0-i l/l— a»  sin  0»)t 

•    «i— A       «I— Ai         («1— A)sina^  ^^  ^  /    *      <*    Bi«  V  i, 

also,  weil  («r,  —  ^  sin  a  =  /2i  sin  0  ist, 

1  1  1     sin  (a  -I-  O)  ,        ^^  -    1  »  ys = — .  -cv.i^ 

»i — A      Qi — Ai       Ä,        sin  8      ^  (A  ^ ,  ^ 


§.4. 
Nach  §.  2.  ist 

Ä^i  =(»1  — ;>)  cos  a-l-(^i  — y)  sin  a, 
Zj  =(«,  — /r)  sin  «  — (^i  — «^y  cos  «; 

also  V  ^ 


\ 

I 


u 

Kl  cds  a  +  Zi  sin  a=s«,  — ;i, 
K^  sin  a—  Zr,  cos  a  =  ^i  —  y; 
ilglich 

JTi  cos  a  =  «r| — /i  —  L^  sin  o^ 
JTi  8iaa=^, — .^^Zioosa, 

Veil  nun  nach  dem  yorhergeheDden  Paragraphen 

£1  =  (a,  —  ^)  sin  a  —  ^,  cos  a 

Bit,  80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

K^  coa  «=2A  —  /^  +  l(<»i — Ä)  ^ö«  «  +  ^i  Bin  oj  cos  a, 
iSTj  sin  a:s=>    — y-HK^i-^A)  ^®*  *+   ^1  ""*  «}  sin  a; 

and  folglich,  weil  nach  f.  2. 

Py  z=zp  +  {Ki  -I-/1,  cos  0)  cos  a, 

'  f ,  s=  f  4-  (i^i  +  iR|  eea  @)  sl«  « 

ist: 

/»,  =;  A-l-  {(«4  —  A)  cos  a  +  ^i  sin  a  +  Iti  cos  0j  cos  a, 
^j  =  {(flTi — A)  cos  a-t-^i  sin  a-4-iR,  cob.@)  sin  o. 

Weil  nun  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 


ABx  sin  9  +  6, 


_^cos  a 
sin  a 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet:      • 

;9,  =A+i^i  +  /{i  sin(o  +  0)j  cot  a, 
yi=^i-l-Äi  sin(a-|-.©). 

Für  ^,=0  ist 

;»j  =A  + |(»i  —  A)  cos  a  +  ift,  cos  0}  cos  a, 
^,  =  {(«j  —  A)  cos  tt  +  It^  cos  0j  sin  « 

oder 

/'i  =  A  +  ^i  sio  («  -H  0)  cot  a, 
^,  =  /ti  sin  (a  +  0). 


♦.5. 
Weil  hekanntlich 


I : ^2i-p.  — s cos  a-«ciMi(a-f-0)(e#s0rH— l^l*^M»  sin  0») 


^  . 


« 
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?^jp  =  sin  a  —  siD  («  -+-  0)  (cos  ©  +  ~  V/1  —  f*»  sin  0») 

and 

cos  0  +  —  Ik/l  —  u»  sin  0» 
jw  .    »^ 

__  (A-rAi)  sin  « 

(«1  —  Ai)  sin  (a  -^.  O)  —•  A^  cos  (a  -f-  Ö) 

ist,  so  ist 


cos  g, (A  —  Ai)  is^n^'«  co^(g+ ^) 

-T^  —  cos  Ä  --  ,      _^,j  ^^  ^^^  e)  —  6,  cos(aH.  Ö)» 

sin  «;  ^        .  .  (A  — Ai)  sin  «  sin(a-f-O) 

W     ~  («1  —  Ai)  sin  («  +  6)  -  Äj  cos  («  +  O) 


.  I 


oder 


cosoj. .  .  (A  —  Aj)  sin  a  cos  («  -|>  8) 

cos  a       ^  =^^^  _  ^^j  gj^  ^^  ^_  ö) — Ä,  cos  (a  +  ey 


sin  a-  ,   , 


§in  tti         (A  —  A|)  sin  a  sin(«  +  0) 

(^)    '       («1 — Ai)  sin  (a+0)-^Äi  cos<a  +  ©)'^ 


»    ■  • 


woraus  sich  auch  sogleich 

sin  a 


sin  a  — ^ 


taug  («  -f-  0)  = —^^ 


cos  «1 
cos  «  — 


ergiebt. 

Für  ^1  ==p  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

cos  a,                         A — Ai      .  ä.  /      ,    r^\ 

t  V    =  cos  a -r-  sin  a  cot  («  -f-  0), 

sin  «,  0,  —  A      . 

,  V  '  =r  — -^ — T-  sm  «. 

M        «1-tA, 

Nach  §.  2.  ist  a^ch 

cos  «, 


cos  a—  (cos  0  cos  a —  -«^  sin  a)  (cos  0  H 1/ 1  —  /it*  sin  0*),    - 

und  folglich,  unter  der  Voraussetzung,  dass  ^,  =  0  ist: 


cos  «I    ____^ 


4  1 

cos  a—  (oos  0  cos  «^    'J"     rin  «?)  (cos  0  +  77  l/l— ji*»8in0»). 


IS 

1       cos  g| 
^  '   cos  « 

=  1  — (cos  0  +  ^^^^  cos  a)(cos0  +  ---l/l— /i*»  sin  ©•), 

alio  nacb  dem  Obigen 

1      co«r  «,        ^       sin  («+  O)  ,        ^   .    1  i  >^^  — ?? — 

,  I 

Bekanntlich  ist  aber 

j — Ai  sin  a        ^  ^  "^   *       «^    "•"  ^  /• 

und  -  \ 

A — Ai  sin  a  /-fc   .     1  I  >'5 1 — : — tt" 

■^^ — T^  •  -^^-T — rs^==.ce8  ©H — Kl — ju»  sin  0». 
Daber.  ist  .      . 
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A      cos  «^         g^ — A   <t    ■  A — Ai        tang  a 


Of)  '   cos  «.        «r-*Ai     •  Äi     *sin(a-hÖ) 

öder  , 

,  V  «I— A    t              .    A— Ai  sin  a      , 

cos«.=u*)— ^ — T-  jcosaH 5"-^  • -:— 7 — r"ST  • 

I 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 


sin  «1  __  ,   .  «i  —  A 
sin  CS  ai— Ai 


ist,  so  ist 


•  sin  «1  ■  A""Ai  sin  a      % 

cos  «1  =— T- —    )cos  a  H E —  •    .    / — r"^l> 

*         sin  a  j  '        Ä»        sin  («4-0) 


und  folglich 


oder 


wof^i^  auch 


A— Ai 
cot  e^.  =  cot  a  -|-  75 — .    >   V^. 

cot  a,  —  cot  a  =:  k — "T    \  ^^» 
'  Äi  sin(a+6)' 


•  « 


.in  /-      „  \ (A— Ai)  sin  a  sin  a^ 


* . 


u 

also,  weil 

sId  a,  =(fi)^^^Biü  a  =  (^)  j--^  siD 0 
iit, 

«n.(«-«.)=0»)i7rst-  «n^«+e) 

folgt. 


werden 


f.  6. 

8«  lange  nicht  änsdräeklich  etwus  Apderes  bestimmt  wird, 
„«.den  wir  im  Folgenden  immer  6^=0  setzen,  und  wollen  nun 
annehmen,  dass  sich,  indem  /\  ungeändert  oder  constani  bleibt, 
sin  a  immer  mehr  und  mehr  dem  Zustande  des  Verschwitidens  oder 
der  Null  nähere;  so  wird  sich,  weil  unter  der  gemachten  Voraus« 
setznng  bekanntlich 

sin  0=    ^jf    •  sm  a 

ist,  nnd  der  absolute  Werth  von  0  nie  irrSsser  als  M® -genommen 
wird,  auch  &  der  Null,  also  sin  @  der  Null  nnd  cos  0  der  positi- 
ven Einheit  nähern.  Nähert  sich  nun  unter  diesen  VoraussetcllogeB 
die  im  Vorhergehenden  durch  J^^  bezeichnete  Grösse  einer  gewissen 
bestimmten  endliehen  Gränze,  so  wollen  wir  diese  Gränze  darch 
/*,  bezeichnen,  und  wollen  nun  untersuchen,  ob  eine  solche  Gränze 
wirklich  existirt,  wobei  sich  dann,  wenn  dies  der  Fall  sein  sollte, 
die  Bestimmung  dieser  Gränze  zugleich  von  selbst  ergeben  wird. 
Nach  §.  3.  ist 

—2 — r-  =  1 ^^ — '  (cos  0  H l/l  —  lA»  sin  ®M 

ai — Ai  Sil*  a       ^  ^^  /n  ^  ^       /*     Bin  vy  j. 

Aber 

sin  (a-i-9)  r\   .   sin  O 

— ^ •  =  cos  &  -f-  nr*—  cos  a, 

sm  a  sin  a  ' 

und  folglich,  weil  bekanntlich  «. . 


sin  0 g,  — A 

sin  a  "~     Ri 


ist. 


sin  (a  +  Ö)  r\  m    »i""A 

— -: — = — ^=:cos  0+-^» —  cos  a; 
sin  a  *       Ai  ' 

also  nach  dem  Obigen 

-^^i^  =  1  —  (cos  0  -^  -V"^  <^<*s  «)  (<5«s  0  +  rV^  1  —  /^'  sin  ©n 

Äj — üi  •«*'i  A*  ' 

Wenn  nun  sin  a  sich  der  Null  nähert,  so  nähert  sich  cos  a  entweder 
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4er  poiitiven  oder  der  aegativen  Eiabeit  Nekpien  wir  also  im  Fol- 
genoen  inmer  die  obern  oder  die  unters  Zeichen,  jenachdem  sich, 
wenp  sin  o  sich  der  Null  nähert,  cos  a  der  Gr&nze  +1  oder  der 
Gränxe  —  1  nähert  $  so  ist  offenbar,  da  sich,  wenn  sin  a  sich  der 
Mull  nähert,  sin  &  und  cos  &  respeetive  den  Grilnzen  0  und  + 1 
nähern, 

01—/',  '»^  /A  all 

oder,  wie  hieraus  leicht  folgt. 

Auch  iiberzeugt  man  sich  leicht  von  der  Riciitigkeit  der  Gleichung 


^==F(l  +  ^). 


oder 

1  1         1  /,   .    1>     1 


Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welche  Wertbe  die  beiden  Gros« 
aen  ®  und  /t,  nothwendig  haben  mössen,  wenn  die  beiden  Glei- 
chungen ^, 

'  gl— A        sin  # 

iR,  sin  a 

und 

/i    t     1  \ /t  _i_«i — A\       sin(a  +  0)  -        ^   .    1  ,  X3 ^ — 

(1  +  -)(i=fc-;gr)=-4^  (cos  ©+-i/i_^.si„©»), 

wobei  wir  annehmen ,  dass  sin  a  eine  nicht  verschwindende  Gröue 
sein  soll,  zugleich  eifllllt  sein  sollen. 

Nehmen  wir  also  zu  dem  *  Bude  diese  beiden  Gleichungen  als 
erfüllt  an,  und  fuhren  den  Werth  von 

aus  der  ersten  Gleichung  in  die  zweite  ein,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung 

(i+.i)(i±2?^) 

•    ^         f*  «in  « 


8in(«+9)  .  ^^  ^   ^    1 


also 
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(IH )iain  a±sin  0) 


=sii«(«iH~@)(cos  0  +  771^1— /**  s»  9*X. 
Weil  nao  bekanntlich 


sin  «H-sin  ©rssSsni  K«-»-®)  c«8  i(a— ©), 
sin  a  —  sin  0  =  28in  j(a  — 0)  cos  i(a  +  @) 


und 


sin  («-!-.  0)  =  2sin  ^(a  -+-  0)  cos  }(a  +  0) 
ist,  so  giebt  das  obere  Reichen  die  Gleichung 

0-»--)cosi(a  — 0)=cosi(a-f-0)(cos0-|-  — l/i_^»  siTS»), 
und  das  untere  Zeichen  giebt  die  Gleichung 

Im  ersten  Falle  ist 

(1  H )  cos  ^(«  —  0)  —  cos  0  cos  ^J(a  +  0) 

:=s-i  CO8  i(a-*-0)Kl  — |u»  ain  0», 

« 

und  folglich ,  wenn   man  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens 
quadrirt,  wie  man  leicht  findet: 

(1+  »  ),  cos  {(a  -  0)'  +  (1  -  7^)  cos  Ua  -h  &)' 

.1-  /==0, 

-L.2(l+-^)  cos  0  cos  4(a  — 0)  cos^(a  +  0) 

also ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleiebong  durch  1  i^  JL 
dividirt:  > 


(1+1)  cos  4(a  -  ey  +  (1  -  1)  cos  \(,a  +  0)» 


Nun  ist  aber 


und 


—  2cos  0  cos  IC«  — 0)  cos  ^C«  +  ®) 

2co8  ^(a  —  0)»  =  1  +  cos  C«  —  0), 
2cos  JC«4-0)*  =  l  +  cosCa  +  0) 

2cos  |(a  —  0)  cos  ^(a  +  0)  =  cos  a  +  cos  0; 


=:0. 


Um 
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I  •  •  •   V   .  .     J 


A    _ 


i 


e 


r* 


"  l 


folglich 


+  \a  +  p  +  Cl-J^i  CO.  «  cos  0  !         ^^ 

—  tcos  0(oo^«i+ooc  ®)   :    ' 
d.  i.  ' 


•.,> 


1  H sin  a  sin  9  —  cos  0*  =  0 

r* 


oder 


V    sin  ^Csin  0-h— sin  a)=:Oj 
nnd  folgluA^  weil  sin  a,  also  anch 


1   '■  ^ 


nicht  Terschwindet, 


Sin  0  =    ^  A  '    sm  a 


sin  0-hT-  8in,a;c=0. 


Im  zweiten  Falle  ist 


(1  -f-  -)  sTn  iC«  —  ©)  —  cofi  ©  siii  iC« + 0) 
=  ^  lin  i(a  +0)  1^1— /»»  sin  0», 


\\ 


und  folglich,  wenn  man  wieder^- auf  heideii' Seiten  des  Gleichheits- 
xeichens  qnadrirt,  wie  man  leicht  findet:  /.•,,;  >/ 

0  -t-^)«^  lin  i(a  ^  0)*  +  a  -  j.)  sin  iC«  -t-  ©>• 
—  2(1-+.—)  cos  0  sin  i(a  — 0)  sin  Kb^'^-'©): 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  durch  1  +— 

diyidirt: 

Tkdiy.  2 
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— ficos  Q^iin  ^A'^ ^  tin  j(it 4- ®) 
Nun  ist  aber     '^  ■■"■   '   v;  ..<   .   ..\x„.,   ^.  1'     '        i"    ; 

ailn  iC«  +  Ö)»  =  1  —  cosC« •+■  0) 


und 


I 

2sin  4(«|— 0)  tin  iCa  +  0)^-Cc«it  iw-^-idtf  0>, 


,1  .       .    I 


4-  (1  - -7)  { 1  ^  oa«<«#-fv  0>j:f =?..&  - 

1 

+  2cos  @(co8  a  —  cos  ®)         / 
folglich  *' -"  '^"^  '">''  ■    ^'  ••*^  ^'  '''  ■   ,T  '^  * 


-ICH--^)  +  (l-";J-)}  cosa  cos@ 

~{aH-^)-(l^-^^J|j.i»«.in0 
+  2cos  @Cm  a  — cos  ©) 


1  -  i]  gfi,  V  iifa  0 1-  coi  '©»  =z='0 


oder 


■J    '  .i»;  1     :*»•;',  /;.,    ..•• 


•in  &fy%^ ^g-  sin,  a) i^ »,  =  . ,.  . 
und  folglich,  weil  sin  a,  alse  mich  ^ 


•      •^         ^1  "~"  A     • 


8in»Cys36     1^  1    Bin  ä  i  ■  . 

nicht  yerschwindet,  '    '    '''  '•' '* '^  «i^hsi-w.-  ,Mh:;Mij;  :.;^i^;•^^ 


I 


Es  ist  alsif  |ii«d(a^..  ai«  (O  >.  »;[.  .^i  O  .(,-,  (^  |-.  I)i:-  . 

'  1 

I        »  ,      .  sin  ,0dt:— sin  a=;=:0, . 
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sin  ©  ==  :?:V  f tu  a, 
und  folglich,  weil  bekanntlich 

ist,         f     (*'"  '•^•'.       ■  •  ■■      '■•      •  ■'  ■'     •'■'.' ;.  -s-  *  '' 

Ä,  ==t=f»(«i  —  A)- 

Wenn  »l|v.di^.J»eifleii^Gl9i«h'iii^ge.i|, 

g,  —  A  ^^  sin  S 

nnd 

zugleich  erfjüUt'-  ■eiitf.''«8<olle^B^v>s^  .i^us^iaotliiweiidig  mit 
Bexiehang*der  obern  und  untern  Zeichen^  auf  einander 
jederzeit  ..^,  ^^i^  .         ^^r.v^,.    ,  .....    '. 


sin  0  =  =f:--  sin  a,  Ä,  ==f:f»(flr,  —  A)..  il       .  !  .•. 


sein. 

Vi 


J.  8.  . 


>s;.  *  ■!'•'     ■  ■  •" 


.  n    - 

Ferner  wollen  wir  nun  aber  auch  untersnetten ,  ob  sich  umge- 
kehrt J^hapij^e^JRMt,  dasfilfiir  :,.!.>;. .\  ;..,..!.  i.. ..    .    ....Vi    .  .,    ••; 

sin  0=:qp-—  sin  a»  R^=zp(i(at  —  A) 

jederzeit  mit  Beziehung  der  obern  und  uptern  Zeichen  auf  einander 

«r,  —  A         sin  S 

und 


«  '. 


I  I   I 


(iehmen  wir  zueilst '^Sie  öbeni 'SSeictien  iina  setzen  also 

sin  0  =  — •—  sin  a,  A^^  =  —  /»(•» —A)> 

.v>|    \'     >Mr )  <->  -t»       ?v>       ^^|;   .  i.»  y    --r-  ») 
BD  ist,  wie  ans  der' im  vorhergehenden  Parägrapheb  in  diesem  Falle 


angestellten  Aiialysif'^   ^^^i  W^   ^4i^*S!!^?  ^^^.^!^'"  sjnthetisch 
venolgt,  sich  leicht  efgielit,  jedehlei]t  «'*.** 


2 


• 


3«: 


und 
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A         sin  9 

.      «      sin  Ä    ' 

.  ..• .{:.'  •.:.f 


(1+i)»  co8i(a-^)*.+,(l~;^)coM(«  +  ®)'        1 


=  0, 

—  2(1+—)  cos  ®  cos  i(a  — 0)  cos  i(a-f-0) 

also  ='  '"■'.  -t-~  •  .'  • 

—  2(1-1 )  cos  &  v6m  Um  —  @)  C08  4(a-|-  @) 


d.  i; 


i 


=  -7  cos  i(«  +  0)»(l— /*'  »in  ®*)> 


- »» 


i(l  H^  1^)  cos  > 44«  -N-^)  --  cos  0f  cos  i(i»<4^0)  i  *! 


•»  •  >  I  j 


=  4  cos  i(a-4-0)»  (1  — /*•  sin  0»), 


1  > !-'  t  •-.'  -1  ::  .» •>  f  .\  'i  w: 

1  i  .)  Vi  MJJ'J 


und  folglick  ^  (- 


—  ■  i 


(IH )  cos  i(«  —  0)  — . cos  ©  cos  i(«  +  0) 

=  =fc --  COS  i(a  +  0)Vl— /liVsin  0», 

WO  sich  nun  fragt,  welches  Zeichen  ii^B  zu  nehneiii'hiAI^'^iras  aii^ 
folgende  Art  entschieden  werden  kann. 
Wenn     .  ' 


./  '. ■  V-' •'    . **  ••»  •' '"'   ,; ■  1" 


0<:  a  <  90»  oder  270*  <  a  <  360* 


ist,  so  ist  cos  o  positiv.    Da  nun 

■■»..'..         >• 

—    .» 

^  sin  0==—--  «in  a 

ist,  so  ist 

-..;:-.;,,^  ;;^      /•  ; '^  .,^vsiii  .^^=^ii»>,-^   .^.-m.  :;« 

und  folglich 

.     l/l  — :  /*»  sin  0*  =  cos  a. 

$oll  also  die  Gleichung 


••lUi 


L 


0 


r.r  '' 


»  J 


» .' 


':  ■  - 


SJ- 


'.  »•:.! 


(1  +  — )  cos  i(a  —  0)  —  cos  0  cos  \{a  -h  0) 


<  i 
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4 


%fS3A\t  ml^^Mm-mmn-         :'••■';  -Jt  •■    •   "»■•■  i<ifM  .'»?•»  ^ 


•t 


•■   / 


'■.'•      liVi    .  ij:  f  '      .;■■    «♦■;, 


:  \  < 


("sin  a  —  sin  @)  cos  iiaT^O)  —  sin  o  cos  9  cos  4(«*|-®| 
•..>   i  j,  •   ^;,;;=^^cos  aimB&  eom.i{t^^H9)t 
d,  i.  , 

(sin  o— 'sin  @)  cos  j^(a  — ^ 9)  ==  sin (a qp 0)  cos  4(a  +  9) 
•der  '      \; 

sein ,  welches  offen^MM*  nur  (|an^  mögÜGh  ist j  ;v^enn_  man  das  obere 
Zeichen  nimmt,  ifäd  dahet    '  *   ..      " '~ 

•    -      i<14il)  i6s  i(a-e)'-cos:©  MS  i(a-l-©) 


!  • 


.-  't  .  .« 


=  —  cos  Ka  +  ®)^'i  — M*  sin  0» 

rttÖ.'»''  '*^  -  I    r ^  >  V    .V  .^         ;•         •     :..-->».;   o. 
Wenn 

90*»  <  a  <  180**  oder  180»  <  a  <  270* 

ist,  so  ist  cos  a  negaii'?.    Da  nnn 


sin  0=±: sin  a 

und  folglich 

V^l  — ^a  sin  0*=  —  cos  «. 

S^ir  lilio  die  Gleiehnng)  v  '     "     -     ,  ;-  i      * 

(IH yeoB  4(a  — 0)  — cos  0  cos  |(a-|-0)  i? 

=  ±  i  cpi  |(a  +  0)Vl  --(I»*  sin  0» 

erfüllt  sein,  so  mnss 

tsiit  a  —  sin  0)  cos  jC«  --•  0)  -n-  sin  «  cos  0;  cos  iC<*  +  0> 

=  dbcos  a  sin  0  cos  iC"  +  ®)> 
d.  i.  . 

(sin  «— sm  0)  cos  jC«  — 0)  =  «nCä=4=0)  cos  K«-*"®)» 

oder 

'    »in(tt  -^  fe)^  c«t4<«^+  ©)  =  «n  (a  db©)  c»«i  k*  +-^) 


.«    i 


£2 

» 

seiD,  welches  offenbar  nnr  dann  möfflich  ist,  we«i*iiMi.db»  «Uten 
Zeichen  nimmt,  und  also 

(l^-A)  ko»  4(te-^»)v^wst»«o8  K«+®) 

=  _i.cos  i(a  +  0)|/"l— f»»  sin  ^» 

setit. 

Also  ist- 


^ 


=  ±-  COS  |(a  +  0)K;-Tff*  «P^MiM        m;  ,. 

indem  man  das  obere.jodi^rdfs  untere  ISeich^fi  niiamt^  jenachden 
cos  a  positiv  oder  negativ  ist.  '^  t    ^     ^  .^ 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber  ; 


(l+~)cosK«  — 0)  =  cos4(a+©)(cos0db— i/l— /i**8inQ») 

OQcr  ■.--..      ""N.^  ••/  ■■•  /    "^^  .%  '*»w  ••." 

*CH-— )  «n  J(a  +  0)  cos  i(«-0) 

=  sinCaHh0)Ccos  0±  — l/l— /i*»  sin  0»), 
d.  i. 

(1  +  — )  (sin  a+  sin  0) r=  s!n(ai=hÖ5  (lijos© db ~  l/l— /»»  sin0») 
oder  ,.  ,  . ,     f 

^  A*  sin  CT  sin  a       ^  ^^/*  ^^  /» 

also,  weil     .»-  <  -.  '   -^-  .  w  .<i.  —  (v^>    -  -O'.  .  ,:•.  .;•■   •  \-  f) 

sinO  l_ g,  «- A  j 

•  •"         •    afp«  "^rZ-M-  ~<^  V  Äv  »        :  h  ~-  - 

ist, 

Für  ■'•■     '    ■•   ' 


'         .     ) 


1  •'      • 

sin  0  =  —  --  sin  a,  Ä,  =  —  K«iT"  A) 
ist  folglich  immer 


2S 


iD  jMD  i|«8  obere  odQi^^d|i8  unt^c  ZüfAj^  ßklmjft^  jenachda« 
a  positiv,  oder  niBgiitiT  ist. '       ^  '     "^  \ 


wenn 

cos      _  _ 

Setseil  wir  ferner' 

•o  :  t.   *-      '    '  / '  ^    .     —  •'.  -•■ 

sin  Orts—  sin  a,  Ä,  =ji»(a.  —  A)> 


(     r       i.      .     ■■) 


80  ivtMrla  jsun  d^  im  voriergebMiden  PAMigi^^lMli --ktigeiiidlten 
Analjsis,  weiifi  .man.  4i)E|^^^.,räckwärt8.8jotheti8ch  rerfolgt,  sich 

leicht  ergiebt,'  jetferieit 

♦  .'»I 

gi  —  A         «in  B 

und  -  •  ■'••■•■* 

—  iC*+— )  cos  0  sin  iC«  — ®)  •»  K«*®»)  '  *'  '■    '      '^ 


also 


■  •'.■'.:    i 
(l-f--^)»  sin  Ka  —  ^;.»  + cos  0?  shi  iCa  +  0)' 

—  2(1  +  — )  COS  0  sin  iC«  —  0)  Bjn  4(a+0) 

r* 


d,  I.  i.     ''.'.:   i\    '.    .'.  '\   \,\\  .     .'.  .      ."    :;    "   •   ;  •   •  c   An 

=  -^  sin  i(a^-©)»  (1— /»»  «i»'»»);    •'      •    "''■•■■  ""' 


und  folglicb      ( 


i  s 


(1  -l^ij)  «in  iCa  —  6)  ^cdi  0^  sin  K^-^Ö) 

=  dbi-  sin  |Ca  +  ©)l/L-/i*»  shi  0»,      '*'      ^'^ 

■■'-i-jv_^      i.   V»   r  .,  ■   >••    '!,-•        ^•,>        n-      i:i,:   'O   :::.    i    J^   n-^'^^ 

wo  sich  nnn\. wieder  fragt  iL  welcjfes.  Zeicjben  man  sa  nehmen  bat, 
was  auf  folgende  Art  entscbi^'en  wer'dÄi  Itänn. 
Wenn 

A,-.-  .      P<fl<90f.pder^0«<a<J(«0« 
ist,  so  ist  €08  a  positiv,  and  folglich  anf  ähnliche  Art  wie  vorher 

K  r^  f»*  sin  ®*  =  cos  a. 
Soll  also  die  Gleichnng  .  ;i  .1*  ii:.>  ..,    lii  * 


2t 


•M 


=  db^  sin  |(a  +  ©)l/l--/i*»  lin  ©» 


»  • 


^  »• 


erfüllt  sein,  so  ifeuss 

(sUi.^cP^-sia  ®>tta  iCa-^0)^sb  o  cm  O  sin  i(«4-9>^ 

^=!=cos  a  sin  Ö  sin  Äir4|-Ö);      "    ' 
d«  i. 

(sin  a  +  sin  @)  sin  i(fl^^=  4VkCddt:&)  sin  iC«  +  ®) 
oder 

sinfarr^.i^)  8iB.4(ff-f-©)=Jsij|X«±©)  ^in  -4Ca^®> 

.1  *  '•••  '  *^  >\ 

sein, 'welebes  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenii  man .  das  untere 
Zeichen  i(imm(V  niid  4^\j»t    ;         »  ^'    •  '  \  ,,    '    * 

(l-h-f)  sin  |(ü  — ©)-.cos  ©  sinKa  +  0) 

'  i=i;i  i.  1.  sin  i(a  ^@^V  1  —  ji*»  sin  ©» 

setzt      (^    -;  ''.  •'  ""  ■  .'•.  —  >«•.       •  ■  •  •  j"; . 

Wenn 

ÖO»  <  «  <  ISO*  oder  180«^  <  «  <  «7^«^ 
ist,  so  ist  cos  a  negativ,  und  folglich  wie  oben  ' 

Soll  also  die  Gleichang: 


I 

;  ■»    ■• 


(1+—)  sin  i(«  — 0)  — cos  ©  sin  iC«  +  ®>  . 

in  ■  \ 

erfüllt  sein,  SO  miii^ .  '  •..  .•.^-' 

(sin  a  +  sin  0)  sin  |(a  —  ©)  —  sin  ck  cos  0  sin  |(a  +  0) 

'    ÄÄ'cos  la  sin  ©  Vi^  '■    "    "' 


t  ■       t 


d.  i. 


(sin  a  +  sin  0)  sin  |C«— ^)  — rin(^=F®)  "^  i(a  +  0) 
oder   ■      .  .•',■• 

sin  (a  — ©)  sin  i(a  +  @)  =  «n(aqF®).sin  K«Hh®) 

sein,  welches  offenbar  nur  dann  möglicli  ist^  wenn  man  das  obere 
Zeichen  nimmt,  und  daher 


2» 

(l-l-^)  sin  i{o— 9)  — cM  S  fiB  Karl-^ 


setzt»  . 

Also  ist 


=  —  sini{a-f-0)|/l— f*»  siD  ©» 


-  I 


(1+— )  sin  iia-^ß)  -^WG  sin  i(o  +  9) 
=s±—  sin i(a  +  ©) V^l  —  f*'  sie  ©•, 


•  »-^  •■     .  •  -  -    '.■  !'■»';' 

iikdem 'man  das  obere  oder  untere  Zeiehen  nimmti-jenachdeM  cos  o 
negativ  oder  positir  ist 

Üüs  dfeUftr' VMcknng  folgt  aber '     ' 


I  » ' 


(1  -H  — )  sin  i{a^[®)  =  sin4(arh0)(cos®  ±  ^  V^l— f»»  sin©») 
oder 

=  sin(a-f-0)(cos  Ö±  — V^l  — f»»  sin  ©») 

d»  .  *  ■         /        ^ 

(l-h ir) («in  a-* sin 6) S5 sin(o+e) <cos Bdn^ V^l— f»*  tin«*) 
oder  •  • 

^         fi'/^        Sin  a'  «m  «      ^  ^  »^^       .         -'» 

•  •      •  '  ■        .  •  • 

•l80>  weil   ■• 

•   «in  «        u 
ist, 


■:  >•■  II.  ■   ■  ■  (  ■ 


1.1.  .1  •  *    .  .  .     /  ,        ■        .  .  ,  .  I 

1  \  /i      «1  —  Ai  il.  sin«-*-  Ö)  / ^  j.i 


(1  -h|)  (l  -i^) c=:;!a£t2  (,0.  ödb^Kl-M'«.d-), 


«     h  a 


Fik  ••.  '■-./  ....... 

«in  ©Ä^  sin  «,  AI  =nM«^. -^  A) 
ist  \al8i«  Immer 


.(i+l)(i_*iz:Aj^2l«(«±i2  (cos  0±i.i/i_p.rtod«). 

wenn  man  da«  obere  oder  da«-  nntere  Zeicben  nimmt,  jenachdem 
€0«  a  negativ  oder  po«itiv  ist« 


V 

Aus   der  vorhergehende^  üntersacbong  ergiabt  rieh  nnn  das 
folgende  GesftVniit^efiultat^    ^  m  ^    i.   (       1    0 

^Für  . 

sin  ©  =  — —sin  «,  Ä,=  — /i»(«/^A) 

ist  .,:'    mV? 

#        a,  —  4        am  9  i        • 

nnd  -- — .  -      .  '     , 

(i+iMi^^)=TrT®  (cos  ®dbVi-ft».iBQ»), 

wenn   man    das   obere    odef,.d.aa   nnii^jc|  ^flf^cflßJl^^^,}mmt9 
jenachdem  cos  a  positiv  oder  negativ  ist.'   Für 

i         ^  ...        .      .  .  .     .    J 

ist  dagegen 

Äj , '       sm  « 
und 


Sin  6f  =  --  sin  a,  iljt^/»(«r,  —  ^)  ^ 


.'  '•  - 


^  jU '  ^  Rx    '  sin  «    ^  jU  »^  -" 

j 

w^bn-mraii  das  obetBVd«^^das  aatcra^Z'i^ioben'niiiii^t»  je--; 
nachdem  cos  a  negativ  oder  positiv  ist« 


T/   »O 


vN   M..     ^  .  ,.    '   ■ .         :      •-     .^\  •"  .  -i  ..    '    : 


'  I      ii'  #*    J_L-  '  _         • 

Wir  wollen  jetat  annehmen,  dass  auf  den  in  Taf.  I.  Figl  1.  um 
den  Mittelpunkt  C  beschriebenen  Kreis  Strahlen  auflbllen:,  .wejchi» 
entweder  wirklich  jiämq|tUcl^»>ans  dßm  Fiiakt0  A  ausgehen  oder  we- 
nigstens als  sämmtlich  lHis~'dieseip  7iit(k,t|&  ausgehend  betrachtet' 
werden  können,  und  wollen  die  vota  A  aus  durch  C  gezogene .  gfifj 
rade  Lidie  als  den  positiven  Thell  der  Axe  der  a:  annehmen ,  wo 
denn  im  l^orhergeheiidep  Aj  =^€7iHid)4is=0.-iE4s€)«| -r  A  <=^C^ 
tia  selben  isfr  Neniaen  iiHr^Ubli  ftrueir  an;  d^ss j|^r  äüir  uem  Alii^ 
telpunkte  C  beschriebene  Kreis  mit  dem  Halbmesser  (f») .  ÄC  be- 
schrieben sei ,  wo  (/[»)  bekanntlich  den  absoluten  Werth  von  /*  bi^ 
zeichnet,  so  sind  die  drei  folgenden  Fällig  zn  unterscheiden. 

1.    Es  sei  Cii^X  )»^  livetehßm  Falle  Taf;  ivFig.  l.a.  entspricht. 

Für  einen  auf  die  concave  Seite  des  um  C  mit  dem  Halbmes- 
ser (^) .  ^C  beschriebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  i-sujfaUentfdi« 

nach  §.  3. 

,  ,  sjn  ©  =  »-  am  a 


und  an  dem  Kreise  ^eine  Brechung  erleidenden  Strahl  ist  n 
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UDd  /it  ist  eine  negative,  H\  eine  positive  GHtese« 
Weil  nun  im  vorliegenden  Falle 


;  v>i3i=±:«r-/t»;.  AC,  «l0tf  sia  ids  — ^  aia  a 

»'  •   A*  ■  » 

und  cos  a  offenbar  positiv  ist,  so  iai  Mob .  dorn '  vorb^rgeh^^en 
Paragrapben 

^         f/^'^         ä/  ,  sin  a       ^  /M  '^ 

oder 

1 r  =  — \  (cos  ©•+•— Kl— !*•  sin  0»), 


M  fdVftHefa  ^4'<nA'  diih  Obigen 


e;  \ 


]  I 


••»''    '»^-   •  'J\:    ■  AC  i 


•    I 


■1      I . ". 


;•'•■•••••■■■  ^■•'-       M-Ax  "^iu»*      '  ■••..;..      : 

aI«b^\-%^«  sieh  Hieraus  lelebt  ergiebt,> 

Dabei(ri0«  ^y  •«{««.coa^tant^  vo^.fa.npabhäpgige  Grösae.*  '.^  ,  .  .: 
; .';  Fir.cfneiv:  auf  idie  konvexe  '{icite  .des.  um  C.mt  it$(fi  HalMeii- 
sef  (j^)y^Cibasobrißbaoen.Kj'eisiBs  «nt^  dem.. Winkel, o  »tlenij|en 
und  M  dep:  Kreise  eine  Z^vlkckvtffSßuf^  j^leidendfu  otriilu',)9t^ii<CD 
^.3t4iekaa«tlicb9.^«eiii»  :■»»•,  ;i  •.."!j../* 


>  ...  ..   -_,-^c^ 


^■••slB«=i^  sin  tt 


. « » .       •  I  •     II    I •  I  •  / ' 


;.       ..  ••  '      ..  .;»(..  ,..,.     ^^  ;., 


und  jetzt  ist  /»  eine  positive,  /l,  eine  negative  Grösse'. 
Weil  nun  im  vorliegenden  '«Falle  ^ 

*  *    *     w  '  j 

Äi  =  —  /»  .  -<#C,  also  sin  ®  =  —  —  sin  a 

und  COfK^  positiv  y^y  so  ist  nacb  dem*  vorbergebenden  Paragra- 
pben Vrcdfel-  * 

(l^,l)(l  +  ^)=^!!i^l:L2)  (cos  ^  +  ±1/1-^»  sin  ö") 


oder  ■- ,  ;.    •  .       ■'.'.-•   ^  *  *  .  ■"■:  .    I  —     '-»'•..-.. 

1 r,  =  — .  (cos  0-I-— l/^l— M*  sin  0*X 

also  •'••      '"    t  ■         ."••  •-M  ;    ui:    t.r.:: 

und  <bl^eb=lillth-d«m:OfcijB^i   :        vi    ..     .;     K::f*'.':<> 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

^,  =  ([1 -,.»),. -<r==  (1  _/*)  q  Hh  I.) .  ^«f. 

Daher  ist  ^|  wieder  eine  cV^nstante  Ton  a  uttKbhängige'-Grösse. 

Uel>erlegt  man  nno,  dass  die  coostanten  Werthe  von  ^,  in  del^. 
beiden  vorher  betrachteten  Fälleo  einaiid^r, gleich  sind,  so  erg^ebt 
sich  uniiil^lblir  der  folfl^nde  ßAts:    -:  !  -:  .— 

Wenn   A  nod    6/  zwei   beliebig^  Funkte   sind,    und 

man,  unter  der  Voraussetzung,  dass  d.er  absolute  W-ertb 
(/ifr)  von  lA  kleiner  als  die  Einheit  ist,  ans  dem  Punkte 
C  a^s  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (/»)  .  /iC  einen 
Kreis  beschrieben  hat;\sö  g^ken  alle  Strahlen,  welche 
als  aus  demPuokte^  ausgehend  betrachtet  werden  kön- 
nen und  auf  die   concave.  S^eite  des  in  Aed!e  ste,hendr6^n 
Kreises  fallen,   nachdem   diese   Strahlen   an   derselben 
eine   Brechung    erlitten   haben,    nöthigeifalls.  gehörig 
verlängert,   —   und   alle  Strahlen,   welche   als  aus  dem 
Punkte  A  ausgehend  betrachtet  werdenkönneä  vud  «uC 
die  convexe  Seite   des  in  Rede  stehenden  KreieeifaU 
leli;  .nachdem  diiese  Strahlen  an  derselben  «ine  SfurfJck*- 
werfubj^  ertiften  haben,  nöthigei^falls  geibörig  Teriähgiui 
gert, «—  durch  einen  und  denselbefl  Punkt  der  dnreh'^iin4 
^gehenden  geraden  Linie^.welcher  immer  von^annach 
Cnin  liegt*),  und   dessen  fiD.tfernung  von  A  durch  das 
Product  (1  — /i**).^C=(l— /*)(l4-/i*).^Cbestimmt  wird. 
II.    Es  sei  (/t*)>l,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  l.U  en^npr^A^^ 
Alle  Strahlen,  welche  als  aus  dem  Punkte  A  ausgebend  be- 
trachtet •  werdc^P  können,   fallen  in  diesem  Falle  auf  die  ^ncave 
Seite  des  um  C  beschriebenen  Kreises,  und  f&r  'eine^ .unten dem 
Winkel  a  auffallenden  Strahl  ist  nach  §.  3.,  wenn 


,j 


sin  0  =  ^  sm  a 


':\ 


gesetzt  wird,  jederzeit 


»th. 


)  Da^  nämlich  in  diesem  Falle  (1— fi')  «iK?  positiv 'ist. 
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Wenn .  inn  .liHe  nuter  einen  Winkel. ft»  •^er  tUMehai  0  und  W 
oder  zwischen  270*  und  3Ö0<>  liegt,  anfinimde  Strnhlen  eine  Bre* 
chmi(f»iBi4«MeB,  so  ist  oflFenbar  .'  -  <r 

1 
rj^l^^^ -^  f»  . 'ACf  9i90  sin  ©rs—r-j-  sin  o» 

nnd  folgUdi  Bäoli;  dnm.  Toribergtiienden  PanlgraphenJi•d•.^V|to^ 
sitiv  ist,  :     .  : 

oder  •'    '■  ■         '  ' 


also-  i  i      "V     »  J  <i  :.•.,<•:.  »     /     ;   '  ;      .■>...;         '     .    »  .       .  .•..:•■■.; 

•  •'■•  •■•■.'•».I.«  "  •  .,•         •  .  I  ,•/ 

nnil^folgnefa.'.iitfcl^'deiii  Obigeta 


•  j 
i 


1*1 
'    •    I  * 


j  '}>  ..i  =) ;»   .  .».•:*.    .      Jfl.^  A  ■  "^M«* 


jc^ä^  —fi^ 


,•1«     ..       ■•'».■  •- 

•  ■■■••■•••«■•        ..  .1     .,     ^ 


also,  'irie'  sieh  liierlNiS  leicht  ergiebft, 


I  i  . 


'         >   ;  A*=S(l-rr*»).-<Ca=:l(l-r/»)(lr*-M).'vrfG    ,    .     ..; 

Daher  ist  ^i  eine  constant^yon  a  nnabh^gige  ,<^rösf^., )  -A-  ti  j 
j    Wenn  ferner  ulle  ^njiter.  eipem  Wii^kel.  a;  ,ier,  s^i^c^h  9JD|f  nnn 


ISA'^.od^r  zn^isdbm  )8p.^7lnd ^700  lifigt,  auflPslIendeStririilen      ,, 
Znrfickwerfnng  «rlqid^o»  SP  tist  offenhar  .  .  .  „i- ,/  ' 

ii  ::     \Jl^=zik.*4C^  also  sin  0=;3Tr  wn  a, ;.  ;  »    .,. 

• .  ^^ 

and  folglich  nach  dem  vorbergeheoden  Paragraphen,'  da  cos  ä  ne- 
gativ ist,  • 

/t    ■     1  \ /t       -'^^v        8in(a-|- ö)  .         #-fc   .     1  ly*? ;; — : — ^^ 

.   ;■  i/.i:  ri .  .     .  .      .  *  '•!■  .    r'        ■.:;..••,■•.' 

oderj::v  -:l  .  ;  /     .=  •...:  •:    .    .  ■•'..»:;»':.!•;•. 


t .  z"-.:  .  .\ 


jS»  =^  \^      «in  «       (CPU  e+~»/lr-M'  W  ö/),j    ..  . 

•  '•■•  «■.'*■.     'i'-  '"!■.  •'  '      =,.;••    r«  ,■  .;    .:  .  •.- 

nnd  folglich  nach  dem  Obigen  •      :\  •».     . 

....  ...  .  1      . 

^C      _  1      =  ..,  -..  ; 

also,  wie  sich  hienina  laicht  ergiebt,  ;..(.<     •  ?  : 


m 

Daher    ut    mmtk    jetzt    ^^     eine    MBiteate   v#b   •  ■MMiagpgi 
(»rdiBe. 

Ueberiect  ■an  mm  wieder,  deat  die  beidea  ua»i%«te»  Wertk 
Ten  ^,  iB  dcB  enten  and  zweiten  der  beiden  verlier  betr»cktetM 
Pille  elMsder  ^leick  nad,  eo  crfiekt  mtk  nmmkülkm  der  UIgmk 
Satz: 

WeBB^  und  Czwei  beliebige  Punkte,  siod,  apd  mai, 
unter  der  Voraeaaetzvag»  daaa  der  ajbaolatft  Wertii  (/») 
▼  ea  f»  grötaer  als  die  Eiabeit  ist,  am  dem  Pankfe  C  h\i 
Mittelpunkt  Bit  den  BalbBesaer  (/ii)  .  ^C  einen  Kreii 
bescbrieben  bat;  to  gejiea  alle  Strablen,  welcbe  ala  an 
deai  Psnkte  A  aasp^ebend  betraebtet  werden  4iDBei, 
nnd  auf  derselben  heite  des  durch  A  auf  ^£*'errichte* 
tea  Perpeadikels,  auf  welcher  der  Mittelpnakt  C7  liegt, 
auf  den  Kreii  fallen,  nachden  diese  Strahlen  an  desi- 
selben  eine  Brechung  erlitten  haben,  »tribif^esfalla  ge- 
hörig verlängert,  —  und  alle  Strahlen,  welche  als  aiia  den 
Punkte  A  ausgebend  betrachtet  werden  könnerB,- :«n4 
nicht  auf  derselben  Seite  des  durch  ji  auf  ^C  errickte- 
ten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  fliegt, 
auf  den  Kreis  fallen,  nachdem  diese  Strahlen  an  deMsel- 
ben    eine  Zurückwerfnng  erlitten  haben,  uöthigenfalli 

fehörig  verlängert,  —  durch  einen  nnd  deniellieB  P«nkt 
er  durch  A  nnd  C  gehenden  geraden  Linie,  welcher 
iBBcr  von  ^- nn  nicht  nach  C  bin  fi^t  ^),  u^^  deasei 
Kntfernung  von  ui  durch  das  Product  (fi*  —  l)  ,  Ji  C^ 
(/A  — l)(u  +  l).^^bestiaiint  wird.  '-  '- 

lll.  Mss  in  dem  Falle  (/»)  =  1|  welebe«  Taf.  I.  Fig.  I.e.  ent- 
spricht, alle  Strahlen,  welche  als -aas  dem  Punkte  Ji  MRgeliefld 
betraebtet  werden  können ,  auf  den  Kreis  fallen  Md  an  demcelbea 
eine  Brechung  erleiden,  nach  der  Brechung  wieder  «Immtlicb 
durch  den  Punkt  A  geben,  fiUlt  auf  der  Stel^  In  die  Augen  und 
bedarf  keiner  weitem  Griänterang. 


§.  10. 


-    i  --:-!' 


Femer  wollen  wir  annehmen,  dass  auf  den  in  Taf.l.  Fig.%  nui  den 
Mittelpuokt  C  beschriebenen  Kreis  Strahlen  auffallen,  welche  säusmi* 
lieh  nach  dem  Punkte  A  hin  convergirea , .  und  wollen  wieder  die 
von  A  ans  durch  C  gezogene- gerade  Linie  als  den  poaitlvei  Theil 
der  Aze  der  ap  annehmen,  wo  denn  im  Vorhergehenden  auch  jetzt 
a^sssAC  und  ^  =  0,  also  ai  — ^  =  AC  xn  setzen  ist.  NebsMu 
wir  nun  ausserdem  an,  dmis  der  aus  dem  Mittelpunkte  C  beschrie- 
bene Kreis 'mit  dem  Halbmesser  {(*) .  AC  beschrieben  sei,  wo  {u) 
seioe  bekannte  Bedeutung  hat,  so  sind  wieder  die  drei  folgenden 
Fälle  zu  unterscheiden. 

I.    Es  sei  (/^)<1,  welchem  Falle  Taf.  L  Fig.  ^.a.  entspricht 
Für  einen  auf  die  concave  Seite  des  um  C  mit  dem.  Halbmes- 


*)  Dl  nämlich  in  diesem  Falle  (1  — ^')  •  JC  negativ  ist. 
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«er  (/»)  .  AC  beicknM^eiiep  Kraie»  nntiv  dem  Wickel  o  falleodeD 
und  an  den  Kreise  eine  Znrückweitang  erleidendeD  Strahl  Ut  oach 
k  4*  3.  hekanBtlich,  weqo  man 

.    .  --:      sin  Ö:^*w-^D  « 

•etat, 

und  M  ist,  so  wie  aneh  H,  eine  positire  Grösse. 
Weil  nun  jv  TortieffBiMeB  FfOle. 

1 

/{,  =su .  ^C  also  sin  S^sc^-rp  ain  a  . 
and  cos  a  offenbar  negatir'ist,  so  iit  nack  §.  8. 

oder  ■•, ,  i ..,...; .     •.•   \   . ;    ■• 

.'tii ;     '»lin'f    *     .    I  ■  .         .■.  •        •   ,;  »•       .  :•    '  -  ^  ....  .      .  '     # 

-s  =  1 7j^ '  (cos  &  H K  1  —  tt*  fin  ©•), 

..  .  .     ^.  ..      I.  ..  ..  •         . :  > ..  i  :  .  »*^ 


Q»d  folgUcb  Back,  den  Obigen  "•  ^'  >  ■.*  i. 

i  I»     )  •  •  ■     :    «•  /^    .,  ,  '»  .  .       .  1  i  ■        .    :'        ■      •:  ; 

9Vf9^  vfie  sich  JvilBrwis  leicht,  crgiebt,    .       


I     !• 


Daher  :ist  ;^|  ehe  eonstante  «oa  m  imahhäagige  GrOsse.. . 

: ;  Klv  letnea  auf  die*  eeBveie  SeitO'  des  um  C  mit  dem  Hidbm« 
mr  4f*)  •«  "^ß  beschriebeMO  ftaeiaer  niler  dem  Winkel- o  faUenden 
nnd..  eo  dem  Kreiiie  einftBteckaog  erleidenden  Strahl  ist  aaeh  f.  3«, 
wptin.mni  '^    ;  •:.      • 

.In:    ■   ,Ui.'     siB..©.dB3*.a|n  ^Äv"i    -^'-v"  "i       » 

sertat,='hekilifntlkk  ,wied<lj^''' 

•jr — 7-  =  1 ;  "^   ^  (cos  0  +  — Kl— /»•  sin  ö*), : 

und 


Air  ist,  so  wie  /i,  eine  negative  Grösse. 
Weil  nun  im  vorliisgenden  Falle  wieder 


',*• 


12 


f  • 


it^:^f$.^C,  ilio  iiD  9=:—  gin  a  ■ 
and  coi  a  offenbar  negativ  ist,  so  ist  nach  f.  8. 


IT,' 


Sin  a 


oder 


^~>^^^^  f<*'  Ö+f  V^l-M-  ™  ^•).   . 


also 


J^ ^       sin(g-|-e) 

^»  ■"  sin  a 


(c6s  Ö Hh - V/'l— /*•  «In  ©»); 


und  folglich  nach  dem.  Obigen 


'* 


JC 


r»' 


\, 


aipo,  Trie  sieh  hieram  feictit  erg^ebt, 

A,=(l-M»).^^=(l-M)(l+f*).^ß 

Daher  ist  7ii  wieder  eine  constänte  Ton  a  nn^bhängige  Gritsse. 

Ueberlegt  man  nun,  dass  die  beiden  constanten  Werthe  tsi 
^^  im  ersten  und  zweiten  der  beiden  vorher  betrachteten  Fl&e 
einander   gleich  sind,    lo  lergiebt  sich   nnmil^telbar   der  Mgeni» 

Satz: 

Wennutf  und  ^zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  man, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werfh^  (/») 
von  f*  kleiner  als  die  Einheit  ist,  ans  dem  Punkte  C  all 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (^(i^,AC  einen  Kreii 
beschrieben  hat;  so  gehen  alle  nach  dem  Punkte  A  con« 
verffirende  Strahlen,  welche  auf  die  concave  Seite  de.i 
in  Rede  stehenden  Kreises  fallen,  nachdem  diese  Straili« 
len  an  derselben  eine  Zuriickwerfung  erlitten  habesi 
nöthigenfalls  gehörig  verlängert,  —  und  alle  nach  dem 
Punkte  A  convergirende  Strahlen,  welche  auf  die  cob- 
vexe  Seite  des'  in  Rede  stehenden  Kreises  fall^üi  -nach- 
dem  diese  Stvahlen  an  derselben  eine  Brechung  erlitten 
haben,  nöthigenfalls  gehörig  verlängert,  —  dnrch^i'nen 
und  denselben  Punkt  der  durch  A  und  C  gehenden  g^« 
raden  Linie,  welcher  immer  von  A  an  nach  C  liegt*), 
,und  dessen  Entfernung  von  A  durcb  das  Product 
(l_^s).^e)'=(l—jii)(l+jii).^^  bestimmt  wird. 

11.    Es  sei  (/t*)>l,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  2.b.  entspricht. 

Alle  nach  dem  Punkte  A  convergirende  Strahlen  fallen  in  die- 
sem Falle  anf  die  conveze  Seite  des  um  C  beschriebenen  Kreises» 
und  für  einen  unter  dem  Winkel  a  auffallenden  Strahl  ist  nach 
f.  3.,  wenn 


*)  Da  nämlich  in  diesem  Falle  (!—/«>) «^C  positiv  ist. 

• 
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geietit  wird,  jedeneit 


AC 


Wenn  nun  alle  unter  einem  Winkel  ee,  der  zwischen  90<*  and  180<* 
oder  zwiscben  180*  und  270®  liegt,  aufifallende  Strahlen  eine  Bre* 
chung  erleiden,  so  ist  offenbar 

/^2±=f*.^C*,  also  sin  0  =  —  sin  a, 

und  folglich  ni^cb  f.  8.,  weil  coi  a  negatiy  ist, 

tt    .    1  \  ri       ^^\       •in(«-f-6)  g        ^  .    1  \y\ .      jl  , 

(l+^(l-3g-)=        \^^     f  («0.  0  +  _l/l_^.   ,iB®.) 

oder 

1       1   sin(a-f-Ö)  äi  •    *  i/i « — J — zrr% 

•Im 

und  folglich  nach  des  Obigen 

AC      _\^ 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 


Daher  ist  ^i  eine  constante  von  a  unabhängige 

Wenn  ferner  alle  unter  einem  Winkel  a,  der  iwischen  0  und 
QO«"  oder  zwiscben  270*  und  360*  liegt,  auffallende  Strahlen  eine 
Zurückwerfiing  erleiden,  so  ist  offenbar 

Rx  =  —  f*  •  ^Cy  also  sin  0  = sin  «, 

und  folglich  nach  f.  8«,  weil  cos  a  positiv  ist, 

oder 

^"";?=       sin«       f^^»  0  +  -l^l-M'  «in©»), 
also 

1  -        sin(ff-f-6)  ,         ja    .     1  \jr\ r— : — ttt-. 

;r»  =  ^ iST"^  (^^»  0  +  -l^l-f**  «n  0"), 

TkcU  V.  3 


/ 
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und  folglich  nach  dem  Obig£ti 

AC       _\_ 

also,  wie  sich  lueraus,lficbt  ergiebU 

■■■■'•■  .■■.'■•  .  ■'  .;.        -^ 

DaLer  ist  ^,  wieder  eine  consfante  von  a  unnVl^äDgige  Grösse.    ' 
Da  die  constanten  Wertlie  von  ^|'  in   den  beiden  vorher  be- 
trachteten Fällen. einander  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  der  folgende 
Satz:  ^      ^  - 

Wenn  ^  und  6^  zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  man,, 
unter  der  Vorauss^lziing,  dass  der  absolute  Werth  (/») 
von  fi  grösser  als  die  Einheilt  ist,  aus  dem  Mittelpunkte 
C  mit  dem  Halbmesser  (/^)  >v^CeiDen-Kreis  beschrieben 
hat;  so  gehen  alle  nach  dem  Punkte  ^  Convergirende 
Strahlen,  welche  auf  derselben  Seite  des  durch  ^  ft«f 
^  C  e  rrichteten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittel- 
punkt..^ lie^ty  auf  iden  Kreis  fallen^  naehciem 'diese 
Strahlen  an  demselben  eine  Brechung  erlitten  haben, 
nöthigenfals  gehörig  verlängert,  —  und  alle  nach  deik- 
Punkte  j^  convergirende  Strahlen^.^welch.e  nicht  auf  der- 
selben S'^ite  des  ddroh^  aöf^C  er,|'i;chtetetf  Peefiendi- 
kels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  C  liegt,  auf  den  Kreis 
fallen,  nachdem  diese  Strahlen  aB.de«ts0(lJ^eft  ein^Zuridkt; 
werfung  erlitten  haben,  nötbigenfalls  gehörig  verlän- 
gert, —  durch  einen  und  denselben  Punkt  der  durch  ji 
und  C  gehenden  geraden  Lini'e,  welcher  immer  von  A  an 
nicht  nach  C  hin  liefft*)^  und  dessen  Entfernung  von  jf 
durch  das  Product  (^*  —  1)  .  ^C=(ji*— 1)  (/»H- 1)  .  i^C  fte-»- 
stimmt  wird. 

III.    Dass  in  denl  JfAlh  {fi}t=z\,  welche^  T^T  Fig. 2.c.  ent. 
spricht,alle  nach  dem  Puhkt^  ^  convergirende  Strahlen^  welche  an^ 
den  Kreis  fallen  und  hn  demtfelbeb  eine  Bfechüng  erleiden,  nadb  der* 
Brechung  wieder  sälnmflich  durch  den  ^nnkt'^^eheiij  fallt]  auf  d^^ 
Stelle  in  die  Augen  iind  bedarf  kettter  weitern  BrtSuterüng!   .    . 


§.  11. 

Indem  wir  jetzt  zuvörderst  Wi^d'eV  Wj  beliebig  annehmefiV  wöl-*' 
en  wir  einen  von  dem  Punkte  (p^)  aijsg^^henden  $ftrahl  bedachten, , 
welcher  der  Axe  der  a?  parallel  Ist.  -^  ^.    «      '    ,     • '  * ' 

In  diesem  Falle  ist  offenbar 

sin  a  =^  0,  cos  a  =  ±  1 

.  '     ;  .    .,   .^..  .   ■         ... 

und  folglich  nach  $.  2.,  well 


)  Da  nämlich  iil  diesem  Falle  (1  '^fjL^)\AC  n^atit  ist. 


9^ 

cot(a  +  ®)^coi  tt  cos  0  —  sin  a  sia  9ss^eos  9, 
sin  (a  +  @)'^  sin  a  «vs  0  +  co8  a  sin  6  =  ±sin  €> 


ist: 


sin  Össf=F*^; 

;*,  =«,  ±Ä,  c«i  ö,  f,  sssf ; 

db  5^jp  =  1  — ^*s  0 (cos  0H- -J-  Wl  — M*  ■'•>  0'), 

=F2ij^=»ln  0(cos  ©H-^l/l-/»»  sin  d»); 

80  tfäfes  ahtf  dnr«li  die  folgcndeii  Forttelo,  !■  denen  die  obe^n  eder 
die  uDtern  Zeichen  sn  nehmen  nnd,  jenaebdem  der  Ton  den  Henkle 
{pq)  auig^ebende  8trabl  von  diesem  Punkte  an  nacb  der  Seite  der 
positiFen  oder  nacb  der  Seite  der  negativen  a  bin  gerichtet  ist, 
die  Lage  des  ausfallenden  Strahls  vollkommen  bestimmt  wird: 

sin  0  =  q=^; 
jp,s:a,  :±:il,  cos'9,  ^,  ±sfr; 

±  52^'  =  l  -  cos  0(cos  e-h-  l/l-M»  sind»)!, 
^^^=nx^  0(cos  e-\--V\-n^  sin  ©»). 

N«cb  f  3.  ist  aliib 

J?  — g,  =F^i  cos  O 


1  — cos  e(cos  en V^l— ^»sin""^ 


4 tzi±. 


sin  8  (cos  8  h V/|  — ^a  siii  e»> 


die  Gleichung  der  durch  den  ausfallenden  Strahl  und  seine  Verlin- 
gerung  über  den  Punkt  ^i7,)  hinaus  dargestellten  geraden  Linie. 
Bezeichnet  nun  /\|  die.erstt^Coordinate  des  üurchschnittspunkts 
dieser  geraden  Linie  mit v der  Ax4  der  4?*-)  so  haben  wir  zur  Be- 
stimmung von  ^,  nacb  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

1  —  COS  8  (cos  B'\ \/\ — ^»  sin  8^ 


sin  8 (cos  8-I-  — l/l— ^a  sin  8») 


3* 
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also  DiNsh  dem  Migen 


l—^os  e(cos  e-#-— l/TTZ 


(^1  —  ^)  (cm  !^  -#-  ~ V^l  —  f««  sin  e«) 

-  JA 

woraus  sieb  obne  Schwierigkeit 

y  — ^,  cos  0 (cos  ÄH — -Vi— ^»  sin  8') 

(*i-~v)(cM  e-f-T^v^i— i»*  siD  e*) 

erffiebt.    Alultiplicirt  »an  aber  den  Zäliler  und  Nekmer  des  Brnclii 
auf  der  rechteji  Seite  des  Gleichbeitszeicbens  mit  ^ 

cos  0  — —  V^l  — A*»  sin  ©*, 
so  erbält  man 

(1  — A)*i  «•»  »—»(CO«  »——Vi—ft*  sw  e«) 

A,-r«,=± ^^ ^- C Ä, 

oder 

(1— — )  (l-*-— )*i  CO«  6— 7(eo8  e— — Vi— /«»sine»)    . 

A.  —  «.  =± ^i !=■ X ; ^ i», 

0-;^)(l  +  -i-)  (*.-») 

Weil  nacb  dem  Obigen 

«in  0  =  =f:*1^,  cos  ©=:1/i— (^i^)» 

ist,  so  näbern  sieb,  wenn  g  sieb  der  Null  näbert,  sin  0  und  cos  0 
respective  den  Gränzen 


A  uud  l/i  -  (A).. 


Bezeiebnen  wir  nun  die  Gränze,  welcber  Ai  sieb  näbert,  durcb  J^,, 
so  ist  nacb  dem  Obigen ,  unter  der  Voraussetzung,  dass  ^,  nicbt 
versehwindet, 


/',-«.  =±Ä,  ^/i  -(^)», 


also 
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F,  —a,±R,  )/l  -  (^)», 


;^^ 


ein  Aindnick^  d«r  jedeniiiHs  detlMilb  Mit  dem  Namen  eines  merk- 
würdigen bezeichnet  zii  werden  verdient,  weil  er  von  /*  ganz  nn- 
'abhänffig  ist. 

Für  ^j  :::=:  0  ist  nach  dem  Obigen 

•in  ©=±3^; 

±~yi  =  l  — cos  0(COS  e-¥--yi-ll>*   Bio   0«), 


und 


^^jJ=:««  0(coi  0  +  -V^l— jt»»  sin  0») 

Ai  — «1== — 1 — — 


oder 


cos  en — V/i— ^»sine» 

Äi  (cos  e—  —l/i  —  ^»  810  e>) 
Ai— »i=± '^^ — r » 

oder  auch 

Ä,  (cos  e  —  -i-  l/i  —  ^»  sin  e») 

Ai— «i=± f i 

(1 -.-)(! -f--) 

Berechnet  man  den  Hülfswinkel  <&  mittelst  ider  Formel 

'sin  itfssii»  sin  0 

■     •  -      •  ■  ' '-.  ■  >  •     . 

und  nimmt  den  absoluten  Wertb  von  ta  nie  grösser  als  90** ,  so  er- 
hält man  leicht 

^>""^*— — sin(ü)  +  ey 
Führt  nan  für  sin  0  und  cos  0  (hre  Werthe  ein,  so  erhält  man 

-f-««»«.  _  i  _  l/i__£!.    /l/i  _  _£l  j.i  l/i_>»*fLv, 
!ilL£i  — L  f\/i_^^il/l_-tt»^.) 


und 


Ai— «i=± 


f^R 


.y^z^yiz;^. 


oder 


,1  —  »1  —  «_  1 4 — — " 


'-k 


oder'  aoch 


I' 


' ""•  =— :: — i.r    K 


./  ftt 


(1 -—)(!-♦.—) 

1  '  - 

Ferner  ergiebt  sieb  in  diißsem  FVille,  wo  ^|=0  ist,  aus  den  abi- 
gen Formeln  sogleich 

1      „Xm    — -  '  *  "^  ^ 

also 

^  1  =  «1  = — ^  Oder  /^ ,  =  a,  zt:  rr:*;;- 


f  12. 

Für  /*,  :^  Ai    **^  '^'J^^  -^i.r".^!  =  Ai  ""  ^»  >  •'^^   "®®^   ^®''' 
^vorhergehenden  Paragraphen,  wenn  i^ir'  wieder  ^,  =0  setzen. 


d.  i. 


_  .          1  **     .  ■     •     ■ 
t          .          ■          .     •  l        .                -               ,1 

i.!!'.-«;:      [Ulf 

1 

-■•  ■■  ■^'  ■  ^    ::.. '  ^.  !••    • .-. 

....      '.  M.  i 

'*='»l^fc+v^=^ 


und  folglich,  wie  sicji  leicht  ergiebt ^  wenn  n9n  i^nf  beiden^  Seiten 
quadrirt:  j    * 


'*'*=l/^fV'i^ 
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also,  wenn  man  wieder  auf  beiden  Seiten  qnadrirt, 

(1  -h  f*)»  =  0,  folglich  /t*  =  —  1. 

Für  f*  =  —  1  werden  aber  die  obigen  Aasdriicke  von  F^  —  a^  und 
^, — a,  beide  =]= -jöp 9  und  man  kann'  also  eigentlich  nicht  sagen, 

dass  die  Gleichung  F^  —  «i  =  Ai'=— «i  oder  JF,  =  Ai  förf*^  — 1 
erfüllt  sei.  Vielmehr  ist  dieselbey  wie  leicht  erhellet>  nur  dann  er- 
füllt, wenn  /t*==0  ist. 


f.  13. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Grössen 

immer  gleiche  Vorzeichen  laben. 

Wenn  nämlich  zuvörderst  /*  positiv  ist,  so  sind  die  Grössen 

offenbar  beide  positiv. 

Wenn  dagegen  fi  negativ  ist,  so  hat  man  die  drei  folgrenden 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.    Wenn  — 1*^^  i^9  s<>  ist  1  +  §a  positiv.    Weil  nun  ferner 

und  fJb*  <<  1  ist,  s?  i<^  effienbar 
grösser  als  der  absolute  Werth  von 

r 

und  folglich 


I    '    -1 


"V^+tA^^ 


positiv. 

2.     Wenn  —  /^  I>  1   ist,    so    ist  1  -|-  fi*  negativ.      Weil  nun 
ferner 


•40 

und  /*'  ^  1  ist,  80  ist  offenbar 

kleiner  als  der  absolute  Werth  von 

und  folglich 

negativ. 

3.    Für  — fb:=pl  verschwinden  dje  Grössen.    . 

beide,, und  können  daher  auch  in  diesem  Falle  als  einerlei  Forzei- 
chen habend  betrachtet  werden. 

Uan  sieht  also,,  dass^  die  Grössen 

1 M- 1»  nnd>)/l-£-,  +  |/l-M«^, 

immer  gleiche  Vorzeichen   haben,   woraus  sich  ferner  unmittelbar 
ergiebt,  dass  auch  die  Grössen 

zfc^nDdi— ^^^ 1^ 


"V^.^v^^: 


' .  j 


d.  i.  in  §.  11.  für  ^1  =0  die  Grössen  F^-^a^  und  Ai  —  «i>  im- 
mer gleiche  Vorzeichen  haben. 

♦.  14. 

Wenn  wir  der  Kürze  wegen 

1 


r= 


setzen^  so  ist  für  6^7=^0  nach  f.  11. 
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Um  nun  zu  mttennehen,  unter  welchen  BediDnB|;en9  wenn 
7  nli  gegeben  oder  conitant,  dagegen  ü^  alt  Teränderlieh  betrack- 
tet  wird»  der  absolute  Werth  der  Infferenz 

£^=(F,-i»J-(A.-«.)=i^i-Ai 

ein  Hininrani  oder  ein  Mazininm  wird,  mfliien  wir  Tor  allen  Din« 
gen  den  erstien  Differeiltialqaotieoten  von  £/*  in  Beiug  anf  JC|  ab 
Teränderlicbe  Grösse  entwickeln.    Weil  aber 

ist,  so  kommt  es  bloss  auf  die  Botwickelung  des  ersten  DIlFeren- 
tialquotienten  voo  1/ in  Bexug  auf/t,  als  veränderliche  Grösse  an. 
Nach  dem  Obigen  ist 

und  folglich 

4 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet,  . 


/«V 


und  folglich 


*.-)/. -£-..|/.-..f." 


oder,  wenn  der  Kiirae  wegen 


5^  =  ** 


gesetzt  wird: 


i'Ä."      Ä,V^1-«».I/1-- 


•«»• 


/M*S 


Also  ist  nach  dem  Obigen 
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J.JL  i£__j_i .  1     '     .. 

Um'^ntts  4i^  3ediiiguD^eii  anfkiifindeD,,  iinter  d^ii«ii  4fMr  aJbfolate 
Werttit  fon  I?  eiQ  Miniipiiini  oaer  ein  NaxiflHUii  wird»  ,«iiMMi  «ai 
bekanntlich  .    ..,i 

d.  i,  mich  dem  Obigen 


rdü 


setzen,  eine  Gleichnwgi  welche  för 


} 


r=Onnd^=0 

* 

erfüllt  ist.  Da  aber  die  Gleichung  ./7=  0,  wie.  ans  f.  12.  erbellet, 
zu  fji  =  —  1  führt,  in  welchem  Falle  die  Grössen  J^i  und  ^|  beide 
unendlich  werden,  so  bleibt  bloss  die  Gleichung 

dR,  —  "' 
d.  i.  die  Gleichung 

_1 1 


=  0. 


Multiplicirt  man  auf  heiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  -i    *" 

(1  ^ /i*) (/t\/l— »«H- l/l— A*»*») .  V/l— *»  . i/1— A*'*% 
so  wird  dieselbe 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,   nach  eini^n 
leichten  Reductionen: 

==  2  ( 1 + /lA«»  )>  i/r=ri» .  v/r=nM:»j^. 

Quadrirt  man  nun  wieder  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,   so 
erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  die  Gleichung 
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^»(1  ^-  ftyx*  =4(1  —  »*)  (1  -♦-  ^»»)  (l  —  /»»a») 
oder  ■  .♦     '  .".'    '  "•*• 

^»(H-M)*«*  — 4(1  -  «»)  a +  ^»)  (1 -M*«»)=S!«, 
oder  ■  \\ 

+  4(1 -/»^- /»»)»»  /—   ' 

V,,  —4 


(Hlvr  «ueV,'  iHMferb  1  •— '/*  mckt  vembitniideti 


■'  I         •  v     ...'     >    » ».   . 


•       T  '  ■ 


(H»(l-iU)»* 

Setzt  mao,  um  aus  dieser  GUichu^g  das  «weite  €Ked  wegzo- 
schafifeoy 

80  erhält  g^  tttr  BeaMuMBnog^HTon  'die  GfeifchBig    -^    - 

»•  /.»(Irr/«)*  (—0 

_  «    *(1  -  10ti-t-/i')  (t ~/uH-/«»)'  -f. 27M1  -ju)*  (  ~  * 
.."■'  A''(l-«)'  J 

Es  ist  nmi  nocL  notblp,  den  'Eweiien  biihreotiaiquoiienten  von  U^ 
in  Bezug  auf  ü,  als  veränderliche  Grösse  zu  entwickeln.  Weil 
aber 


'■    •       '■•t^=^'^:    '  ■'■    '^ 


also 


• 
ist,  und 


dR,*  ~^^dR^^'^^dR/ 


y    ti! 


diCi 


'    i 


gesetzt  worden  ist,  so  brfijacbt  man  Mbss 

■  .  .    d^U 

dR^^ 

zu  entwid£f[ln.    Nacb  d^m  vOb^gen ;  ist  * 


'     rJ  .     •      i''^i;••    •   .        :..« 


^»    .     , 
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du'        .      /    1  ^      'n  dF\ 


and  folglich  ' 


d^ü ^dF   .    -.  rf«r. 

aR7 »"W^5g;-t-Ä»jgjprJ, 


80  dais  ei  alio,  da ' 

dRl 
aus  dem  Obigen  bekannt  iit,  Uom  noch  anf  die  Eatwiekelang  to» 

d*r 


•4  •  ■ 


ankommt.  ^Weil  nun  nacb  dem  Obigen 
ifft,  lo  iit,  wie  man  faierani  leicht  findet, 

also 

d*F  _ 
dS?  "* 

oder 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

80  ist  ' 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicLt  findet, 
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Weil  nan  nach  dem  Obigeii 
ist,  80  ist 

I 

Da  aber  bekanntlich 


«    I  ■ 


und 

dR^*  ~^dR^* 

ist,  80  wird  man  bei  der  Bereebnoag  dea  iweiten  iKffBrentialquo« 
tienten  von  ü^  sieb  am  besten  an  die  folgenden  Formeln  kalten: 

1 
und 

d*.ü*_ 


f.  15. 

Wenn,  indea  X  eine  gegebene  Zahl  beseicbne^ 

sein  soll,  so  haben  wir  nach  «dem  Obigen  die  Gleickttiig 

wo  «  seine  bekannte  Bedentung  ki^t,  also,  wie  man  leicht  findet, 
wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  Wird, 


I 

Quadrirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  dfebef^ltiehuiigf,'  tför  ^r^elr 

2/t*l/rZlJ*  .1/1— /i**i«  =  k^  —  /!*»  —  i  +  V«' . 

und  folglich,  wenn,  man  jetzt  .wieder  auf  beiden  Seiten  quadrirt 
nacb  einigen  ieichten  l|edncti(»nen : : 


.    •  o  V 


oder 


oder  aucb 


*    "^^ V^Ji ~' 

ff 

*  ",•'•■ 


Hat  man  mittelst  dieser  Formel  %^  gefunden,  so  ergiebt  sich  aucb 
^*  mittelst  der  Forniel 


—  ..  .-   .   .  f    - ' 


Wir  wollen  niui.  i^ocb  die  wichtigsten  der  im, Obigen  gefunde- 
nen Fornieln  in  R^ibett  etitwiekeln;  und  werden  d#i!^i  cue  Bino- 
mialcoefficienten  f&r'tlen  Exponenten  m  wie  gewötinlicb  durch 


-,,  «i,,  «I,,  «14,  ^,,  .... 

bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt^  wollen  wir  nun  zuerst 

Sin  0  =  -^5 —  sm  a 
setzen.    Dann  ist 


I  ■ '  i 


sin(a  +  @)  =  sin  a  cos  @  +  co8  a  sin  & 

=  sin  al/ 1^—811»  0?-fn  cos  «  »in  0' 

=s=«n  a}  1  «f-  ^'^  J"  '    cot  a-*-($)^M  0* 

-♦-a)a  sin  0* 

4-(i),  sin  0» 


und  folglich 


I 


Ferner  ist,  Wenn  wir  im  Folgenden  der  KüB^e  w^gen 

oder 

i2  =;  1/ 1  —  sip  @»  +  —  V 1  —  A*»  sin  0» 

■!••*...    ,  .    ...  .  -  ■    :    ^'         •  ."   :^  ■'  .    • 

setzen,  wie  man  leicht  findet: 


•  t? 


■I  1»  j 


t 


=  H-~U).O+/*)"''0' 

4- (i),  (1  + /*•)  sin  @* 
-(i).(L+/*»)  «in  0« 


{■- 


Also  ist 


Q 


sin(a-|- O)  -V    .,         l\/i    .   »i~A 


^- -  (H- 7)(*  -»^ Ter  *'"?■  ?^ 


sin  a  ^  ju'-  Äi  .5^-'  !.;f       .  u 


>  ^ 


'     .  }  sin  0» 


,    .;•■>■ 


:  I  --    1 


(4).  (1  +/*•)  (1  +  ^  «»•  «) 

(4).  (4).  (»,+  /»)-  l"n0 

(4)i  d-tv/i»)  a;-n?ij^  :«Mi'4) 


»  ^" 


Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  ist: 
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(4)»  (1 4-  f»*^')  (1  -I-  ^^  CM  a) 
+  U).(+V-i(l+f«*^») 

( —  1)"  <  >  un  ©*». 

'  n.  B.  w.  ' 

+  (i)-iö).(H-f»)    ' 
+  (+)»(H-^) 

Nach  einem  sehr  bekannten  Satze  von  den  Binomlcoefficienten  ist 
aber,  wie  man  leicht  finden  wird,  für  it^l: 

(i)n-4-tt)i  aW+(i).  (4)i.-a  +  ....  +  a)»-l  (i)i  +(i)n  =  0, 

und  das  obige  allgemeine  Glied  lässt  sich  also  fiir  i»  ^  1 ,  wenn 
man  unter  dieser  Voraussetzung  der  Kürze  wegen 

«-  =  ^l(4)»+(4)-iU)./»» 

+  (4)-»  (4),/»* 

n.  8.  w. 

+  (4).  (4)-i/»*^ 
-H(4)«M»" 

setzt,  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen: 

(-l)»|«»+(4)»(H->*^')^!r^  cos  a\  sin  ©»«. 
Setzt  man  nun  noch  der  KBrze  wegen 

«.  =  C4).(H-/»)(l  +  i-), 

80  erhält  maii  nach  dem  Obigen  für 

^8in(g-^-e) 

9  sin  a 

folgenden  Ausdruck: 

psin(tt-|»0) 
sin  a 

=  (1  + 1)  (1  + ^  cos  a) 

-  t«.  +(4).  (1+/»)^^  cos  «i  sin  0« 
+  j«.  +  (4)ta  +  /»')^^  coi  a\  sin  ©• 

—  |ft. +(4).  (!+/»•) ^^  cos  aj  sin  0* 
+  {»«  +  (4)4  (1  +/*')  ^^  cos  aj  sin  ©• 
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uod  folglich  nach  §.  3. 

«1— Ai 


{»I  +(i).  0  +  /»)  ^^^  cos  a\  siD  ©» 
|ft.+(T).(l-i-/*')^^  CO«  a|  sin  0« 
l«.  +  (i).(l+/»')^^  cos  a|  sin  ®' 
{i^4-*-(i)«(l-+-/*')^^^  COS  ai' sin  ©• 


od«r 


«1— Ai 

=i-(n-^)a+^co««) 

+  1« .  +  (i).  (1  +  /*)  ^^g]^  COS  aj  (^^)»  sin  a» 
-|«,  +  aUa+/>»')^^  cos  «}(^^)*  sfn  «* 
+  {«.  +  (i).  (1  +  /*') ^7^  cos  a\  {^^r  sin  «* 
-{ft4  +  (4)«(l  +  /*')^^  cos  «}(^^)'  sin  «• 

'  m  ' 

Weil  DUB  aber 

cos  a  ==  db  V^l  —  siQ  a' 

=  =*rlqF(i),  sin  a»       - 
±(|)a  sin  a* 


ist,  so  ist,  wie  man  leicbt  findet: 

'  =i_(iVi-)(i-«-^) 

Thdllr.  4 


so 

(4).(l+^) 


=t:K,-^j— 


a),(i+^) 


,«!  — Av, 


_«.-A 


H-(i).(l-t-/*')(^^)' 


Ueber  die  durch 


*^19    ««'S)    *^B>    **4>    **S9    •••• 


■in  a^ 


+ a).  (!+/»•  )(^)* 

(4).(H-^) 

+  a).(j),(i-i-/»')(^^)* 


sin  a». 


bezdicbdeten  Grössen  wollen  wir  noch  bemerken,   dass,  wie  mi 
durch  leichte  Rechnung*  findet: 
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«. 


_       (l"iU»)»(I-H/u») 


.       I»    _       {l-i^J)l(»±^ilHh5^ 
^♦  — ""  128^  ' 

ist,  und  man  wird  leicbt  äbnlicbe  Ausdrücke  aiich  fqr  die  folgenden 
Coefficienten  finden  können. 

Für  jii==l  ist  Sti  ==2,  und,  Wie  -leicht  aus  dem  angeführten 
Satze  von  den  Binomialcoefficieniten  gtescblossen  wird, 

also  für  /i*=l  nach  dem  Obigen: 

«1— A 


«^-r-Ai 


=  l-2(l±^i^) 


(l  ±  -Tj;^)»  MB  «• 


2=^ia),+u).(4).( 

+  (4) 


-t-(i).tt) 

=F2^^t(4)«-l-(i).(i) 

•4- {*).(*) 


sina' 


lina^ 


( 


"t—^y 


sina* 


oder  auch 


4* 


m 


•"i 


«•<    . 


lIs.     ««^ 


^ 
^ 


K 
> 


63 

8ip(a«t»  ^) 
sin  a 


gefoDdenen  Reihe  leicht: 


sin  a      "^  """     ifi 


q=(i).^|l=fc(2i^).).iB«- 


und  hieraus  mit  Hülfe  des  schon  mehrmals  angewandten  Saties  von 
den  Binomialcoefficieiiten 

sin  (a -4-0)  .    y-  .r%v 

— \  T^       cos  a  =:  sin  (a  -H  9)  cot  a       , 
sm  Ä  ^  ' 

=F(i).(l±2i^)»8ii.«» 

±{(4).  +  (i).tt).  (^^)*  +  tt).  (^^)*1  "»  «* 
=F}(^).-H4).(i).(2S^)'-Hi).(*).(^)*-H4).(T^)M«i«»«* 


Weil  nun  nach  §.  4.  bekanntlich 

/ii=s^  +  iti  sin(a  +  0)  cot  a, 
7i=:iti  sin(a  +  0) 

oder 

y  jk"     =  sin  (a  -h  ö)  cot  a, 

^  =  sin(a  +  0)  ; 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


(i±^) 


=p(i).(l±2^»8in«« 


und 


■  •  * 

±(.K^-^iid=(^risii«. 


Weil  nach  §.  5. 


ist,  so  braucht  man  die  oben  für 

«1  —AJ 


gefundene  Reibe  aur  mit  (/i)  sin  «  su  mallipliciren ,  um  auf  der 
Stelle  eine  nacb  den  ungeraden  Potenzen  ¥on  sin  a  fortscbreitende 
Reibe  für  sin  a^  zu  erbalten.  Die  Re!be;fitr  coi  a,.  mag,  als  we- 
niger wicbtiff,  und  weil  ibre  Entwickelung  nicbt  obne  einige  Weit- 
läufigkeit möglich  ist,  der  Kürze  wegen  fnr  jetzt  bier  übergangen 
werden. 


*.  17. 

Wir  wollen  nun  noch  den  Fall  besonders  betrachten,  webn  der 
einfallende  Strahl  der  Axe  der  jc  parallel  Ist.  In  diesem  Falle  ist, 
wenn  wir  die  in  §.  11.  eingeführten  Bezeichnungen  beibehalten, 
und  immer  ^|  z=Ö  setzen: 
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8ID    0S=±-]^ 


nod 

Ä,(cos  e-^  — »/i— ^«  sin  e») 


Ai— «1==*= 


1-^ 


i^' 


wo  die  obei'n  oder  uotern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdem  der 
einfallende  Strahl  von  seinem  Ausganffspunkte  an  nach  der  Seite 
der  positiven  or,  oder  nach  der  Seite  der  negativen  jc  hin  gerich- 
tet ist  ^ 

Entwickeln  wir  nun,  indem  wir  cos  @=:V^1  —  sin  0*,  setzen, 
den  Z&hler  des  vorstehenden  Bruchs  n^ch  den  Potenzen  Ton  sin  &, 
so  erhalten  wir: 

A.  =  «.  =F  r^T?  Ä.  1 1  -  i-  -  (i);  a  -»  sin  0* 

+  (i),(l-/*')«''0* 

-(*).(!-/»•)  Bin  «• 
•4-(i)4(l-/*')«>»®' 

— i 

Öder 

-  •  V  • 

A.  =«.  =F r^^  Ä. 1 1  - i- -  (i).  (1 -/*)(]?;)»    \ 


-U).(i-i*')(i^)'[' 
+(i)«(l-/«»')(jf/ 


Ferner  ist  nach  §,11.  ' 

=F-^  =  sin  0(cos  0  "H  ~  J/ 1  — /i*»  sin  0»), 
und  folglich,  wie,  man  leicht  findet: 

ip  sin  a,  =(/»)|(l  +  ^)  sin  0-(i).  (1  +  /*)  ««•  ®' 


U).  (!+/»•)  sin  0« 

-(0.(1-H/*')  sin0' 
4-  (i)«  (1  +  /*')  8"  0* 


/  » 
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oder 

sin  «.  =  - (/»)  1(1  -1- i.)^-- (I).  (1  +  ^)(j2.)» 

+  (i).a  +  M')(jf;)' 
-(i).(H-M')(3|-)' 

(i)«(H-/»'X^)' 


Endßcb  ist  nach  §.  11. 

z4=  5^*  =  1  —  cos  «(cos  0-4-^1/1— /^r  sin©»), 

und  folglich^  wie  maB  mit  Hülfe  des  schon  mehrfach  angewandt« 
Satzes  Ton  den  Binomialcoefficienten  leicht  findet: 

db  cos  «.  =  —  ^*--  I   1 

-(*).a^^)*«B0' 

•   -I-  1(4).  •+-  (4) .  (4)  .M'  -H  (4),/**  I  «n  ®* 

-  i(i).  -f-  a).{i).M' + (i).(i)./** + (4)./** }  «•«  ö' 

-«-  l(i).-Hi).a).M*-H(4),(4),/**H-(i).(i).M*-H4)*/»*  I«"«' 


ader 


•      •      •      • 

i    1 

CO9 

«1  = 

•    •    •    • 

« 
< 

p 

-(i). 

(I+WMäV* 

- 

-H  {(4): 

,  -t-  (4).  (4)./»' 

M-(4),M*t(i;)* 

-  1(4). 

4-  (4).  (4)./** 

H-  (4).  (4)./»*  + 

(4)./»' 

i^i^)- 

^i"    •    •    • 

•    •    •    •' 

oder  auch,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet: 
•  cos  a, = 


-4(l+A»)M]|;)' 
-4a-i«T(i|;)* 

— r^d -/>»')' (1  +  M')(i;)* 

-  t4t(1  - /^T  (5  +  6/*' +  5/*')  (i;)' 


57 

f  18. 
Id  §.  16.  haben  wir 

«1— Ai 

in  eine  nach  den  geraden  Potenzen  von  sin  a  fortschreitende  Reihe 
entwickelt.    Um  nun  aber  a\ich 

in  eine  solche  Reihe  zu  entwickeln,  miisste  man  auf  folgende  Art 
verfahren.    Man  sefze 

*  ^ .    =  -^  -H  ^sin  a*  +  Cbin  a*  -j-  Z^sin  a*  +  . . , , , 

«1— A, 

wo  die  Coefficienten  A^B^C^D^ aus  §.  16.  bekannt  sind,  und 

2i^=4iz=a  +  »8in  a»  +  S8in  a*  +  ©sin  o*4-.... 

Weil  nun 

Ol— A     tfi— Ai  __| 
«I  — Ai  '  «i  — A 

ist,  so  erhält  man  durch  Multiplication  der  beiden  obigen  Reihen  in 
'einander  die  Gleichung 

+  M93  +  ^a)  sin  a> 

+  (^S  +  ^+ ^  sin  a* 

-H  (ui© -h  ^£  +  C»  + />«)  sina« 


aus  welcher  sich  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  lli  9)  Ci  Z)}  •*.. 
die  Gleichungen 

^a=ii, 

u.  8,  w. 

ergeben,  deren  Gesetz  klar  vor  Augen  liegt.  Diese  kurze  Andeu- 
tung über  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  mag  für  jetzt  genü- 
gen, um  diese  Abhandlung,  welche  vorzüglich  nur  die  Grundlagen 
für  andere  spätere  Untersuchungen  enthalten  soll»  nicht  zu  sehr 
ansB*tadehnen. 
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n. 

>  I 

Lehrsätze  und  Formeln  aus  der  analyttsdifli 

Geometrie  und  mathiematischen  Geographie^ 

welche  in  der  practischen  Geometrie 

zur  Anwendung  kommen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Gerling 

zu  Marburg. 


,  Zum  Behuf  meiner  Triangulirungs- Arbeiten  habe  ich  sebon  ?«f 
mehr  als  zwanzig  Jahren  die  nöthigen  Lehrsätze  and  Formeln  air 
in  möglichst  elementarer  und  anschaulicher  Weise  selbsts tön digf* ent- 
wickelt. *  Dieses  hat  mir  gute  Dienste  geleistet,  und  habe  ich  auek 
dabei  gelegentlich  Eins  und  das  Andere  aufgefunden,- was,  meiBCi 
Wissens,  wenigstens  nicht  so  allgemein  belcannt  ist,  als  für  die 
Anwendung  Tielleicht  zu  wünschen  wäre.  Ich  stelle  also  neiae 
Ableitungen  hier  zum  Gebrauch  der  Practiker  susammen  ao^' 
gebe  ihnen  dadurch  zugleich  YoUständige  Auskunft  über  das  Ver- 
fahren, welches  in  dieser  Beziehung  von  mir  beobachtet  wurde,  ii 
meinem  Buche  über  die  Triangulirung  aber  (Beiträge  üur  Ge9' 
graphie  von  Kurhessen.  1838^  namentlich  §.  51.  54.  96,  nur  kun 
angedeutet  werden  konnte. 


Den  elliptischen'Erd-Meridian  betreffend. 

i  1. 

•Bezeichnen  wir  die  halbe  grosse  Axe  der  BIlipse  mit  nr,  die 
halbe  kleine  Axe  mit  ^,  so  haben  wir  bekanntlich  die  Gleichung 
der  Ellipse  für  rechtwinkliche  aus  dem  Mittelpunkt  den  Axen  paral- 
lel gezählte  Coordinaten 

Diese  Form  der  Gleichung  ist  aber  für  die  Rechnungen,  die  sich 
auf  den  Erdmeridian  beziehen,  nicht  die  bequemste.  Wir  haben 
hiebei  nämlich  immer  zuerst  nach  der  Pol  höhe  (unverbesaerten 
geographischen  Breite)  des  Orts  zu  fragen,  für  welchen  es  etwas 
zu  rechnen  giebt.  Diese  Polhöhe  ist  bekanntlich  der  Winkel,  den 
die  Verticale   des  Orts    mit  der  Kbene  des  Aequators  macht,    der 
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soDit  auch  wohl  'SabaoriMileii- Wrakel  gfenMiiit  wird.  —  SodaoD  aber 
brauchen  wir  uns  wührend  unwrer  meisteD  Recfanuag^B  am  jd** 
wirkliche  LängeDmaass  von  a  (dem  Halbmesser  des  Aequatora^ 
und  b  (dem  Halbmesser  des  Pols  oder  der  halben  Rotations -Aze) 
gar  dicht  zu  bekümmern,  wenn  wir  nur  von  Anfang  die  Gestalt 
der  Ellipse  kennen ,  und  zuletzt .  die  richtige  Maass  -  Einheit  ein- 
fuhren. 

Wir  werden  also  uns  die  Rechnungen  erleichtern,  wenn  wir 
gleich  von  Anfang  in  der€HeicboHg  der  Ellipse  sowohl  a  zum  Maass 
aller  Längen  nehmen,  als  auch  die  rechtwinklichen  Coordinaten 
selbst^  und  alles,  was  damit  zusammenhängt,  als  Functionen  des 
Sttbnormalen- Kinkels  oder  der  Polböhe  dfes  Orts  ansdriicken,  die 
wir  mft  N  bezeichnen  wollen^ 


§.2. 

Die  Gestalt   des   ellipti«cben  Erdmeridians   ist   nun   durch  die 
Abplattung  c  gegeben,  wofür  wir  die  Formel  haben 

Wir  gebrauchen  aber  in  den .  practlscben  Rechnungen  gewöhnlich 
die  in  abstracter  Zahl  ausgedruckte  Excentricilät  e  der  Ellipse, 
die  wir  durch  die  Formel 

IbereehBen. 

Die  Vergleicbung  von  (2)  und*(3)  giebt 

also 

(4)    ?»=(2-c)«. 

Dieser  Formel  bedienen  wir  uns  schon  mit  Nutzen  zu  Uebers'  hlä- 

g^n.    Denn  da  wir  wissen»  dass  c  nach  dem  Zeugniss  aller  Grad- 

1 
messungen  nur  sehr  wenig  von  rrr  abweicht;  so  haben  wir 
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Wenn  uns  also  Reibenentwickehingen  vorkommen,  die  nach  Poten- 
zen von  e^  fortschreiten,  so  können  wir  nach  dem  jedesmaligen 
Zwecke  hiedurch  leicht  heurtheilen,  wie  yiel  Glieder  davon  wir 
mitzunehmen  haben. 
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Beschliessen  wir  nun  für  das  Folgende  a  zur  Maass- Einheit 
aller  Längen  so  wählen,  so  hahen  wir  sn  setzen . 

(«)    «=1 

(7)    d=:(l--e')i 

und  somit  wird  unsere  Formel  (1)  in 

(8)y»  =  (l-«»)(l-ar») 

sich  Terwandeln. 

ft.  3. 

Um  nun  weiter  die  Coordinaten  als  Functionen  der  Polhöbe 
(des  Subnormalen- Winkels)  JV  anszudrücken^  erinnern  wir  uns,'  dass 
ganz  allgemein  vermöge  des  sogenannten  cbaracteristischen  Piffe- 
rential -Dreiecks  ist; 

also  entweder 

tangr  iV=-|-^  oder  tang  il^=  — g^. 

In  unserm  besondern  Fall  werden  wir  für  tano'  N  den  letzten  die- 
ser Ausdrücke  zu  wäblen  haben,  weil  die  Polböhen  und  mit  ihnen 
die  elliptiscben  Meridian -Bögen  immer  im  ersten  Quadranten  blei- 
beq  und  vom  Aequator  gegen  den  Pol  hin  wachsen,,  somit  also^  die 
dsc  und  ^  nothwendig  verschiedene  Zeichen  haben. 

Differentiiren  wir  nun  die  Gleichung  (8),  so  kommt  ui|s  zu- 
nächst 

%ydy  =  —  2(1  —  e^)afda:, 

d.  b. 

dx y 

Erheben  wir  ins  Quadrat  und  setzen  für  y^  seinen  Werth  aus  (8), 
so  wird 

(9)    *amgN*=j^^^. 

Gehen  wir  von  der. Tangente  auf  die  Secaote  und  von  dieser  auf 
den  Cosinus  über,  so  kommt  uns 

(10)    co,N-=.^\=^ 

und  endlich  durch  Multiplication  von  (9)  und  (10)  , 
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Drücken  wir  nun  o;'  durch  die  Formel  (11)  «us,  so  koaat  uns 


also  endlich 


(12)   ^*  =  iUFTST!?^' 


(13)     or—  ^j_^,  ^^^jj. 


Setzen  wir  den  Werth  von  a:*  ans  (12)  in  die  Formel  (8),  so  er- 
halten  wir 

nA\     „>_  (1-^")(1-^'  smN^-eoMJV^) 
also  susammengenommen  und  ausgezogen 

Der  für  jp  und  y  gemeinschaftliche  Factor  ..  _  .    .    ^^w  ist, 

wie  weiter  unten  erhellen  wird,  von  grosser  practischer  Wichtig- 
keit. Er  bietet  aher^  auch  ein  geometrisches  Interesse  dar.  Denn 
ist  FIff.  t.  Ij  der  Punkt  des  Meridians,  für  welchen  die  Rechnung 
zu  führen  ist,  und  Xj9  in  seiner  Verticale,  so  ist  nach  unsern  bis- 
herigen Festsetzungen  CP:=zaFy  also  aus  (13) 

=  JLO, 


(1  —  e»  sin  iV»)* 


d.  h.  gleich  dem  Theil  der  Verticale,  welcher  zwischen  dem  in  Rech- 
nung zu  nehmenden  Ort  und  der  Rotations  -  Axe  des  elliptischen 
Sphäroids  Hegt.  Ich  habe  für  diese  Linie  den  Namen  Co  nor- 
male vorgeschlagen  und  werde  auch  hier  den  Buchstaben  ^  zu 
ihrer  kurzen  Bezeichnung  gebrauchen. 


§.  4. 

Mit  Hülfe  der  Conormale  Jh  lassen  sich  nun  die  sämmtiichen 
Linien,  die  in  dem  elliptischen  Meridiane  zur  Berechnung  kommen 
können,  leicht  und  in  bequemen  Ausdrücken  als  Functionen  der 
Polhöhe  darstellen.     Wir  haben  nämlich  Flfr*  t. 

^  '        (1  —  e*  sin  iV')* 

t    a:  {=z  CP)  =^  Jh  cos  N 
»    y(=LJP)=i{\^€*)k  sin  A 

4  NORMALE  (  =  LJN)  =  (1  —  e*)k 

*  SUBNORMALE  (=:  NP)  =  (1  —  e*)k  ^OS  N 

•  SüBTANGENTE  (=  PT)  =  (1  —  e^)k  sin  N .  Ü9ng  N 
9  TANGENTE  (=  Z  T)  =  (1  —  e*)A:  fang  A 


i2 

■  .  •    Ch^s^e^k  cm  N 

■  .  •     CO:=e*k  Mim  \ 

■  .!•    0.\=e*k. 

VMtn  HO  leieht  ^r^eb«n  sich  nin  zwei  andere  Groasea,  wckk 
«ao  mitonter  gebraucht,  die  EotfernoDflr  CL{=^  R)  des  (hti  tm 
Mittelponkt  der  Krde  (der  aegenanite  locale  Erd-lUdiaa)  and  4« 
lVink#!l  CLA{^=i>),  den  dieie  I.ioie  mit  der  Vertiesle  aacht  (die 
nogenanate  Verbetierinpr  der  Polhöhe),  welcher  Wiak«!  aaf  » 
iierer  Krde  bekanntlich  höchstem  12'  beträgt  und  tod  der  PolhAi 
ah/uxiehen  ist,  am  die  sogenannte  verbesserte  Breite  ACL 
-r=  IS/  -  -  f/  XU  haben. 

Henken  wir  uns  nämlich  yon  C  auf  die  Conomale  ein  Per- 
pendikel gefällt,  so  ist 

(16)    n  Min  v=.CN  Min  Nz=\e^k  Min  IN 
(I7j    n  COM  v  =  LO—  CO  Min  N=^. 

Hieraus  ergieht  sieh  nun  leicht  durch  Division 

n .  ii    taug  V  =  l^'X?'  Min  2J¥ 


k  cos  V 


Diese  leiste  Formel  zeigt  auch  eine  elegante  georaetrisck 
Kigensrhaft  der  Kllipse  an,  womit  wir  uns  hier  aber  nicht  aofbsl- 
ten.  Irh  habe  sie  mifgethcilt  in  meinem  Programm  de  paraiim» 
rinfhniM  IN^H),  wo  auch  liic  obigen  Formelo,  meines  WiaaeU) 
suorst  bekannt  gemacht  wurden. 


§.5. 

Hin  Forniehi  des  vorigen  Paragraphen  zeigen,  dass  es  bei  alles 
Rrohnungen,  die  sich  auf  das  Krd-Sphäroid  beziehen,  am  vortheil- 
hnllesleu  nein  wird,  aus  dem  zum  Grunde  zu  legenden  c,  erst  nadi 
(I)  das  r*  scharf  zu  berechnen,  und  sodann  nach  n.f  nir  die  Ge- 
gend, \v«iriii  man  zu  thun  hat,  eine  Hülfstafel  zu  constrnirei, 
aus  welcher  man  für  das  Argument  X  das  jedesmalige  /r  abliest. 
Ilieniu«  fditfl  dann  alles  Weitere  nach  obigen  Formeln  leicht,  nnd 
kann  erforth'rlichi^ii  Fall«  iiuch  in  Tafeln  gebracht  werden. 

Ivb  habe  aweimal  eine  solche  Hülfstafel  berechnet.  Zuerst  1823 
t\lr  die  llit/^n*X*!«che  Abphitlung  (Hfiträge  u.  s.  w.  S.  84  und  198) 
und  Kodaiui  lS*Ut  für  die  (ersie)  Sckmidf%cht  Abplattung  {pggrni" 
in.rh  r/i9fsx  vergl.  SvA^fmmcAer  ^Mtr^nrnmiMcÄe  AacAricXtem  X. 
S.  7.K  Hier  will  ich  al^^o  tur  IVactiker,  die  vielleicht  sich  äholiche 
'ralVIii  entwerfen  wolUen,  etwa  nach  der  neuesten  BeMMe/schen  Ah- 

platlung  *' ^^^  *üft  i3J5  (S^^^mmitrAer  a,  a.  0.  XIX.  S.  116.),  noch 

die  Weise  angeben,  wie  ich  dabei  verfahr. 

Man  gebrauche  ia  der  Praxis  geaeiaifitcb  aicbc  d:  selbst,  soa- 


dern  seinen  I^garitbmos,  und  ist  also  anck  die  Tafel  gleich  für 
iog  k  tu  constrairen. 

Erhebe  ich  also  die  Formel  n.i  erst  ins  Quadrat,  so  kommt 

iCr»  =  (1  —  e»  sin  A'»)-i. 

DifFereutiire  ich  dieses  nach  tin  A^,  so  kommt 

kdk  =  (1  —  tf»  »in  N^Y^^  9in  Ndtin  A. 

Dividire  ich  dann  das  untere  durch  das  obere,  so  erhalte  ich 

^^  =  d  log  naf.  k  =  {l  ---e^  sin  A^yie*  sinAdsmA. 

Entwickele  ich  rechts  die  Parenthese  und  multiplicire  mit  e^  sin  A, 
so  ergiebt  sich 

d  log  Hat.  k  =  («»  Bin  A-\-  e*  sin  A*  +  e^  sin  A»  + . .. .)  dsin  Ay 

also  durch  Integration  und  Mnltiplication  mit  dem  Modulus  des 
briggfiscben  Systems  (=  M) 

(18)  log  k  =  Jli{ie^  sin  A*  -H  \e^  sin  A*  -H  i^«  #»ä  A«  +  ...,) . 

Dass  keine  Integrations-Constante  beizufogen  ist,  erhellt  daraus, 
dass  für  A:=: 0  nach  n •  t ,  k=l  werden  muss ,  also  auch  log  k 
=  0. 

Man  kann  also  zur  Eutwerfiing  der  Hiilfstafel  für  log  k  einen 
grossen  Theil  der  Rechnung  mit  5stelligen  Logarithmen  ausführen, 
und  hat  dann,  um  die  Logarithmen  aller  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnten  Grössen  für  den  Halbmesser  des  Aeauators  als  Kiuheit  durch 
leichte  Formeln  zu  erhalten  »^^  ausser  dem  log  e^ ,  den  man  schon 
für  die  Uülfstafel  gebrauchte,  nur  noch  den  log(l — e*)  ein  für 
allemal  zu  berechnen  und  sich  aufzuschreiben.  Zuletzt  ist  dann, 
wenn  man  absolutes  Längenmaass  verlangt,  noch  loga  hinzuzufügen. 

ßessel  (ii.  a.  0.)  gicbt  nach  seiner  so  höchst  verdienstliclien 
definitiven  Berechnung  von  zehn  Gradmessungen 

log  €  =  8,9122052 
logil  —  e^  )i  =  9,9085458 .  202 

a  =  3272077,14  Toisen 
log  a  =  6,5148235 .  337 


Den  Krttnimüngshalbmesser  des  Meridians 

betreffend. 

♦.6.   • 

Bei  Untersuchungen  über  Quantität  und  Qualität  der  Krüm- 
mung einer  ebenen  Curve  pflegt  man  gemeiniglich  denselben  Weg 
einzuschlagen,  den  man  auch  bei  den  meisten  andern  Untersuchung 
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gen  geht;  so  dass  man  also  dx  als  ceDstant  annimmt,  ^d.  h. 
die  o?  als  unabbängige  der  Zeit  proportional  wacbsende  Grössen  be-' 
trachtet),  alle  übrigen  Differentiale  zanächst  mit  da:  vergleicbl, 
und  dadurcb  die  bekannten  Formeln  mit  Hülfe  des  zweiten  Diffe- 

rential'Verbälljiisses  -j-r^  entwickelt. 

Mich  hat  aber  immer  bedünken  wollen,  dass  man  anf  einen 
andern  Wege  in  manchen  practischen  Fällen  bequemer  und  jeden- 
falls übersichtlicher  zum  Ziel  kommt.    Folgendes  ist  dieser  Weg. 

1.  Ich  denke  mir  nämlich  von  Anfang  den  Bogen  #  der  ebe- 
nen Cnrve  als  unabhängige  Veränderliche,  das  heisst  also  mit 
andern  Worten,  ich  denke  mir  die  Curve  als  entstanden  aus  einem 
eingeschriebenen  Poljgonzuge,  der  ursprünglich  über  den  Polygon^ 
selten  lauter  gleiche  Bögen  hatte,  und  nun  durch  fortgesetzte 
Halbirung  dieser  Bögen  in  die  Curve  überging,  worin  also  inneres 
und  äusseres  Polygon  zusammenfallen.  Oder  noch  anders  ausge- 
drückt^ ich  denke  die  Curve  nicht  bloss  als  Polygonzug,  sondern 
als  gleichseitigen  Pblygonzug  von  unendlich  vielen  uneudlicb 
kleinen  Seiten,  deren  jede  den  constanten  Werth  ds  hat. 

%,  Zwei  benachbarte  ds  können  nun  nicht  in  gerader  Linie 
liegen,  weil  sonst  ein  Theil  der  Curve  aus  einer  geraden  Linie 
entsprungen  sein  müsste.  Der  Winkel  aber,  den  sie  mit  einander 
bilden,  muss  nur  um  eine  unendlich  kleine  Differenz  von  zwei 
rechten  Winkeln  verschieden ,  sein ,  weil  sonst  d9  nicht  unendlich 
klein  wäre.  (Oder,  will  ich  noch  hinzusetzen,  weil  sonst  die  Ste- 
tigkeit unterbrochen  wäre,  welcher  Fair  aber  für  gegenwärtigen 
Zweck  ausser  Betrachtung  bleibt.) 

3.  Denke  ich  mir  nun  am  Anfang  und  am  Ende  eines  beliebi- 
gen Elements  jenen  Winkel  mit  seinem  benachbarten  Element  darch 
eine  gerade  Linie  halbirt,  so  erhalte  ich  zwei  benachbarte  Nor- 
malen. Diese  Normalen  kann  ich  mir,  wenn  es  erforderlich  ist, 
auch  senkrecht  auf  andern  Curvenelementen  errichtet  denken, 
indem  ich  die  Mitte  eines  in  Betrachtung  gezogenen  Elements  di 
mit  der  Mitte  des  vorhergehenden  und  folgenden  durch  neue  gleich 
grosse  Elemente  verbunden  denke^  die  also  auch  wieder  mit  "der' 
Curve  zusammenfallen. 

4.  Je  zwei  auf  solche  Weise  einander  benachbarte  Normalen 
werden  sich  bun,  allgemein  zu  reden  (denn  Ausnahmsfälle  erfordern 
eine  besondere  Betrachtung),  in  einem  Punkt  schneiden,  und  hier 
einen  Winkel  einschliessen,  welcher  auch  unendlich  klein  ist,  weil 
ein  Elementardreieck  entsteht,  in  welchem  die  beiden  dem  dt  an- 
liegenden Winkel  nur  um  einen  unendlich  kleinen  Unterschied  vop 
rechten  Winkeln  abweichen.  Denke  ich  mir  aber  irgendwo  in  der 
Ebene  der  Figur  eine  beliebige  Abscissenlinie  gezogen,  bezeichne 
den  Winkel,  den  die  durch  den  Anfang  von  ds  gezogene  Nor- 
male mit  derselben  macht,  mit  N^  und  zwar  in  dem  Sinn,  dass  für 
das  wachsende  s  auch  N  wachsen  muss,  so  ist  der  obige  von  zwei 
einander  unendlich  nahen  Normalen  eingeschlossene  unendlich  kleine 
Winkel  mit  dN  zu  bezeichnen.  Diesen  Winkel  dN  kann  man  da- 
bei am  bequemsten  durch  einen  sehr  kleinen  Bruch  des,  als  Ein- 
heit zu  nehmenden,  Halbmessers  ausgedrückt  denken.  Sollte  er  in 
Secunden  dargestellt  werden,  so  käme  dann  nur  noch  der  bekannte 
Factor  ^(=206264,81)  hinzu. 

5.  Ist  nun  die  zu  betrachtende  Cnrve  ein  Kreis,  so  ist  sie 
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« 

nach  bekannten  Elementar* Sätzen  ans  einem  regelmässigen, 
also  niebt  bloss  gleicbseitigen ,  sondern  ancb  gleicbwinkliehen  Po- 
Ijgon  entstanden.    Demnacn  werden  alle  Elementar- Dreiecke  aocb 

SIeicbscbenklicb  und  einander  congnient,  und  alle  Normajen  scbnei- 
en  sieb  also  in  einem  und  demselben  Punkt,  dem  Mittelpunkt 
des  Kreises. 

6.  Ist  aber  die  Curve  kein  Kreis,  so  rouss  sie  aus  einem 
gleicbseitigen,  niebt  gleichwinklicben  Pöljffonzuge  entstanden 
gedacht  werden.  Allgemein  zu  reden  werden  also  je  drei  auf  ein- 
ander folgende  ds  zwei  Winkel  mit  einander  bilden,  die  von  ein- 
ander verscbieden  sind,  und  zwar  verscbieden  um  die  Differenz 
zweier  unendlicb  kleiner  Winkel,  d.  b.  um  einen  Winkel,  welcher 
im  zweiten  Grad  unendlich  klein  ist. 

7.  Denkt  man  sich  nun  auf  dem  mittelsten  von  drei  auf  ein- 
ander folgendem  Elementen  in  seiner  Mitte  ein  beliebig  verlängertes 
Perpendikel  errichtet,  so  inuss  dieses,  nach  dem  obigen  3.,  auch 
als  r(ormale  der  Curve  gedacht  werden.  Es  steht,  wie  oben,  senk- 
recht auf  der  Berübrungs-Linie,.  die  als  Verlängerung  eines  Curven- 
Elenients  zu  denken  ist.  Es  ist  also  auch  der  geometriiciie  Ort  für 
die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  an  dieser  Stelle  die  Curve 
berühren  und  also  die  Berührungs-Linie  und  auch  dies  eine  Element 
nit  ihr  gemein  haben. 

8.  In  Kreisen  nun,  welche  eine  Curve  von  aussen  berühren, 
liegen  alle  fibriffen  Kreis- Elemente  auf  der  andern  Seite  der  Be- 
räbrungs- Linie  als  wo  die  entsprechenden  Curven -Elemente  liegen. 

Bei  inneren  Berührungs- Kreisen  aber  tritt,  rücksichtlich 
der  drei  auf  einander  folgenden  Elemente,  eine  föufTache  Ver- 
schiedenheit ein. 

a)  Es  können,  wie  Flf^*  ••  roh  angedeutet  ist,  die  beiden 
benachbarten  Kreis -Elemente  innerhalb  der  entsprechenden  Cur- 
ven-Elemente  fällen. 

d)  Es  können,  wie  Vigm  8*9  die  beiden  benachbarten  Kreis- 
Elemente  ausserhalb  der  Curve  fallen. 

e)  Es  kann,  wie  Fiff.  4.,  das  benachbarte  Curven  -  Element, 
welches  den  kleineren  Winkel  mit  dem  mittelsten  Element  macht, 
mit  seinem  Kreis -Element  zusammenfallen,  dann  wird  im  dritten 
Element  die  Curve  zwischen  den  Kreis  und  die  Berührungs -Linie 
fallen. 

d)  Ea  kann,  wie  Fiy*  &*9  dasjenige  benachbarte  Curven -Ele- 
ment, welches  den  grösseren  Winkel  macht,  mit  dem  Kreis- Ele- 
ment zusammenfallen,  dann  wird  im  dritten  Element  der  Kreis 
zwischen  Curve  und  Berührungslinie  fallen. 

Zur  Vergleiohung  dieser  vier  ersten  Fälle  denken  wir  uns  den 
Halbmesser  des  betreffenden  Kreises  stetig  wachsend.  Dann  geht 
zuerst  der  Fall  a)  in  den  Fall  c)  über.  In  beiden  Fällen  ist  das 
dJ¥  des  Kreises  grösser  als  das  dJV  der  Curve,  und  zwar  beträgt 
der  Unterschied  dieser  beiden  dJ¥  ein  unendlich  Kleines  des  zwei- 
ten Grades.  —  Von  der  andern  Seite  muss  bei  abnehmendem  Halb- 
messer der  Fall  6)  zuerst  in  den  Fall  d)  übergehen,  und  ist  in  bei- 
den Fällen  das  dJV  des  Kreises  um  ein  unendlich  Kleines  des  zwei- 
ten Grades  kleiner'  als  das  dJV  der  Curve. 

e)  Zwischen  den  Fällen  c)  und  d)  sind  nun  die  Fälle  enthal- 
ten, bei  welchen  ein  benachbartes  Element  ionerhulb  fällt,  das  an- 
dere ausserhalb.    Unter  diesen  muss  also  auch  einer  begriffen  sein^ 

Th«U  V.  5 
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b«i  wtlchem  jener  DBterschied  dej*  beiden  dN,  gänilich  verschwin- 
det. Dies  lässfc  sich  nämlich  nur  auf  die  einzige  Weise  errei- 
chen ,  dass  man  die  beiden  benachbarten  Kreis  -  Elemente  nnter 
gleichen  Winkeln  (nnendlich  kleinen  des  zweiten  Grades)  ge- 
gen die  tüurven  -  Elemente  zu  beiden  Seiten  geneigt  denkt ,  wie 
Fte*  ^*  angedeutet  ist.  Weil  nämlich  der  geometrische  Ort  des 
Kreismittelpunkts  nach  7)  gegeben  ist,  so  kommt  es  nur  noch  darauf 
an,  durch  die  beiden  Endpunkte  des  Elements  und  den  Dnrchschnitts- 
punkt  der  beiden  benachbarten  Normalen  der  Curve  einen  Kreis 
gelegt  zu  denken,  der  den  verlangten  Mittelpunkt  auf  dem  Perpen- 
dikel abschneidet. 

9.  Denjenigen  berührenden  Kreis  nun,  dessen  dem  gemein- 
schaftlichen ds  entsprechendes  dN  mit  dem  dN  der  Curve  röllig 
übereinstimmt  (welcher  also  die  Curve  nnter  gleichen,  im  zweiten 
Grad  unendlich  kleinen  Winkeln  schneidet)  nennen  wir  den'^Kram- 
mungskreis  und  seinen  Halbmesser  (=r)  den.  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  an  dem  entsprechenden  Punkt,  wo  wir  uns 
im  Vorigen  das  mittelste  Element  oder  vielmehr  dessen  Mitte  dach- 
ten.   Damit  haben  wir  also  die  Gleichung^  gewonnen 

_rff_ 

Für  die  practische  Anwendung  dieser  Gleichung  ist  es  nun  na- 
türlich nicht  mehr  nöthig  gerade,  wie  bisher  zum  Behuf  der  Ablei- 
tung geschah,  t  als  unabhängige  Veränderliche  zu  denken.  Es 
genügt,  wenn  wir  nur  auf  irgend  eine  Weise  uns  Kenntniss  von 

ds 
dem  Quotienten  ^^  verschaffen. 


#.  7. 

Bei  der  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  elliptischen  Erd- 
meridian ergiebt  sich  für  den  Krümmungshalbmesser  -j^  zuerst 

vermittelst    des  sogenannten  characteristischen  Dreiecks  die  (Blei- 
chung 

,  dx 

also 

d»  düo 


dN~      9m  Ndir 

Der  letzte  Theil  des  letzten  Ausdrucks  findet  sich  hier  aus  der  Dif« 
ferentiation  von  (12). 

Ans  '- 

CM  A^*  =  (1  —  ••  9m  JV*)a:* 

kommt  nämlich 

—  ca9  ir .  — jj —  =(i— «•  94mßr)a: — •'or»  co9  JV — j- — . 
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ZosammeD^iogeii  ood  omgekehrt: 

_      da:       _  C0M  N(i  —  #>j?«) 
Hn  NdN  ~  d7(l  --  #*  #m  N^) 

Oller  durch  Einfiibrung  von  (10) 

x(l  —  g») 

~  C9M  iV(l  —  #»  «m  iV«)' 

das  ist  DQcb  (13) 

1  — g» 

~  (1  -  g»  #m  iV»)l 

und  also  endlich  nach  n.  I. 

n,  14    r  =  (l  — O^*. 

Ist  demnach  die  oben  ^erwähnte  Bülfstafel  für  k^  oder  vielmehr 
für  lo^  ßsj  einmal  berechnet,  so'hai;  man  auch  zur  Auffindung;  T«n 
r  för  jede  beliebige  Polhöhe  nur  noch  geringe  Bemühung. 

Aus  n.  14  ergiebt  sich  nun  auch  mit  Leichtigkeit»  dass  die 
extremen  Werthe  von  r  mit  den  extremen  Werthen  von  k  zusam- 
menfallen.   Aus  n.  I  wird  dann 

das  grösste  r  (für  N=:  90«)  =  (1  —  e^y^ 
das  kleinste  r  (für  A^=0)  =  1  —  «*, 

d.  h.  wenn  man  m  und  b  selbst  wieder  einführt, 

der  KrümipuDgshalbmesser  am  Pol        ='r 
»,  99  „Aequator=— , 

wie  auch  sonst  allgemein  bekannt. 


Di^  ebenen  Schnitte  des  Erd-Sphäroids 

betreffend. 

«.8. 

Wenn  eine  ganz  beliebige  Ebene  durch  das  elliptiiche 
Rotations  -  Sphäroid  gelegt  wird,  so  muss  es  immer  einen  Meridian 
geben,  dessen  Ebene  von  ihr  unter  einem  rechten  Winkel  getroffen 
wird. 

Damit  nun  die  schneidende  Ebene  als  gegeben  betrachtet  wer- 
den dürfe,  muss  man  Fif^.  9.  in  jenem  senkrechten  Meridian 
den  Punkt  8  kennen,  in  welchem  sie  ihn  trifft,  und  überdies 
den  Winkel  w^  unter  welchem  sie  gegen  den  Aequator  geneigt  ist. 
Derselbe  wird  dann  in  der  Ebene  des  senkrechten  Meridians  selbst 
gemessen. 
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Der  Winkel  w  kann  nun  alle  Werthe  von  0  bis  .180<^  anneh- 
men, und  nur  in  dem  Fall,  dass  w  die  Polhöhe  des  Punkts  8  um 
90^  übertrifft,  ^ird  die  schneidende  Ebene  in  eine  berührende,  also 
der  Schnitt  in  einen  Punkt  sich  verwandeln.  Bei  der  Entwicke» 
lung  der  nöthigen  Formeln  kann  man  also  von  einem  w  ausgehen, 
welches  in  den  ersten  Quadranten  fällt  und  in  demselben  Sinn  ge- 
zählt wird,  wie  die  N  der  früheren  Paragraphen. 

1.  Die  Durchschnittslinie  des  Schnitts  mit  dem  zum  Grunde 
gelegten  auf  ihm  senkrechten  Meridian  trifft  nun  seine  beiden  Axen, 
allgemein  zu  reden,  in  den  Punkten  Q  und  0,  (Die  beiden  beson- 
dern Fälle,  wo  einer  dieser  Punkte  ins  Unendliche  fällt,  werden 
wir  demnächst  abgesondert  betrachten.)  Man  bat  also  zuvörderst 
die  beiden  constanten  Hülfsgrössen 

SQzzup  und  80  =  ^ 

zur  Benutzung,  die  man  aus  den  Coordinateii  des  Punkts  8  in  sei* 
nem  Meridian  und  dem  gegebenen  Winkel  w  nach  Bedürfniss  leicht 
berechnet. 

2.  Wählt  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  £,  in  der  Curve, 
die  der  ebene  Schnitt  auf  dem  Sphäroid  bestimmt,  und  fallt  von 
ihm  die  beiden  Perpendikel,  jLJu  auf  den  senkrechten  Meridian, 
und  LP  auf  den  Aequator;  so  trifft  auch  jLM  auf  8Q  in  M  unter 
rechten  Winkeln  ein,  man  kann  also  die  Linie 

LM=v 

als  die  eine  Coordinate  der  zu  untersuchenden  ebenen  Schnitt- 
Curve  betrachten.  Zur  andern  Coordinate  wähle  man  dann  deh 
Abstand  des  Punkts  M  von  8^  und  setze 

8M=u, 

so  dass  jetzt  eine  Gleichung  zwischen  u  und  v  zu  suchen  ist. 

3.  Für  den  Punkt  Zr  findet  sich  nun  auch  ein  Meridian  be- 
stimmt und  in  ihm  seine  Coordioaten 

CP=  a:  und  LP=  y. 

Legt  man  aber  durch  LP  und  LM  eine  Ebene,  so  entstehen  recht- 
winkliche  Dreiecke,  aus  welchen  sich  sogleich  ergiebt 

(19)  yz=,{p  —  u)  sin  w 

(20)  ;r»  =  (y  —  «)•   C09  w^  -H  ff». 

Durch  Substitution  dieser  Gleichuujgen  in  die  Ellipsen -Gieicbung 
(8)  muss  sich  also  die  gesuchte  Gleichung  des  Schnitts  ei^eben. 

4.  Statt  der  verlangten '« Substitution  kann  man  aber  kürzer 
zum  Ziel  kommen,  wenn  man  die  Gleichungen  (19)  und  (20)  diffe- 
rentiirt,  dann  in  die  Differential -Gleichung  der  Ellipse  snbstituirt, 
und  endlich  integrirt. 

So  erhält  man  zuerst  aus  (19) 

(21)  '  dyz=z  —  iin  w  ,  du 

(22)  a:da:  =:  —  (^  —  «)  eos  w^du^  vdv. 
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Die  Differentialgleicknng  der  Ellipse  aber  kann  nach  §•  3.  geacbrie- 
ben  werden 

'^     ^   a:dx  y 

Polglicb  hat  man  durch  Division  von  (22)  in  (21)  und  Einführung 
von  (19)  xunäcbst 

nn  wdu 1  —  e^    • 

(q  —  «)  C08  w*du  —  vdv  (p  —  u)  sin  w* 

also  wenn  man  vdv  absondert,  nach  u  ordnet  und  znsammenzieht : 

(24)    vdv  ^  {p .  YZI72  •+-  9  cos  w^)du  -  ( YZTii )*^- 

Diese  Gleichung' integrirt  giebt 

(25)     «f»  =  2(;»j-3-;;7  +  ^  <?M  w»  )«  —  ( ^=75 )«  ' 

wo  keine  Constante  beizufügen  ist,  weil  für  «#  =r  0  auch  &  =  0 
wird. 

Unsere  Gleichung  ist  also  von  der  Form 

und  somit  bewiesen,  dass  jeder  ebene  Schnitt  des  Erdsphä- 
roids  eine  Ellipse  giebt,  deren  Scheitel  der  Punkt  S  und  de- 
ren Abscissen  -  Axe  die  gerade  Linie  ist,  welche  die  Schnitt -Ebene 
mit  dem  auf  ihr  senkrechten  Meridian  gemein  hat. 


f  9. 

Um  nun  die  Beschaffenheit  dieser  Ellipse  näher  zu  untersuchen, 
bezeichne  man  die  halbe  Abscissen  -  Axe  mit  A^  ihre  coordinirte 
mit  B.  Dann  ist  die  Gleichung  (25)  zuerst  auf  die  Gleichung  der 
BlNpse  aus  dem  Scheitel 

ZU  bringen. 

Demnach  haben  wir  zu  setzen 

,        (26)   f!=«=i^:iL^--!, 

^o^v      j JP   P  9in  uf^^qjl  ^e*)cos  w* 

{Ai)    ^_2^_  l-^e*cosw* 

Ans  (26)  ergeben  sich  gleich  schon, einige  wichtige  Eigenschaf- 
ten des  Schnitts. 

1.    Das  Verhältniss  -jj  ist  bloss  von  e^  und  tv  abhängig«   Dem« 
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nach  e.rhält  man  lanter  einander  ähnliche  Ellipsen,  wenn  man 
lauter  unter  sich  parallele  Schnitte  durch  das  Sphäroid  führt. 

2.  Es  giebt  nur  einen  einzigen  Fall,  in  welohejn  -r^:=zl 

wird,  d.  h.  in  welchem  der  elliptische  Schnitt  sich  in  einen  Kreis 
verwandelt,  den  nämlich  wenn  to=:0  oder  ^  iSO®  wird,  nnd  dies 
ist  einer  von  den  beiden  oben  vorhehaltenen  besondern  Fällen,  wo 
der  Schnitt  also  in  einen  Parallel- Kreis  übergeht. 

3.  Es  ist  (den  letzterwähnten  hesondern  'Fall  als  Ausnahme  bei 
Seite  gesetzt)  immer  B^'^A'*^  d.  h.  man  bekommt  lauter  soge- 
nannte brefte  Ellipsen^  deren  Scheitel  der  kleinen  A;iLe  in  den 
auf  ihren  Ebenen  senkrechten  Meridian  fallt 

Bf  an  wird  also ,  um  die  Analogie  mit  den  gewöhnlichen  -Azen 
herzustellen,  die  Formeln  (26)  und  (27)  umschreiben  myssen,  in- 
dem man 

'  ^  =  /9  nnd  i?=:a 

setzt. 

Dies  giebt 

(281    ^  =        ^-^'  . 

'     '     a*         1  —  c*  COM  w* 

/fi>0\     /? P  '^^  ^^  +  ^(^  ""  ^'^  ^^^  "'^ 

4.  Bezeichnet  ^an  die  Excentricität  des  elliptischen  Schnitts, 
in  abstracter  Zahl  ausgedrückt,  mit  {,  so  wird 


also  Dach  (28) 


.'^1-^, 

«' 


(30)    B-=eX     'T*^'    ^). 

^      '  ^1  —  ^*   COS  w^' 


woraus  erhellt,  dass  für  «^  =  90^,  und  nur  für  iir=:  90®,  an  jede« 
beliebigen  Funkt  des  Sphäroids  e'  =:  e*  wird ,  d.  h.  das^  nur  difk 
jenige  auf  den  Meridian  eines  Qrts  senkrechte  Ebene ,  welche  aui 
gleich  mit  der  Rotations- Axe  der  Erde  parallel  ist  (die  Ebene  des 
„sechsten  Stundenkreises'')  eine  dem  ^Erdmeridian  ähnliche 
Ellipse  abschneidet.  Das  ist  also  der  zweite  der  beiden  oben  vör- 
behaltenen  hesondern  Fälle. 

5.     Weil  ^*  <  1,  so  ist  auch  für  f«^<;  und  ^►OO* 

1  —  e*  COM  w^'^Min  #(;*,  d.  h.  «*<;**.• 

Alle  auf  den  Meridian  senkrechten  Schnitte  auf  beiden  Seiten  des 
sechsten  Stundenkreises  geben  also  Ellipsen,  welche  runder  sind, 
als  der  Erdmeridian. 

^Da  aber  -^  von  dem  Zeichen  des  com  w  unabhängig  ist,  so  er- 
hellt, dass  die  Schnitte,  welche  ajif  beiden  Seiten  des  sechsten 
Stundenkreises  gleiche  Winkel  mit  diesem  machen,  einander 
jlhulich  sind.  ' 
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Die  Differentiation  ron  (28)  giebt  endlich 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Rundoug  fiir  positive  sin  %w^  d.  h. 
vom^  Parallelkreis  bis  zum  sechsten  feStundeokreis  stetip^  abnimint, 
und  dagegen  auf  der  andern  Seite  dieses  Stundenkreises  wieder 
stetig  wichst,  bis  der  Parallelkreis  wieder  erreicht  ist. 

o.  Den'Uebergang  von  den  Schnitten^  die  südlich  von  dem 
sechsten  Stundenkreis  liegen,  bildet  dabei  immer  der  schon  oben 
erwähnte  Fall ,  wo  für  ein  mit  S  zusammenfallendes  JL  w^  N 
+  90^  wird,  demnach  die- schneidende  Ebene  sich  in  die  berüh- 
rende (den  Horizont),  die  Ellipse  also  sich  in  einen  Pankt  ver- 
wandelt In  diesem  Fall  haben  wir  also  auch  das  Flächen -Ele- 
ment nm  den  Berührungspunkt  als  eine  unendlich  kleine  Ellipse 
von  ganz  bestimmter  Excentricität  zu  betrachten.  Für  w=zN 
+  ^^  wird  nämlich 

wofür  sich  nach  n*  S  auch  leicht  eine  geometrische  Darstellung  in 
der  mit  a  =  l  zu  beschreibenden  Ellipse  finden  Hesse.,. 

Die  Verlical- Schnitte  des   Erd -Sphäroids 

betreffend. 

*  •  ♦.  10. 

Unter  den  Schnitten  des  Sphäroids  sind  vorzugsweise  dieVer- 
tical-Schnitte  fvif  den  practlschen  Geometer  wichtig,  weil  deren 
Ebenen  gerade  von  seinem  Theodoli theo -Fernrohr  beschrieben  wer- 
den. Unter  diesen  Vertical  -  Schnitten  aber  kommt  wieder  zunächst 
derjenige  zur  Anwendung,  welcher  senkrecht  auf  dem  Orts-Meridian 
itekt  (im  „ersten  VerticaP'  des  Orts  liegt),  und  also  dem  soge- 
nannten Perpendikel  auf  den  Meridian  angehört. 

Um  die  Ellipse  für  dieses  Perpendikel  auf  den  Meridian  zu  fin* 
den,  brauchen  wir  nur  Fiff.  I.  den  Winkel  N  an  die  Stelle  des  w 
unserer  beiden  vorigen  Paragraphen  zu  setzen  (indem  wir  auch  hier 
das  S  der  Fis*  9«  mit  L  zusammenfallend  denken)«  Demnach  wird« 
da  wir  für  jedes  N  auch  das  ihm  zugehörige  k  besitzen,  aus  §.  8. 
und  n.  4. 

;i  =  (l  —  €^)k  und  g:=:k, 
und  somit  aus  (29) 

Machen  wir  nun  auch  die  Substitution  in  (28),  so  wird 

K^^)    «a  —  1  — e»  coi  JS^' 
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Hieraus  folgt  dud  mit  Leichtigkeit  der  K  rümmang^shalb- 
messer  des  Perpendikels  auf  den  Meridian,  den  wir  nit 
n  bezeiclinen  wollen.  Weil  nämlich  unser  Ort  im  Scheitel  der 
kleinen  Axe  des  betreffenden  Schnittes  liegt,  so  haben  *  wir  nach 
§.7. 


a« 


«=7 

ZU  setzen,   d.  h.  wir   brauchen   nur  (31)  durch  (32)  zu  dividirta, 
wodurch  uns  die  Gleichung  entspringt 

n.  Ift    «•  =  k. 

Die  f.  5.  erwähnte  Htilfstafel  giebt  also  diesen  KrüramiiDffs- 
halbmesser  des  Perpendikels  unmittelbar,  und  wir  köoDen  dai 
Element  dieses  elliptischen  Schnitts  als  das  Element  eines  Kreises 
betrachten,  welcher  JFiff.  I.  0-  zum  Mittelpunkt  und  die  Conormale 
selbst  zum  Halbmesser  hätte. 


f  11. 

Der  Krümmungshalbmesser  für  einen  Vertical-Schnitt  id 
beliebigem  Azimutb  findet  sich  nun  aus  r  (dem  Krümminigs- 
halbmesser  des  Meridians)  und  n  (dem  des  Perpendikels)  auf  toi- 
gendn  Weise. 

Ein  solcher  Schnitt,  dessen  Azimuth  mit  i  bezeichnet  wer- 
den ma^,  rauss  bei  gehöriger  Erweiterung  den  auf  ihm  senk- 
rechten Meridian  AS  Flff*  9-  treffen.  Die  drei  Ebenen,  dieses 
senkrechten  Meridians  AS^  des  Schnitts  JL8  und  des  Orts -Meri- 
dians AL^  bilden  nun  bei  0^  wo  sie  in  der  Rotations  -  Axe  zusan- 
nientrcffen.  eine  dreikantige  Ecke,  in  welcher  LO  die  Conormale 
für  den  Ort  JL  ist,  AO  ein  Stück  der  Rotations  -  Axe  vorstellt  tiii4 
80  gerade  wie  Flff.  9.  in  der  Richtung  der  kleinen  Axe  der  el- 
liptischen Schnitt -Curve  liegt.  Da  nun  die  Verticale  LO  anf  des 
Horizont  von  //,  also  auch  auf  dem  Element  des  Bogens  LtS  bei 
//  senkrecht  steht,  so  ist  Z/^  auch  Conormale  für  den  Schnitt 
und  der  Winkel  8 OL,  den  wir  Kürze  halber  mit  0  bezeichnei 
wollen,  bildet  in  der  Ebene  des  Schnitts  das  Complement  des  Sab- 
normalen-Winkels.  Behalten  wir  also  für  den  Schnitt  die  Buchsta* 
benbezeichnung  der  §§.  8.  und  9.  bei,  so  haben  wir  für  den  Krön- 
mungshalbmesser  m  des  Schnitts  am  Ort  L  nach  nu  14  und  wu  1 
zunächst  die  Gleichung 

(1  —  g^)« 

*"       (1  —  *»  cos  0^)i 

oder  durch  Einführung  von  (28) 


m 


(l_-«2   C0s0^)i  '  (1—6(2    COS  tV^)  '   1— «2   COS  O*' 


Drückt  man  hier  in  dem  letzten  Factor  £^  durch  (30)  aus,  und.  be- 
merkt, das«  der  erste  Factor  nichts  weiter  ist  als  die  Conormale 
LO  selbst,  so  erhält  man  zunächst 
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(33)     «»  =  iCr(i  — ^»)  .  i_^a  ^^,  w^^e^  tm  w*  cos  ö»* 

Um  DUD  10  diese  Formel  die  Polhöhe  JV  und  das  Azimuth  •  statt 
der  Grössen  w  und  0  einzufuhren,  bemerkt  man,  dass  die  dreikan- 
tige Ecke  bei  0  einem  rechtwinklichen  sphärischen  Dreieck  ent- 
spricht, dessen  Hypotenuse  =90®  —  A  ist,  und  worin  dem  sphä- 
rischen Winkel  i  die  Kathete  O  anliegt,  die  Kathete  (90<>--«r) 
aber  gegenüber  lieet.  Demnach  hat  man  nach  bekannten  Formeln 
der  Trigonometrie.  (67rfiisc/rf#«  n.  41.  und  n,  42.). 

sin  w  cos  Oz=zsin  JV 

cos  w^=cos  JV  ,sin  f. 

Dieses  substituirt  giebt  zunächst 

(34)    «»  =  1  _  g»  ^ö,  2V»j sin  P  -  0*  sin  iV«' 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

,«Kv ^1  —  e^) 

yoo)     «I  _  j  _  ^,  ^-^,  ^^^  ^,  ^^^  ^^. 

Zum  practischen  Gebrauch  scheint  es  mir,  wie  gesagt,  am  bequem- 
sten, das  m  auf  die  obigen  r  und  n  zurückzufiihren.   Zu  dem  Ende 
dividire  man  die  GJeichungen  (34)  und  (35)<  in  1. 
Dies  giebt  zunächst 

2^  1  —  c*  sin  N^  "-  g»  cos  iV»  sin  i* 

m  .         '  *(1  — «•) 

und 

_! 1  —  g»  -f-  gg  cos  N^  cos  i^ 

'    m  k(l  —  e»)  • 

Sopdert  man  nun  in  diesen  Brüchen  das  letzte  Glied  des  Zählers 
jedesmal  ab,  und  bemerkt  die  Bedeutung,  welche  die  ere^ten  Brüche 
dadurch  nach  n.  I,  n.  14  und  n*  U  erhalten,  so  kommt 

.««.     _l^  1  g»  cos  iV»  sin  t» 

^^^>  m  -^  r                >fc(l-«')       ' 

«-        I    1     \  e^  cos  iV»  cos  i» 

^^^^  m—n"^          Ä(l  -  e^)       ' 

also  endlich,  wenn  man  (36)  mit  cos  i',   (37)  mit  sin  i^  multipli- 
"cirt  und  dann  addirt: 

m^      1          COS  i*    .    sin  t' 
n.  16    —  = H — 

m  r  n 

oder 

n.  19    40  = 


r  #m  »•-!-«  COS  i* 
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Da  nach  nu  14  und  n.  U 


und  (mit  Aöanabme  des  Falls,  wo  Nz=,  90®,  also  die  VertieiüidiBitte 

lauter  Meridiane  sind)  nach  nu  I  ^*  <<    ^ ,   so   wird   für  j< 

Verticalschnitt 


folglich  auch  aus  nu  M. 


—  <  1  und  — >1> 
«1  fn 


d.  h. 


flt  und  n'^m. 


Demnach  sind  auch  r  und  jf  die  extremen  Werthe  aller  Krü»- 
mungshalbmesser  fiir  den  angenommenen  Punkt  des  SphSroids. 

Bezeichnet  man  endlich  einen  beliebigen  Halbmesser  irgeai 
einer  Bllipse  mit  H  und  seinen  Winkel  gegen  die  kleine  An 
mit  f,  so  wird 


R  coMizrzy  und  H  sit$  #  =  ^, 


folglich  aus  (1) 


1 


cos  f  * 


»t 


8tn  t* 


weiche  Gleichung,  mit  (3)  und  m.  16.  verglichen,  den  Lehrsati 
beweist:  Eine  im  Horizont  eines  Orts  beschriebene  Ellipse,  welche 
den  Horizontalschnitten  des  Erd-Sphäroids  für  denselben  Ort  -ähnlkk 
ist,  hat  durchweg  Halbmesser,  welche  den  Quadratwurzeln  am 
den  Krümmungshalbmessern  der  entsprechenden  Vertical  -  Sclinitto 
proportional  sind. 


Den  sphäroidischen  .Excess   betreffend. 

Die  gemessenen  Winkel  eines  geodätischen  Dreiecks  sind  eig'ent- 
lieh  Winkel  zwischen  Vertical-Schnitten  des  8phäroids,  bei 
denen  die  Durchschnittlinien  der  Ebenen,  im  Allgemeinen  wenig- 
stens, keine  dreikantige  Ecke  bilden,  indem  diese  drei  Linien  mit 
der  Rotations  -  Axe  in  drei  oder  doch  in  zwei  verschiedenen  Punk* 
ten  zusammenzutreffen  pflegen.  Den  Excess  dieser  gemessenea 
Winkel  über  zwei  Rechte  pflegt  man  aber,  weil  er  in  der  Reffel  nur 
wenige  Secunden  beträgt,  zu  berechnen,  als  ob  das  sphaeroidisehe 
Dreieck  (welches  ffanz  streng  genommen  gar  nicht  einmal  zwischea 
lauter  Verticalschnitten ,  sondern  zwischen  drei  „geodätischen  Li- 
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nien''  liegt)  e>n  sphärisches  wäre.  Will  aen  jedoch  bei  dieser 
nur  aDDänernd  richtigen  VoreussetinDg  nicht  nllzusehr  wissentlich 
ron  der  Wahrheit  abweichen,   so  ist  der  Halbmesser  (/f)  der  Ku- 

fel,  welche  man  dabei  zum  Cirunde  legen  will,  vor  Allem  erst  ge- 
örig  festzusetzen.    Dazu  führen  nun  folgende,  an  das  Obige  sich 
unmittelbar  anschliessende  Betrachtungen. 

1.  Denkt  man  sich  an  einem  Punkt  des  Spbäroids  ausser  der 
berührenden  Ebene  (dem  Horizont)  auch  noch  eine  berührende  Ku- 
gel, so  muss  deren  Halbmesser  mit  de^  Verticaie  des  Orts  zusam- 
menfallen. Ein  unendlich  kleiner  Theil  sowohl  der  sphäroidischeu 
Fläche  als  der  Kugelfläcbe  um  den  Berührungspunkt,  muss  dann 
uls  in  die  Berührungsebene  fallend  angesehen  werden  können. 

Solche  Flächen  •Elemente  kann  man  aber  construiren.  Dazu 
errichte  man  zuvörderst  in  einer  einstweilen  beliebigen  Tiefe  (/) 
vom  Berührungspunkt  gegen  die  Rotations- Aze  hin,  eine  der  Be- 
rührung^ebene  parallele,  also  auf  der  Verticaie  senkrechte  Ebene. 
Diese  schneidet  auf  dem  Snhäroid  eine  Ellipse  mit  der  Ezcentri- 
cität  e*k*  eos  A*  ab  (siene  §.  9.  6)),  deren  Mittelpunkt  in  der 
Verticaie  liegt,  und  deren  Grösse  nur  von  /  abhingt.  Auf  der  Ku- 
gel aber  wird  ein  Kreis  abgeschnitten,  dessen  Grösse  ausser  von 
t  auch  noch  ?on  dem  Halbmesser  H  derselben  abhänsrt. 

Denkt  man  sich  nun  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Kuoel  ge* 
hende  gerade  Linie  auf  dem  Umfang  des  letzterwähnten  kleinen 
Kngelkreises  herumgeführt,  so  beschreibt  dieselbe  auf  dem  Hori- 
zont die  Grundfläche  eines  geraden  kreisförmigen  Kofels.  Ehen 
so^  erhält  man  einen  geraden  elliptischen  Kegel  mit  dcnelbeu 
Spitze,  wenn  man  die  Linie  auf'  dem  Umfang  des  elliptischen 
Schnitts  herumfuhrt. 

In  beiden  Fällen  wird  die  aus  der  Kegelspitze  so  auf  den  Ho- 
rizont projicirte  ebene  Figur  zu  ihrer  Projection  selbst  in  einem 
bestimmten  Verhältniss  stehen,  nämlich  rücksichtlich  der  linearen 
Dimensionen  im  Verhältniss  (AT — f):ßf  und  rncksichtlich  der  Flft- 
cJjengrÖBse  im  Verhältniss  (J7' — /)*:/f*. 

Lässt  man  endlich  t  so  weit  abnehmen,  bis  alle  Durchmesser 
der  betreffenden  Schnitte  unendlich  klein  werden,  so  sind  dieselben 
im  Sinn  dieses  f.  6.  als  Uemente  der  Bögen  zn  betrachten, 
welche  auf  den  entsprechenden  krummen  Flächen  dadurch  erzeugt 
werden,  dass  man  durch  die  Axe  der  obigen  Kegel  Ebenen  legt. 
Zugleich  aber  müssen  dann  die  Schnitte  als  mit  ihren  entsprechen- 
den Projectionen  auf  den  Horizont  zusammenfallend  gedacht  wer- 
den, und  sind  also  ihre  Figuren  als  die  geiuchten  Flächen-Ele- 
mente  zu  betrachten.  Die  oben  erwähnten  geraden  Kegel  werden 
dann  Körper-Elemente. 

2.  Weil  nun  eine  Ellipse  mit  einem  ihr  concentrischen  Kreise 
nicht  congrueiit  werden  kann,  so  kann  mau  auch  nickt  wie  oben 
§.  6.  auf  Congruenz  der  Bogen  «Elemente,  wohl  aber  auf  Gleich- 
heit der  Flächen-Blemente  und  also  auch  der  Körper-Elemente 
die  Bestimmung  des  noeh  festzusetzenden  KngelbalbaMsseni  // 
gründen.  Das  beisst  mit  andern  Worten:  man  wird  das  //,  und 
also  das  Kreis- Element,  welches  mit  dem  elliptischen  Element  gl«(- 
ches^  hat,  so  bestimmen  können,  dass  innerhalb  und  ausserhalb 
des  letzteren  zwei  Paar  Monde  enUfehen,  welche  gleiehen  FläehaN- 
inhok  haben,  wie  Fls«  9-  roh  angedeutet  ist. 

3.  Betrachtet  mau  nun  zuerst  den  Kreis»  welcher  In  ■luer 
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endlicheii  Tiefe  t  auf  der  Kugel  entsteht,  und  beseichnet  seiMi 
Halbmesser  mit  #,  so  ist  bekanntlich  Fiff.  !•. 

(38)    *»=^Ä^— /)  =  2Ä3f— ^». 

Da  nun  aber 

(39)    8=:H  sin  M 

so  gehört  zu  einem  unendlich  kleinen  «ein/,  welche«  im  bw» 
ten  Grade  unendlich  klein  ist,  und  muss  also  bei  dieser  ForaB^ 
Setzung  in  (38)  das  letzte  Glied  t^  gegen  %Ht  verschwindeo. 

Demnach  hat  man  für  ein  solches  im  zweiten  Grade  unendliek 
kleines  /,  welches  mit  %  bezeichnet  werden  möge,  den  entspreches- 
den  Halbmesser  des  Kreis -Clements^  welcher  (T  heissen  mag,  as^ 
als  mit  einem  halben  Bogen -Element  auf  der  Kugel  zusammenJEri* 
lend  gedacht  wird,  zu  berechnen  nach  der  Formel 

(40)    <r(r=2Ä. 

Man  erhält  demnach  die  Fläche  des  Kreis- Elements /^  durch  die 
Formel 

(41)    fz=znisa:=:^7t.H.z. 

Hieraus  kann  man  auch  schon  gelegentlich  überschlagen ,  in  wie 
weit  für  ein  vorliegendes  Bedürfniss  des  practischen  Leben«  nniefc 
Annäherung  sich  der  Wirklichkeit  anschliesst.  Denn  auf  einer  Ki- 
gel  von  nur  800  preussischen  Meilen  Halbmesser  würde  für  ein«i 
{Schacht  von  1500  preussischen  Fuss  (etwa  halb  so  tief  als.  der  li- 
selsberg  hoch  ist)  das  /  schon  über  300  Quadratmeilen  betrages. 
Es  umschlösse  ein  solches  Kreis -Element  ein  gleichseitiges  Dreieck 
von  ungefähr  17  Meilen  Seite  und  40^^  Excess. 

4.  Die  Betrachtung  des  elliptischen  Elements  muss  nnn 
davon  ausgehen,  dass  für  dasselbe  z  die  a  verschiedener  Längte 
sind,  wenn  wir  sie  als  geradlinig  betiyhten,  und  zugleich  als  mit 
verschiedenen  Krümmungshalbmessern^eschrieben,  wenn  wir  sie 
als  Bögen  des  Sphäroids  betrachten. 

Bezeichnen  wir  also  das  mit  dem  Meiidian  zusammenfallende  9 
(die  halbe  kleine  Axe  unsers  Elements)  mit  c\  das  in  das  Perpen- 
dikel auf  den  Meridian  fallende  (die  halbe  grosse  Axe)  mit  c''^  so 
haben  wir  durch  dieselben  Schlüsse,  die  uns  zu  (40)  führten, 

(42)    <j'<y'=2rz 

Jedes  andere  a  des  elliptischen  Elements  würde  mit  seinem  eigenen 
m  zu  berechnen  sein,  nach  n*  M  und  dem  dabei  angeführten 
Lehrsatz. 

Für  die  Fläche  des  elliptischen  Elements,  die  mit /^  bezeich- 
net werden  mag,  ergiebt  sich  also  nach  dem  bekannten  Satz  über 
die  Quadratur  der  Ellipse 

(43)    fz=incisr=^n.\/Vit.t. 
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5.  Setzen  wir  endlich,  unserer  Annabme  gemiUi,  die  beiden 
Blemente  einander  gleich,  so  entspringt  die  Gleichung 

d.h.  der  Lehrsatz:  Das  geometrische  Mittel  aus  den  beiden 
extremen  Krümmungshalbmessern  ist  zum  Kugelhalbmeuer  zu  neb- 
nen,  wenn  man  den  sphäroidischen  ßzcess  als  einen  sphärischen 
BU  berechnen  sich  erlauben  will. 

Dieses  geometrische  Mittel  ist  übrigens  nach  n.  14  und  n.  U 
vermöge  der  Proportion 

(1  — ^»)i .  (1  —  e*)Jh  =  Jh  :  y?^ 

auch  als  die  vierte  Proportionale  zu  der  halben  kleinen  Aze,  der 
Normale  und  der  Conormale  zu  betrachten,  und  somit  in  der  Ebene 
des  Meridians  leicht  zu  construiren. 

6.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Punkt  des  sphäroidischen 
Dreiecks  zu  bestimmen,  für  welchen  die  r  und  n  gelten  (aus  den 
Tafeln  genommen  werden)  sollen,  die  wir  nach  dem  Vorhergehen- 
den für  Berechnung  des  Ezcesses  gebrauchen. 

Dazu  wählte  ich  denjenigen  Punkt,  dessen  Polhöhe  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Polhöhen  der  Winkelpunkte  ist,  Denn 
denke  ich  mir  das  Dreieck  als  eben,  und  die  betreffenden  Meri« 
dianbögen  der  beiden  nördlicheren  Punkte  als  geradlinige  Perpen- 
dikel auf  den  gleichfalls  als  geradlinig  gedachten  Parallelkreis 
durch  den  südlichsten  Punkt,  so  erhalte  ich  auf  diese  Weise  mit 
grösster  Bequemlichkeit  den  Schwerpunkt  des  ebenen  Dreiecks, 
welcher  die  bekannte  Eigenschaft  hat^  dass  jede  durch  ihn  und 
einen  Winkelpunkt  gezogener  g^erade  Linie  das  Dreieck  in  Hälften 
Ton  gleichem  Flächeninhalt  theilt. 
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DI. 

Yerschiedene  mathematische  Bemerkungen. 

VoD  dem 

Herrn  Professor  C.  T.  Anger 

zu  Daozig. 


I.   Die  GauBsiscben  Gleichungen  für  ebene  Dreiecke. 
Die  Qaussischen  Gleichungen: 

I.  sin  -^{6  —  c).cos  ^^  =  sin  ja  .sin  ^{B — C) 

II.  sin  i{d  +c)  .  din  ^A  =  sin  -^a .  cos  }{B  —  C) 

III.  cos  i(d  —  c) .  cos  i^i  =  cos  ^ .  sin  {(B  +  C) 

IV.  cos  i{d  +  c) .  sin  ^Jl  =  cos  ja .  cos  i{B  +  C) 

bieten  die  Frage  dar,  was  aus  ihnen  werde,  wenu  diev Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  unendlich  klein  angenommen  wenden,  d.  b. 
wenn  sich  das  sphärische  Dreieck  in  ein  ebenes  verwandelt,  dessen 
Seiten  a^  b^  c  und  dessen  Winkel  A^  B ^  C  sind.  Man  ersieht 
leicht,  dass  sich  dadurch  die  folgenden  ergeben:  / 

1.  (^  —  c) ,  cos  ju4=:a  sin  i(Ä—  C) 

2.  (*  +  <?).  sin  ju4  =  a  cos  j(Ä—C) 

3.  cos  |^  =  sin  \{B-\-C) 

4.  sin  \A  =z  cos  ^(B  -{-  C), 


Die  Gleichungen  3.  und  4.  geben  nichs  Neues,  sondern  sprechen 
nur  den  Satz  aus,  dass  in  einem  ebenen  Dreiecke  die  Summe  der 
drei  Winkel  zweien  Rechten  gleich  ist.  Die, Gleichungen  1.  und 
2.  dagegen  geben  jene,  eleganten  Formeln  der  Trigonometrie,  wel- 
che früher  in  den  Lehrbüchern  vermisst  wurden,  gegenwärtig  aber, 
nachdem  Moll  weide  und  später  Gerling  ihrer  erwähnt  haben, 
bekannter  geworden  sind.  Mollweide  stellt  in  einem  Aufsatze 
in  V.  Zaches  monatlicher  Correspondenz  vom  Jahre  1808. 
S.  396.  die  beiden  Proportionen  auf 


Ä  +  <? :  a  =  cos  ^{B  —  C)  :  sin  ^A 
h  —  e  :  a  =  sin  \(B  —  C)  :  cos  \Ay 

welche  resp.  mit  den  Gleichungen  2.  und  1.  identisch  sind,  und  be- 
merkt dabei,    dasi  man  diese  eleganten  Sätze,   welche  in  eineni 
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voUstliodigeii  System  der  l^rigoBometrie  nicht  fehlen  sollten,  sehr 
leicht  ans  Vetrachtang  iler  Figur  erweise.  Dngeföbr  16  Jahre  später 
giehtGerÜDg  in  Schumacher'sAstronomiscbenNachricbten 
No.  62.  dieselben  Formeln  mit  folgender  Bemerkung:  „So  niiti- 
lich  ich. diese  Formeln,  welche  ich  yor  einigen  Jahren 
zufällig  fand,  für  die  Ausführung  halte,  so  unwahr- 
scheinlich ist  mir  doch>  dass  sie  nen  sein  sollten,  weil 

.,         .,:,    .^  j        i^i    •    I  «»"  ^  sin  Ä         «in  p 

ihre  Ableitung  aus  der  Gleichung     ,^      =  — 7 —  =- — - 

ar  zu  nahe  liegt.    Ich  habe  sie  aber  bis  jetzt  in  keinem 

ehrbuche  aufgefunden''. 

Aus  der  obigen  Ableitung  ersieht  man,  dass  diese' Formeln  *für 
die  ebene  Trigonometrie  nichts  Anderes  sind,  als  die  Gäussischen 
für  die  sphärische.  Durch  solche  Betrachtungen,  welche  ich  beim 
Unterrichte  nicht  gerne  unterlasse,  tritt  dem  Schüler  der  innere 
Organismus  der  Wissenschaft  oft  deutlich  vor  Augen.  Diese  Glei« 
chungen  ergeben  auch,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  aufs  Quadrat 
erhebt  und  dann  addirt^  ohne  geometrische  Betrachtung,  sogleich 
die  Erweiterung  des  pythagoriscnen  Satzes. 


l 


ff.     Ueher  die  allgemeine  Ableitung  der  Grnndformel 
der  sphärischen  Trigonometrie.  ' 

Es  ist  bekanntlich  von  Wichtigkeit  die  Gmndformel  der  sphä* 
.rischen  Trigonometrie  in  ihrer  Allgemeinheit  abzuleiten,  d.  h,  so, 
dass  die  Richtigkeit  derselben  für  alle  sphärische  Dreiecke,  die 
Seiten  mögen  über  90®  oder  über  180®.  u.  s.  w.  gehen,  erwiesen 
werde.  Dieses  geschieht  nun  auch,  indem  man  für  die  rerschiede« 
nen  Fälle  besondere  .Figuren  entwirft,  und  ^ur  jede  einzelne  den 
Beweis  iPührt.  Da  es  aber  wünschenswerth  erscheint,  sich  unreiner 
, Figur  bedienen  zu  dürfen,  so  stellte  ich  mir  vor  etwa  20  Jahren 
die  Aufgabe:  „die  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie  so 
abzuleiten,  dass  eine  Figur  dabei  ausreiche,  und  ein  ferneres  Zu- 
rückgehen zu  geometrischen  Betrachtungen  nicht  nöthig  sei."  Die 
Ableitung,  weTche  ich  fand,  habe  ich  damals  einigen  Freunden  mit« 
getheilt,  auch  mich  derselben  beim  Unterrichte  in  der  hiesigen  Na- 
vigationsschule vor  Zeiten  mit  Vortheil  bedient,  denn  dort  kam  es 
besonders  darauf  an.  Kürze  mit  mathematischer  Allgemeinheit  zu 
verbinden.  Da  sie  mir,  bis  jetzt  wenigstens,  noch  in  keinem  f^ehr- 
buche  vorgekommen  ist,  so  erlaube  ich  mir,  diese  Kleinigkeit  der 
öffentlichen  Beurtheilung  zu  übergeben. 

Bezeichnet  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  darch 
0,  by  Cy  die  Winkel  und  die  Eckpunkte  desselben  durch  A^  ß^  C\ 
denkt  man  sich  von  einem  beliebigen  Eckpunkte,  etwa  von  A^  einen 
Radius  der  Kugel  gezogen,  legt  durch  den  Mittelpunkt  derselben  eine 
Ebene  auf  diesen  Radius  perpendiculär,  und  fällt  von  den  Punkten  B 
und  C  auf  diese  Ebene  I^othe,  so  entsteht,  wenn  man  die  Fusspunkte 
derselben  durch  B*  und  C  bezeichnet^  in  jener  Ebene,  welche  zu- 
gleich die  des  Papiers  sein  mag,  durch  Verbindung  des  Mittelpunk- 
tes M  mit  B'  und  C  ein  ebenes  Dreieck  MB'C'  (Taf.  I.  Fig.  3.), 
duröb  dessen  Betrachtung  sich  Alles  ergiebt.  Es  ist  nämlich  offen- 
bar der  Winkel  B*MC*  gleich  dem  sphärischen  Winkel  A^  die 
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Seite  jlfC"  =  iio  ^,  die  Seite  MB' :=2niü  c,  and  Hian  h«t  (iBTp 
=  (2siii  ^0)' — (cos  d  —  €08  c)*j  also  nadh  der  BrweiteroDg  i« 
pjthagoriscben  Satzes  die  Gleichung: 


(28in^)*  — (cos^ — cosr)*  =sin*^  +  sin*c — %Bin6 .  ainc.cos4 
deren  Entwickelung  sogleich 

cos  a  =  cos  d .  cos  c  +  sin  iß  sin  c .  cos  ji 


ergiebt. 

»  Die  Kraft  dieses  Beweises  liegt  in  dem  Umstände,  dass  die 
Geraden  MB'  und  MC  immer  ihre  Bedeutung  behalten,  die  Seitei 
des  sphärischen  Dreiecks  mögen  so  g^oss  sein,  als  man  wolle,  deni 
die  Punkte  B'  und  C  sind  durch  Projection  der  Eckpunkte  i 
und  C  entstanden.     Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  den  Auadmck  fir 

{B'cry. 


111.    Zur  Theorie  des  Kater-Bohnenbergerachen 

Reversionspendels. 

Die  elegante  Eigenschaft  des  Pendels  mit  reciproken  Am 
kann  auf  folgende  Weise  sehr  einfach  bewiesen  werden. 

Eine  gerade  unbiegsame  um  einen  festen  Punkt  beweglich 
Stange,  deren  Schwere  vorläufig  =0  gesetzt  werden  kann^  sei  u 
ihren  Enden  mit  zwei  Gewichten  m  und  m'  beschwert,  deren  E^ 
fernungen  vom  Aufhängungspuokt  resp.  —  r  und  r'  seio  nog«^ 
dann  ist  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  welches  mit  den  geci* 
benen  gleichzeitig  schwingt^ 


mr'  —  mr 

Nimmt  man  unterhalb  jenes  Aufhängungspunktes  einen  andern  Punkt 
als  solchen  an,  und  lässt  das  Pendel,  nachdem  es  umgekehrt  wor- 
den, um  diesen  schwingen,  so  ist,  wenn  nun  die  Entfernungen  des- 
selben von  den  Gewichten  resp.  durch  —  q'  und  q  bezeichnet  wer* 
den,  die  Länge  des  mit  dem  gegebenen  gleichzeitig  schwin^odea 
einfachen  Pendels 

Soll  das  Pendel  um  beide  Aufhängungspnnkte  in  gleichen  Zeitei 
schwingen,  so  muss 

sein.    Man  hat  aber  offenbar 

r  +  r'  =  ^  +  ^'  ==  «, 

wo  a  die  Länge  der  ganzen  Stange  bedeutet;  und  wenn  man  die 
Entfernung  der  beiden  Aufhängungspunkte  von  einander  durch  b 
bezeichnet. 
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Die  GleidiBBg 

/  =  /. 

giebt  BOB 


rt^»  +  jwr»  —  2(«i'f' —  «r)*  ^  (i 


j 


M8  welcher  für  ^  die  foedimtiaeke  Gleiekaag: 

heiTorgebt  Die  Wurieln  finden  sich  sogleieli  durch  hlosse  Ab* 
■icht  der  CoefficientCB,  aen  erhält  Budich  filr  ^  die  beidcB 
Werthe 


TOB  dcBCB  hier  Bnr  der  erste  Ib  Betradit  komat  Mbb  ersieht 
hieraBs,  dass  6^:^1=1*  wird,  d.  h.  wcbb  des  Peadel  in  bei- 
dcB  LegeB  ji^leichzei tig  scbwiagt,  so  ist  die  Eatfer- 
BBBg  der  heidcB  AnfhäBgungspBBkte  tob  eiBBBder  gleich 
der  XiiBge   eines   eiafncben.  Pendels,   welches  ait  dea 

Segehenen  gleichseitig  schwingt     Die  BedentBBg  der  bb- 
era  Wnrsel  liegt  bb  Tage. 


TWttT*  6 
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IV. 

Neuer  Beweis  der  Formeln  für  die  fi^rirten 
Zahlen,  nebst  kritischen  Bemerkungen  fiber 

die  bisherig^en  Beweise. 

Von 

Herrn  Dr.  F.  Stegmann, 

* 

Lehrer  an  der  Realccbiile  und  •  PriTatdoeenten  an  der  DnWenrit&t 

zu  Marburg. 


y 


Unter  fignrirten  Zahlen  werden  hi^r  diejeni^n  arithmetir- 
sehen  Progressionen  verstanden ,  welche  durch  successives  Snmmi- 
ren  aus  der  Gmndreihe  1,  1,  1,  1, . . » .  entstehen  und  nicht  diejeni- 
gen, welche  aus  der  allgemeineren  Grundreihe  \;d,d^d....  ab^ 
geleitet  werden  können.  Demffemäss  ist  die  figurirte  Zahlen- 
reibe erster  Ordnung  einerlei  mit  der  Zahlenreiiie 

1, 2,  3,  4,  5, ...,  '    • 

die  figurirte  Zahlenreihe  zweiter  Ordnung  ist 

1,  3,  6, 10,  15,  ... . 

die  figurirte  Zahlenreihe  dritter  Ordnung  ist 

^  1,4,10,20,35^.... 

u.  s.  f. 

Bei  der  Beschäftigung  mit  diesen  Reihen  bieten  sich  zunächst 
die  zwei  bekannten  Aufgaben  dar,  mit  welchen  fiir  den  öffentlichen 
Unterricht  in  der  Regel  wohl  der  ganze  Inhalt  dieser  Lehre  zu- 
gleich abgeschlossen  sein  mag,,  nämlich  erstens  die  Aufgabe^  von 
jeder  figurirten  Zahlenreihe  einer  beliebigen  (^ten)  Ordnung  das 
allgeipeine  (J9te)  Glied,  und  zweitens  die  Summenformel  für  die  m 
ersten  Glieder  anzugeben.  Da  aber  wegen  der  Entstehungsart  der 
auf  einander  folgenden  Zahlenreihen  die  Summe  der  n  ersten  Glie- 
der der  ^ten  Reihe  identisch  ist  mit  dem  ^ten  Gliede  der  (^-|-l)ten 
Reihe,  so  erhält  das  zweite  Problem  natürlich  seine  Erledigung  zur 

gleich  .mit  dem  ersten.  Nun  findet  man  zwar  in  allen  Lehrbüchern 
er  allgemeinen  Arithmetik,  welche  über  die  ersten  Anfangsgründe 
hinausgehen,  den  Satz  ausgesprochen,  dass  allgemein  das  üte  Glied 
der  ^ten  Reihe  gleich 

fi(w-hl)(f>-f.2)...*(f>H*^--l) 


8S 

•der,  nach  ciioer  Tielgebraucbten  Beieicbaniiff  der  BiBOMialcoeffi. 

j^       )  ^^^'   PS'  ^^D  Beweis  dieiee  Satxet  bat 

MMi  abw  biaber,  wie  es  scbeiaty  nor  awei  Wege  angegebea,  yod 
denen  nnserem  Bedönken  nacb  weder  der  eine  mn€k  der  aadere 
den  Anforderungen  des  offeatlicben  Dnterricbto  so  rollkoBiBieB, 
wie  es  gewnnscbt  werden  moss,  zn  entspreeben  Termag. 

Die  eine  dieser  beiden  Beweisfnhmng^a  stützt  sieb  näalicb 
auf  eine  bekannte  Formel  ^  welcbe  für  das  allgemeine  Glied  eiaer 
jeden  aritbmetiscben  Progression  ^er  Ordnung  Gfiltigkeit  bat: 

(!)»,=•. +(*7^A•.+(*7^A••.-f-(*7^A••. 

wobei  «1  das  An&ngsgKed  und  A*i9  A'^d  A'*i  ••••  ^^^  ersten 
Glieder  der  auf  einander  folgenden  ersten,  zweiten  u.  s.  f.  Diffe- 
renzreiben  bedeuten.  Indem  man  nun  diese  Formel  auf  die  fignrir- 
ten  Zablen  zweiter  Ordnung  anwendet,  erbilt  man 

«1=1,  A«i  =  2,  ^»«,  =  1, 
also 


»-  =  l  +  (*7  ).2+(*7  ) 


aad    nach    einigen  Eeductionen  wird  bmb  die  dreitbeilige  Smmw^ 

rechter  Band  allerdings  auf  den  Ausdruck  — ."^  ^  =  ^  '^  )  brin* 

wie  es  aein  solL 

Indem  bmu  alsdann  die  Formel  (1)  auf  die  ügarirleB  Xmkltm 
dritter  Ordnung  anwendet,  erbilt 


«I  =  If  A»i  =  h  A'*i  =  h  A"«i  =  h 


=i+(*7b.3+(*7*).»+r7^ 


■■4  sack  eu%ea  Btdmeüomtm  «ir4  ■•■  •■eh  hier  4ie  rierthcilif  c 

8mm  nehter  Hn4  nt  <ie  Pom  ***  1* '2  ^'^''^  ==(*•*'*)  S«- 

bnckt  haben,  wie  es  aein  solL 

und  aaf  ^tutke  Weise  kann  man  allerdings  aadk  fiir  das  all' 


cesseine  Glied  der  ignrirtea  Zableareibe  rierter,  faafter«  aus.w« 
Ordnwig  die  betreflenden  Aasdrncke  ans  der  allgemeines  Glieicbaag 
(I)  berleifeea.  Allein  abgesehen  daran,  dasa  diejenigen  ftedacti^ne«, 
welche  eiforderiicb  sind,  um  den  filr  sr.  efhalte»en  Aa^dmek  aas 
aeiner  nnpringücben  Farm  auf  die  gewnnschte  Form  ähersMtiihrea, 
hei  jedem  nesen  Fortschritt  zo  einer  höheren  Oidonog  imm^  ver^ 
wickelter  anaCallen;  so  kann  doch  offenbar,  wenn  man  a>ucb  bei 
dem  Caterrichte  die  Mibe  nicht  scbeaea  woUte,  dk«<e  veiliäHtci^^m 
und  ngdUmKM  Rednctionen  sogar  bis  a4ir  viertel  ^^  timiimm  Ord- 
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titing  fdfftzufiihreo ,  bi«rdurch  alleiD  die  Hauptsache,  worauf  es  an- 
komrat,  pämlich  dass  die  gedachte  Transformation  für  jede 
beliebige  Ordnung  möglich  sei,  keineswegs  zur  Bvidens  ge- 
bracht werden.  .  Gleichwohl  scheint  durch  eine  solche  Induction 
öfters  die  Sache  erledigt  worden  zu  sein,  man  vergleiche  z.  B.  das 
in  vieler  Hinsicht  sehr  schätzbare  Compendium  der  höheren 
Mathematik  von  Burg.  §.  237. 

Die   andere  Beweisart   stellt  geradezu  für  das  nie  Glied  der 
^ten  Ordnung  die  Formel 

als  ein  Theorem  auf,  entweder  ohne  alle  Bevorwortung,  wie  z.  B. 
in  Ohm's  System  d.  Math.  2r  Theil.  S.  26.»  oder  wie  z.  B«  in 
dem  mit  Recht  gerühmten  Lehrbuch  der  Allgem.  Arithm.  von 
J.  U.  T.  Müller  (Halle  1838)  S.  426.  geschieht,  als  ein  Retultat, 
welches  „man  erwarten  könnte",  aachdem  man  für- die  beiden 
ersten  Ordnungen  die  Ausdrücke  n  und  .in(»  + 1)  unmittelbar  und 
ohne  alle  Mühe  gefunden  hat,  und  zeigt  alsdann,  dass  diese  allge* 
meine  Formel  (2),  wenn  sie  für  die  ^te  Ordnung  gilt,  auch  für  die 
(>&  +  l)te  ihre  Richtigkeit  behalte.  So  wenig  nun  aber  ^ogen  eine 
solciie  Beweisführung  .  von  Seiten  einer  strengen  Theorie  JSinwen- 
dungen  gemacht  werden  können,  so  wenig  möchte  sie  doch  in  di- 
daktischer Hinsicht  den  gerechtesten  Anforderungen  Genüge  leisten. 
Denn  die  belebende  Kraft  des  Unterrichts  in  der  Analjsis  besteht 
gerade  darin,  dass  er  nicht  gezwungen  ist,  die  aufeinander  fol-  • 
genden  Lehrsätze  als.isolirt  stehende  Wahrheiten  zu  demonstriren, 
welche  durch  den  glücklichen  Einfall  dieses  oder  jenes  Mathematt* 
kers  entdeckt  worden,  sondern  dass  er  vermag,  jedes  Resultat  vor 
den  Augen  der  Lernenden  gleichsam  von  Neuem  zu  entdecken^  daat 
er  diese  in  den  Stand  setzt,  den  Ursprung  jedes  spätem  Satzes 
als  Ausfluss 'bereits  erkannter  Wahrheiten  klar  anzuschauen  und 
ihre  Neigung,  wie  ihre  Fjihigkeit,  im  eintretenden  Fall  selbststSn- 
dig  eine  gesuchte  Formel  direkt  zu  entwickeln,  stufenweise  stei- 
gert. Was  den  Gymnasialunterricht  insbesondere  anbelangt,  so  kann 
es  zwar  durchaus  nicht  meine  Absicht  hier  sein,  mich  über  die 
Frage  zu  verbreiten,  ob  es  überhaupt  nöthig  oder  überflüssig,  nütz- 
lich oder  unrathsam  sei ,  die  Formeln  über  die  arithmetischen  Rei- 
hen höherer  Ordnung  ifnd  die  figurirten  Zahlen  noch  in  den  Cur« 
sus  der  obersten  Klasse  aufzunehmen,  oder  ob  diese  Lehre  definitiv 
dem  höheren  Unterrichte  vorbehalten  werden^,  müsse.  Auch  mnsi 
ich  mich  gegen  den  Schein  verwahren,  wenn  ich  gegen  die  bisher 
gelieferten  Beweise  dieser  Formeln,  wie  sie  in  verschiedenen,  zum 
Theil  auch  für  den  Gjmnasialunterricht  bestimmten  Lehrbüchern 
aufgenommen  sind,  hier  einige  Ausstellungen  mache,  dass  ich  da- 
durch der  Didaktik  der  Herren  Verfasser  zu'  nahe  träte,  weil  Ja 
natürlich  durch  den  mündlichen  Unterricht  leicht  ausgeglichen  wer- 
den wird,  wo  das  Lehrbuch  vielleicht  absichtlich  eine  Lücke  ge- 
lassen haben  sollte.  Allein  wenn  alle  Sachverständigen  heutiges 
Tages  darüber  einverstanden  sind,  dass  an  Gymnasien  die  Mathe- 
matik vorzüglich  wegen  ihres  formalen  Nutzens  gelehrt  werden 
müsse,  damit  sich  eine  gewisse  Seite  der  Geistesanlagen  der  her- 
anzubildenden Jugend  gehörig  entfalten  könne ,  so  wird  man  auch 
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gern  von  dem  urithmetiscben  Unterricht  aiiei  fern  lu  halten  suchen, 
was  dem  Geist  einer  ungeswnngenen  nnd  dem  jngendlicben  Sinn 
zugänglichen  heuristischen  Analysis,,  was  einer  Metbode  nicht 
zusagt^  welche  sich  zum  Grundsatz  macht,  von  bekannten  Tbatsa- 
cben  in  jedem  einzelnen  Falle  auszugehen  und  auf  natörlicbett  und 
leicht  findbarem  Wege,  ohne  gewaltsame  Sprüage,  das  weitere  Ziel 
zu  erreichen.  Und  dass  es  einer  solchen  Methode  schnurstracks 
zuwider  IRuft,  wenn  man,  wie  z.B.  in  dem  Anhang  des  Ob m' scheu 
Lehrbuchs  für  den  Blementärunterricht  (2te  Aufl.  §.  4.  fgg.) 
mehrmals  geschieht,  irgend  eine  Formel,  welche  erst  das  Resoltat 
einer  Entwickelung  sein  sollte,  geradezu  aufstellt,  ihre  Richtigkeit 
fdr  it  =  l  oder  i»  =  2  ,>probirt  und  dann  darthut,  dass  sie  im- 
mer für  jede  um  Eios  grössere  Zahl  it  =  ^  +  l  gelte,  wenn  sie 
fär  n  =  A  zutrifft",  dies  scheint  nicht  wohl  in  Abrede  gestellt  wer- 
den zu  können. 

Anders  würde  sieb  die  Sache  freilich  verhalten,  wenn  man  den 
Schüler  zu  der  Formel  (2)  zuvörderst  durch  eine  ^einfache  Induction 
hinzuführen  im  Stande  wäre,  so  dass  die  Worte  „es  lässt  sich 
erwarten',  dass  das  ioducirte  Gesetz  allgemein  gelte"  für  jeden 
sich  als  wahr  erwiesen,  und  wenn  man  alsdann  erst  die  so  frucht- 
hare  Scblussfolffe  von  n  auf  (i»  +  l)  und  von  ^  auf  (^-f-1)  an- 
wendete. Wollte  man  aber  zum  Zwecke  einer  solchen  Induction 
die  vorher  bezeichnete  erste  Beweisfubrunff  mit  der  zweiten  com- 
binireUj  so  wurde  der  ganze  Beweis  eine  Weitläuf^igkeit  annehmen 
und  bei  dem  Unterricht  eine  Zeit  erfordern^  wie  sie  gar  nicht  mit 
der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  im  Verbältniss  stehen  möchte. 
Es  wird  daner  wohl  nicnt  unnütz  sein ,  auf  einen  andern  und  di- 
recten  Beweis  der  gedachten  Formel  (2)  aufmerksam  zu  machen, 
welcher  sich,  wie  ich  fflaube,  durch  Einfachheit  und  Kürze  beson- 
ders empfiehlt,  von  welchem  ich  aber,  obwohl  er  sich  fast  von  selbst 
darzubieten  scheint,  nirgends  eine  Spur  aufsufindeD  vermochte. 

Ich  gründe  diesen  Beweis  unmittelbar  auf  die  Eigenschaften 
der  Binomialcoefficienten.  Zwar  weiss  ich  wohl,  dasa  man  neuer- 
dings in  den  Lehrbüchern  öfters  den  binomischen  Lehrsatz  erst 
gauB  spät  nach  der  Lehre  von  den  Progressionen  und.  den  arith- 
netischen  Reihen  höherer  Ordnung  seine  Stelle  an^evrieseh  bat; 
da  aber  dieser  Satz  so  überaus  wichtig  ist  und  überdies  eipe  gleich 
Anfangs  in  der  Potenzlehre  offen  gelassene  Lücke  ausfüllt,  so  hege 
ich  nach  wie  vor  die  Ueberzeugung,  dass  es  am  zweckmässigsten 
sei,  gleich  nach  der  Lehre  von  den  Potenzen  und  Logarithmen  die 
Comhinationen ,  dann  den  binomischen  Lehrsatz  für  ganze  Expo- 
nenten, und  hierauf  erst  die  Reihen  folgen  zu  lassen.  Es  möge 
mir  daher  erlaubt  sein,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Expo- 
nent der  Potenz  (a+6)P  eine  positive  ganze  Zahl  sei,  bei  dem 
folgenden  Beweise  von  zwei  bekannten  Eigenschaften  der  Binomial- 
coefficienten auszugehen,  erstens  däss 

(;)■»-(?) ='+''=('r') 

«)+(?)= et') 

(;)+(o=('t')  "•••'• 
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allgemeio 


w  •■(/-.)-'-(:) =('r) 

uod  zweiten!  dasi 

(?) = (f ) 
(^) = t^) 

(f)=(?i5) 

U.   8.   f. 


allgemeiD 


ist 


w....(f)  =  fe) 


Die  auf  einander  folgenden  Reihen  fignrirter  ZaUen  aind 


t»,  «,  t»,  «»4    «,      «,        t»,    .    .    . 

o 

m 

11111            1            1    .    .    . 

I 
u 

12    3    4    5      6      7 . .  . 

2 

u 

13    6  10  15    21    28  .  .  . 

s 

1  4  10  20  35    56    84  .  .  . 

4 

u 

• 

1  5  15  35  70  126  210  .  .  . 

•      ••          ••            •             •••• 

Um  ein  beliebiges  istes  Glied  ans  einer  dieser  Reiben  zu  bei 

nen,  wollen  wir  uns  der  Symbole  t^,  «i»,  «i»  u.  s.  f.  bedieoen 
dass  z.  B.  die  in  der  vierten  Horizontalreilie  befindliehe  Zal 

s 

dnrcb  u^  vorgestellt  sein  soll. 

Ferner  wollen  wir  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer 
ser  Reihen,  nämlich 


«f. 


u. 


u, 


«fi 


•  •  •  • 


k 


durch  8n  andeuten. 

Die  Bildungsweise  der  figurirten  Zahlen  wird  alsdann  er 
durch  folgende  Gleichung 

(A)  ....  fin^^Sn  oder  Un  =  Sn 
unzweideutig  charakterisirt 


BMDeRSr  Mt  jaddeh  &t  die  suceaniTe  BanchmatiK  icdn  fo|. 

genden  Gliedes  «n  aus  dem  TOrliergehenden  »n-i  die  Formel 

t+i        t+l  i 

(B)  ....  •i»  =  «i^i  +  *„ 

i         i  1       i-i-i 

welche  unmiUelbar  ens  (A)  folgt,  weil  iff^  =  £i,_|  +  wk ^  «n— i 

•f*«^  iit.    So  iit  K.  B.  w,=:  136  «Dtetaades  durcb  Additiou  tm 

»f=:70  and  «.=56. 


♦.  2. 

M>H  bflvetke  Dan,  «enn  »m  in  «ler  qiiadr«tftmig«ii  Zann- 
menatellaDfc  dieser  Sgerirteo  ZaUeB,  m>  wie  es  is  der  fnlgendu 
Fi^ur  geschehen  ist,  von  links  nach  rechts  aufsteigende  Diagonal- 
linien  zieht. 
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das^  alsdani) 

dnrcb  die  erste  Diagpnale  vertiuodeD  werden  1  und  1 

-  zweite        •  -                •        1,    2,  1 

-  dritte         -  -               -        1,   3,  8,  1 

u,  ■.  r., 

also  der  Reihe  nach  die  Binom ialcoefQcienten  siir  mittm,  zweitM, 
dritten  u.  s.  f.  Poteoi.  Das*  (Ueses  Gesetz^  wenn  es  für  eine  be- 
liehige  dieser  aufsteigenden  Reihen  z,  B.  die  ;>te  stattfindet,  auch 
(är  die  folgende  (p  +  i)te  Richtigkeit  behalten  müsse,  ist  leicht 
eincusehuk  Denn  ersleaa  fiiDgt  diese  fa)(!|ende  Reihe  affeniisi  aben- 
falla  mit  1  an,  zahlt  ein  Glied  mehr  als  die  vorhergehende  und  en- 
digt wieder  mit  1.  Und  ausserdem  ist  vermöge  der  Entstehnng  der 
figurirten  Zahlen  (Gleicbung  B)  das  zweite  Glied  dieser  folgenden 
Diagonalreihe  gleich  der  Summe  des  ersten  and  zweiten  Gliedes  der 
Torhet^cbentte« «  ih«  drittes  Glied  gleidi  der  Summe  des  zweiten 
und  dritten  Gliedes  der  rorhergebenden  d.  b,  f.,  es  sind  also  die 
Glieder  dieser  (^ -^  l)ten  Diagonalreihe  ganz  ebenso  aus  deaen  der 
pleii  Reihe  abzuleiten,  wi»  äen  Fotmelo  (3)  zu  Folge  die  Bino- 
mJalcoefEcienten  zur  (^-t-l)teii  Potenz  aus  deden  zur  pten  Potenz 
entstehen. 

Wenn  wir  daher,  um  ein  beliebiges  Glied  einer  dieser  schrSg 
aqfateigendeu  Diagottttr^Utcn  zu  bezeichnen,  den  Träger  »  anstatt 
ti  wählen,  im  üelirigen  aber  die  BezeiiibnuBg  der  früher  gewählten 
gleich  lassen,  sodass  z.  B.  die  Reihe 
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einerlei  eein  loll  nit  der  von  links  'nadi  rechte  anfirteigenden  Din- 
gonalreihe 

14    6    4    1 
nämlicb 


(j)(5)a)(;)(j) 


SO  sind  wir  ia  Stande,  das  Torher  nachgewiesene  Gesets  dorck  4ie 
Gleichung  auszusprechen 


(Ca)  ....  *«  =  Q^_jJ, 


wobei  p   und  n  ^(/^  +  1)  zwei  positiTe  ganze  Zahlen  andeuten 
sollen^  oder  auch  vermöge  der  Gleichung  (4)  durch 


(C ./?)...  ^  *»  =  (^  _  ^  ^  1 J* 


Nun    ersieht  man  aber  aus  dem  vorher  aufgestellten  Schema  der 
figurirten  Zahlen  sogleich,  dass  . 

p  p 

«,  r=dem  ersten  Gliede  der  /^ten  Horisontalreihe  =  «i 

p  p—\ 

«,=    -     zweiten    7        -    [p — l)ten     -  =^» 


P  '        •  ^   - 

«,=    -     dritten      -        -    {p^7)ten     -  =i», 

u.  s.  f. 
nämlich  allgemein 


p 
Setzt  man  daher  p  —  »+1  =  ^9  also  ;>:=;^+«  — 1>  so  wird 

h  h\n    1 

oder,  indem  man  jetzt  eine  der  Gleichungen  (C)  zu  Hfilfe  ruft,  ent- 
weder 

(D.a)  ....  ifM=  V.    «  — 1    ^ 
oder 

(D./»)....i.  =  (*•**•"*). 

Diese  letztere  ist  die  verlangte  Formel.   Setzt  man  darin  der  Reihe 
nach  ^  =  0, 1, 2, 3  • . . . ,  so  ergiebt  sich 
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für  die  Reihe  du  aUgeneine  Glied 

1.  1,    1,    1,    1,....    ("-*)=! 

1,2,    3.    4,    5.....      (J)     =. 

1,8,    «,10,15.....    (-+»)==5i2+i) 

1,4,10,20,35.....    (*■+•*)  =  2^±ii<2±2 

-  >  *    ' 

O.    8.  f. 

Uin  aber  eine  beliebige  ^e  Reihe  in  ihrer  TÖlligen  Allgemein- 
heit,  nämlich  die  ersten  Glieder  derielben  als  Functionen  von  k^ 
so  dass  ein  gewisses  Bildnngsgesetz  möglichst  klar  erkannt  werde, 
und  ihr  allgemeines  Glied  als  eine  nach  eben  diesem  Gesets  gebil« 
dete  Function  von  k  und  n  herzustellen,  möchte  es  am  einfiscnsten 
sein,  anstatt  der  Formel  (D .  ß)  sich  der  anderen  (D  •  o) 

« 

ZU  bedienen.    Denn  alsdann  erhält  man  sofort,  indem  man  anoees- 
aiv  11=  1, 2,  3, ...  •  setzt, 

^^  =  U)=^^>  ^^  —  \    1    >   *.=V    2   ;  = 172         ' 

u.  s.  f. 

^ —  1.2.S....(«i  — 1) 

Die  «llgeBeiDjt  Reihe  figmrirter  Zahlen  Ater  Ordonag  iat  also 


•  •  •  • 


•    • 


1.2  '  1.2.S 

.....+  l,2..e.(fi  — 1) 


und  ihre  Summe  ist  zu  Folge  (A)  und  (D) 

^•  =  ^-  =  \^*-»-l>'  ~  1.2.S....(it-f-l) 

oder  auch 

(k+n\  _  {k-^2){fc+l)....(k^9il 
n-^U    ~  le2...e(lS-.l) 
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V. 

Analytische  Aphorismen. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


■  I      V  < 


f. 


I.    8ammiriiB.g  det  Reihe  '^' 

Soll  y\jc)  eine  endliche  Grösse  sein,  so  muis-  o?  <^  1  bleiben, 
ausserdem  hat  die  Reihe  keine  Summe.  Denkt  man  sich  die  Glei- 
chung (1)  auch  für  eine  andere  Veränderliche  y  hingeadhrieben, 
so  ist  durch  Snhtraction ' 

= («  -  y>  -  i(«»  -Y)  -«-  i{^'  -  y')  -  4(«*  -  y*> + •  -  4 1 , ' ' 

Ferner  hat  man  analog  (1)  auch 

Nehmen  itrir  an,  dass  p  ein  Schter  Bruch  lei,  so  hissen  sich  (ttt 
Ausdrücke  i 


-'  S- 


1+y'  (i+y)»'  (i+y)" 

nach  dem  Binomisltheorem  in  Reihen  verwandeln  und  dadurch  wird 

fe 

=  (*-y)  [{-i).-i-^i).y-K-4)^'-t-(--J).y-»-..l 
-  K-«' -  y)M(- *)o -H  (- 4).y-K- 2).y' -H  (- 2).y* +., . :  J 

^a:  -  yY  K"  3).  +  (-  3),y-»-  (-  3),y»  +  (-  3),y  + . . .  .J 


Nehmen  wir  die  einzelnen  Glieder  diagonal  suaammen,  so  ergiebt 
sich : 


91 

+  (^  -  y)  K- »).y- i(- 2).(^  -  y)l 

+ (^  -  y)  [(-  i).y'  - 1(-  2).y(^  -  j() + 4<-  »).(«  -  y)»l 
(*  --  y)  [( -  i).y'  -  i{-  2).  y'(^  -^  y)  -i-  *(-  8).  y(*  -  y)» 

-K-4M*-y)'l 


V 

Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reibe  würde  folgende»  sein: 

(.^«>-^)[(-i)«r--i(-a)i.^iJ^H^-yH4(-3),»..,^  (3) 

Betrachten  wir  die  eingeklaaimerte  Grosse  ^  in  der  wir  üb  —  jf  ait 
X  bezeicbnen  wollen,  für  sieb. 

Es  ist  ein  bekannter  Satz  von  den  Binomialkoefficienten ,  dass 

ist;  dlurnacb  wird 

= (-  i)n  [n^jr + iii,^-i* + i«,sr-^^»  + . . .  .1        (4) 

Dieser  Ausdruck  lasst  sieb  aber  bedeutend  abkürzen.    Bs  ist  näm- 
licb  für  jedes  fi  ,  > 

vi-t-wr^     1 —    1   •^     1.2   "^  ^      1.2.S      "^  -t-.... 

folglich  ^  ' 

(l-t-ii)i>4-l-,l_  «      .   1     ÜÖLzil^^ 


•  ■ .  «■ 


oder 

(1 -♦- ag)>»-M  —  1 

(m  + 1)» 


=  »o+i*i«' +  !«»«*  + .... 


Daraus  folgt  für  ii  =  ---  und  durch  Multiplication  mit  ^:      # 

ln+iy%       =».y»+i*».y*-'»-l-i»,y^%»'-h.... 

und.  auf  der  rechtes  Seile  steht  Jetzt  die  in  (4)  eiBgekiamsierte 
Reihe.    Der  Ausdruck  ie  (4)  ist  daher 

(—  l)»      (t.f.y)>»-H— y»4-l 
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über  M  war  :=  or  —  y  nad  daker  iat  die  Torliegaada  GrSaaa 

(— ly»     jro4-l— yw^l 

folfliek*ift  der  Aoidmck  (3),  welcher  das  allgeaeiBa  Glied  k| 
Reihe  Ar  /(f^J)  danteilte,     , 


=lrä(^'*'^—y^^)' 


Wir  habeo  daher 


Vergleichen  wir  damit  deo  Anidruck  (2),  ao  ersieht  aich  die  GM- 
chnog 

/t*)-Ay)=/(r^)- 

Die  Somme  der  Reihe 


^  — i^'-H-^r*  — . 


•  •  •< 


—  1 


iit  alio  diejenige  Functioo  von  Jt,  welche  die  Bigei- 
•chaft  hat: 


/(*)  -Alf)  ==Äh^)' 


Um  hieraus  die  Function  f  bestimmeD  zu  können ,  aetzen  wir 
f{af)  =  9(1  +«)^  wo  (p  eine  neue  Function  bedeutet.  Ba  wirf 
jetit 

Nehmen  wir  noch  l+ar  =  a/?,  l-4-y=/?,  lo  kommt 


oder 


9{aß)^q>{ß)  =  q>{a) 


Man  yeiu  aber,  dass  diese  Function  keine  andere  iat,  als 

q>(a)  =  a\oga  (mit  beliebiger  Basis), 

wo  a  eine  willkührliche  Constante  bedeutet  (Cauch  j,  cours  d'ana- 
lyse,  page  111);  also  haben  wir  auch  g)(l-hÄJ  =  a log (1-I-jp), 
und  weU  j^l  +  or)  =/(^)  war,/(^)  =  alog(i+ar);  Wglteh 

•logClH-«JP)  =  *  — 4^*  +  T^*  — ..M  -l-l>ar>  — 1.     (5) 
Man  hat  ebenso 


«rlog(l  —  «•)  =  — ^  — |jr»— iJ?»  —  •...,  +1^«>— 1    (•) 
~^Drch  Subtraction 

und  für  i ^  « : 

i«log*  =  |^-H*(^)Vi(^)*+ «>«>0.    (8) 

Daraus  bestimmt  bid  a»  indem  man  «  =  ^»  der  Basis  das  logaritb- 
mischen  Systems  nimmt;  es  ist  dann  log  ^=1,  folglich 

Hat  man  auf  diese  Weise  a  gefunden,  so  erhält  man  ans  (8) 

nnd   der  Factor  ri  tat  die  Grösse,  weiche  man  den  Modnlaa  das 

^     logaritbmiscben  Systems  nennt. 

Der  vorstehende  Beweis,  welcher  sich  an  die  von  Canchj  aaf 
pag.  1^  und  168  för  die  Binomial-  nnd  Exponentialreihe  gegehe- 

--  nen  Beweise  anschliesiit,  d&rfte  sieh  hauptsächlich  dadurch  empfehlen, 
dass  er  ebenso  wenig  von  der  Kenntniss  der  Exponentialreihe,  noch 
von  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  Gebranch  macht« 

11.   Beweis,  dass  für  jedes  f*     ^   =fAjcf*—i  ist 

Um  den  ausgesprochenen  Satx  su  beweisen,  geht  man  gewöhn- 
lich vom  Binomialtbeorem  für -ganze  positive  Exponenten  aus,  oder 
zeig^  wenigstens  mittelst  des  Schlusses  Ton  m  auf  m  +  i,  dass  för 

A^s=:n  ist,  woraus  sich  die  Gleichung 

ableiten  lässt;  diese  wird  dann  auch  auf  gebrochene  und  negative 
m  ausffedehnt.  iMan  kann  aber  auf  viel  knrserem  Wege  sop^eich 
zum  allgemeinsten  Resultate  gelangen. 

Man  weiss  nämlich,  dass,  wenn  ii,  g^  r,  u.  s.  w.  Functionen 
von  ae  bedeuten^  die  Gleichung  statt  findet: 

pyf**«*»  p  ^  r 


•  •  • 


oder,  wenn  wir  fiberal]  mit  da^  dividiren  und  den  DiffereitiaLquo- 
tienten  einer  Function  überhaupt  mit  D  bezeichnen  (~i^=/^^))9 
auch 

Dipgr. ...)_,  Dp        Dg    \  ^' 


•  •  •  • 


Sei  nun  p^=zasa^  qz=ia:^^  r^rucV^  u.  s.  w.,  so  ist 

pqr . . . .  =  a:«+^+/-K-", 

also 

nix^-^-ß^-^-) MKica)        Djxß)        DjaT)    ' 

Bezeichnen  wir  überhaupt 

-^  mit  spö*), 

so  sagt  jene  Gleichung,  dass  diese  Function  die  Eigenschaft  hat 
9P(a-H/?-hy-+-....)  =  J>(a)-Hy(^)-+-9P(r) -+-.... 


woraus  folgt,  dass  für  jedes  beliebige  f»,  die  Function  9  wn  der 
Form  ist 

(Cauehy,  eours  d'analjse.,  page  106),    Aber  es  ist 

5Pt^^  — "iT-— -^  —  ^. 
folglich 

und  weil  y(/t*)=    ^     war,  so  ergieht  sich 

B(a:^)  =  fia:f*-i  oder  ^^  =  fia:f^i 
für  jedes  beliebige  fjb. 

HI.    Summirung  der  Reihe 
''  Kl  iit  folgendes  Ititegrikl.  bekannt: 

I  /"^/^  \_^         .  2.4.6....^  ,^. 
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Man  9rUUt  «iasselfo  am  leicfatesten  dnreh  laekraalige  ABwradanf 
der  Reductionsformel, 


fiir  a  =  l,  ^=r-— 1,  #t=rl,  /»  =  —  ^^  iodem  map  nachher  «•  +  ! 
für  ««  setzt. 

Spbstitiiiren  wir  die  Werthe  des  Integrals  (2)  für  «1  =  0,  1, 
2y..  ..1»  in  die  Reihe  (1),  so  ergiebt  sich»  dass  dieaelhe  dea  foU 
gendea  Aasdra^e  gleich  ist: 

i/;'(T'-^*-*-^*'-....l(l-*)-»*r    (3) 

wovon   man  sich  aaeh  nnigfekehrt  durch  Integration  der  einselnen 
Glieder  leicht  überzeugt. 
Nan  ist  aber 

*       ^\     ^^^  —      l    ^  1.2    "^  ^         1,2. S        *—•••• 

folglich 

Dnrcli  SubstitotioD  dieses  Werthes  geht  das  Integral  (3)  in  das  fol< 
(pende  über 

Für  o?  =  1  —  y  erhält  man  daraus 

~Vi.(i»H.i)(i-y)^^=är+:2yo  nüT^*^ 

fei 


1       (1        .1  1 


—  2«-f-2  U— i        2~i  ^3  — i^ ^  n 

Es  ist  daher 


wUaiA  4i«  MsMM  4tr  leihe  ia  ikttr  ■igiii^f 
^rgcetellt  wird. 

IV«    Ableitung  einer  Reihe  fnr  Are*  t«n  jr. 
R«  ifft  folgende  Reihe  bekannt: 

%*  2     s*         2.4    s* 

Arc»iin»  =  Y-l-y.-2  H-575.y  +  ....     (1) 

We  wurde  von  Hteinville  snent  gegeben  und  iet  4«bb  niif  i» 
«cbiedcne  Weite   bewiesen   worden.     (Einen   eleaeaterm 
giebt  Caueby  e,  a.  0.  page  549  —  550). 
Man  bat  aber 

Arctan  ar  =  Aresin 


folglich,  wenn  man  beiderseits  quadrirt  und  rechts  die  Gleichii| 
(1)  anwendet^ 

:c*  r    X*    "N*       2.4     ./^    d?*    N» 

Arc-tan  a:  =  j^^^  +  f  .  k\j:^^)  +  O  '  ^1+^^   "*" '  " 

Unter  der  Voraussetzung!  dass  ac'^X  sei,  lassen  sich  di«  Grtaa 


Mittelst  des  Binomialtheorems  für  negative  Exponenten   in  Reihi 
verwandeln  und  geben  jetst  folgenden  Ausdruclc: 

Arc»tanjr  =  a?>[(— l)o-h(— l),Är»4-(— l),Är*-h(— l),a?«+..J 


Ordnet  aan  deneelben  nach  Potenien  von  jr»  so  ergieht  aick: 
Are*  tan  jr = or*  .  ( —  1), 

.    ^.p->>»     ,     ^      (-2),         2.4     (— Ikl 
'^•'L      1        "^  J   •       2       "*"j.5~r"J 


ISin  allgeaieMiee  GKed  dieser  Reihe  wirde  sein: 

P~llb  2      (~2i>~i         2-4     (-»»-»    .  T 
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oder,  wenn  man  bemerkt,  dass  immer 

(-«)/,  =  (— 1)^  («4- ;>- 1);, 
ist, 

_  (-^  l)n^2«+2  1^- --.-  +  _._- ....J. 

Dfe  eiDgeklammerte  Reihe  ist  aber  die  Dämliche,  welche  wir  in 
No.  111.  summirt  haben;  setzen  wir  ihre  Summe,  so  ist  unser  all- 
gemeines Glied 

und  daher  erhalten  wir  das  bemerkenswerthe  Resultat: 

Are*  tan  jc 

öder  etwas  symmetrischer: 

^Arc'  tan  a: 

—  2         4  v*  ^^T/T^  g  l*  "r-jT^T/       •••• 

welches  nach  der  früheren  Bemerkung  nur  so  lange  richtig  bleibt, 
als  a:  ein  achter  Bruch  ist. 

Man  könnte  fragen,  ob  die  Reihe  noch  für  a:  =  l  convergire, 
was  man  aus  ihrer  Ableitung  nicht  unmittelbar  erkennen  kann.  Da 
die  Reihe  (3)  für  a;=l  nämlich 

4— i(H-ij  +  4(l  +  i-Hi)-....    (4) 


mit  wechselnden  Zeichen  fortgeht,  so  ibt  zu  ihrer  Convergenz  nichts 
weiter  nÖthig,  als  dass  jedes  Glied  grösser  als  das  nächste  ist,  also 
eine  bestänoige  Abnahme  der  Glieder  hinsichtlich  ihrer  absoluten 
Werthe  statt  findet^  'und  dass  zugleich  diese  Abnahme  ins  Unend- 
liche fortgehe,  mitbin  die  Gränze,  welcht^r  sich  die  Glieder  nähern, 
keine  andere  als  die  Null  sei.  Beide  Umstände  treffen  bei  unserer 
Heibe  zusammen,  wie  sich  aus  dem  Folgenden,  ergiebt. 

Ein  allgemeines  Glied  der  Reihe  (4)  ist,  abgesehen  vom  Zeichen, 

wofür  sich  wie  früher  das^lntegral  setzen  lässt: 

'•~2«/o   1  — js»***  —  2»Jol-.«»       2««/ol  — «» 
TheU  V.  7 


98r 

Verwandelt  man  ^  in  die  bekannte  unendliche  Reihe,  was  sich 

hier  auf  ganz  ähnliche'  Weise  wie  in  einem  früheren  Aufsatze  von 
mir*)  rechtfertigen  lässt,  so  ergieht  sich  durch  Integration  der 
einzelnen  Glieder 

I 

«it  =  gj[i-l-i-l-|-*-...  in  inf.J 

—  ;r-  L; ;  ^  7^ m  ~H  7i z  -h  .  •  •  •  in  infj 

und  durch  Vereinigung  der  unter  einander  stehenden  Glieder 

__        1  1  1  .     .- 

•*" ~  1(2»  + 1)  "*■  3(2«-*- S)  "*"  5(2»-*- 5) -*-•••>"  *"'•> 

ein  schon  an  und  für  sich  bemerk enswerther  Satz. 
Man  hätte  ebenso 

_  1  ^1^1 

»«+1  —  1(2,^^3)  "*'3(2»-*-5)  ■^3(2«-h7)"*'      ••' 

folglich  t^^üiM^i.  Geht  man  ferner  in  dem  Ausdrucke  für  tf»  zur 
Gränze  für  wachsende  n  über,  so  ist  offenbar 

Lim  Un  =  0. 

Mittelst  dieser  beiden  Eigenschaften  der  allgemeinen  Glieder  u  ist 
die  Convergenz  der  Reihe  (4)  bewiesen.  Wir  haben  daher  aus  (3) 
für  a:=  1 


y.     Ueber  den  Werth  des  Integrales    /     e    tlt» 

Der  Werth  des  vorstehenden  bestimmten  Integrales,  welches  in 
der  Wärmetheorie  und  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommt,  ist 
schon  auf  verschiedene  Weise  abgeleitet  worden,  von  Legendre 
undLaplace  durch  doppelte  Integration,  vonPoisson  durch  eine 

feometriscJie  Betrachtung  u. s.w.    Eine  von  anderen  Theorien  unab- 
ängiffe  Bntwickelung  desselben  ist  folgende. 

iZmerst  erhellt j   dass  das  fragliche  Integral  einen  endlichen^ 

Werth  haben  müsse!    Denn  da  die  Function  e      rascher  abnimmt 

t 

als  die  Function  e  ,  so  muss 


e    dt'*C  I     e  lU.  d.  h.  <1 

0  •''0  ' 


•)  Thl.  in.   No.  XXXII. 


^9 

sein.    Bezeichnen  wir  den  unbekannten  Wertb  4cs  Integrales  mit 
J:,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 


dadurch ,  dass  man  Vu  t  für  $  setzt ,  wo  n  eine  beliebige  positive 
Constante  bedeutet  und  V^u  positiv  genommen  wird, 

und  wenn  man  diese  Gletthung  #»mal  nach  u  partiell  differenziirt 

/o       A#i     *--^""SS~' 

d.  h. 

#2»»^      <ÄP=a:  —     ■    -    J, -^  .  --7- 

0  2«fi»  V/« 

oder  a*  für  m  gesetzt 

/o  ^^       ^="^ 2^^ -7     ...(3) 

Mittelst  dieser  Gleichung  lässt  sich  der  Wertb  des  Integrales 

r  *  sin  l-«*^' 

in  eine^  unendliche  Reihe  verwandeln.    Setzt  man  n%mlich  für  sin  t  ' 
die  Reihe 


f»        .  *» 


1         1.2.S    ■    1.2.3.4.5       

und  integrirt  die  einzelnen  Glieder  nach  Formel  (3),  so  ergiebt 
sich 

y-*sin  t  -«"<*  ^ 

*  M 

j2.    i-  —      I  ,1       .  1.3  1 

M  •   a        t.S.3  *2.iK'  ■^1.2.3.4.5  '  «T^  *"  * '  • '^^ 

und  diess  ist  für.  alle  möglichen  a  richtig,  weil  diese  Reihe  jeder- 
zeit -convergirt. 

Man   kann   aber   fiuf  anderem  Wege   zu  ganz  der  nämlichen 
Reihe  gelangen.    Man  setze,  nämjich  in  dem  Integrale 


f^t^di 
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für  e      die  Reihe 


1— .£!  ■    ^* 


...(6) 


1      '    1.2       1.2.«^  • 

upd  integrire  die  einzelnen  Glieder»  lo  wird 

0 

—  2a        1   '  SV2aJ    "*"  1.2*  5V««/         

und  die  vorstehende  Reihe  iit  diie  nämliche  wie  die  in  Formel  (4) 
in  Parenthesen  stehende.  Multipliciren  wir  daher  das  vorliegende 
Resultat  mit  2^,  so  ist  durch  Vergleichttng  von  (4)  und  (6) 

.u/ff'ät=/^^'""äf....  (7) 

und  diess  gilt  für  jedes  heliehige  a.  Lassen  wir  dasselbe  immer 
kleiner  werden  und  gehen  zur  Gränze  für  a=:0  über,  so  wird 


Vermöge  der  Gleichung  (1)  ist  aber  die  linke  Seite  ==2^*;  der 
Werth  des  Integrales  rechts  ist  bekanntlich  =  -^;  mithin  wird^2^* 

=  -7-  oder  A::^^[/n,  wodurch  die  bisher  unbestimmte  Grösse  ^ 

ihre  Bestimmung  gefunden  bat.  ^      / 

Wir  haben  jetzt  aus  Formel  (2)  für  «  =  a* 

«nd  aus  Formel  (3) 

Setzt  man  in  Formel  (7)  rechts  ß$  für  I,  so  ergiebt  sieh 

./^/^-'»  .        /•••in  ^^-«-/J»^*  ^ 

oder,  --  fiir  a  gesetzt: 

,  >    /r  -«•  .         /•"«in  ßt-a'*'  . 
Differenziirt  man  diese  Gleichung  nach  ß^  so  wird 


'    •  •  •     • 

#  •  •     •  •  • 


^7^^  =y;*co8  ßt .  r  ""* ....  (10) 

womit  die  wichtigsten  drei  FormelD  dieser  Art,   näälich  (8),  (9) 
UDd  (10),  bewiesen  sind. 

Aus  der  letzteren  kann  man  noch  ein  allgemeineres  Resultat 
siehen.  Es  ist  nSmIich  nach  einem  früheren  Aufsätze  von  mir  Qber 
höhere  Differenzialquotienten  (ThI.  IV.  No.  XL.): 

*^  >(11) 

=  (—«)»} (lensy  —  2ä,(2«ü)«-2  •+-  3 . 4ii^(2«w)'«-*  —  ....}«** "  ) 

und  dieses   lässt  sich  auf  folgende  Weise  henutzen.    Man  differen« 
ziire  die  Gleichung  (10)  »mal  nach  ß^  so  ist 

-  ^" 
\/n    dn{e  ^ /^«Kcos^ -«•'* 

2«   '       dßn       —t/o       I«?»       ^ 

>^«    .  — «"f» 

=  /     cos(/?^-H  \nn)  .P*  ,e      d$ 

und  wenn  man  auf  der  linken  Seite  die  Gleichung  (11)  farii=/}, 

1  '  . 

a=:r-  in  Anwendung  bringt,  so  erhält  man  das  Integral: 

t^  cos  ( jifTT  ^  ßt).e      d$ 

='i^[(f)--'-.©'"-H».4..(f)-*-.]ra)-M'»' 

welches  noch  nicht  be)(anttt  zu  sein  scheint 


M 


VI. 

Ueber  die  Auffindung  mathematischer 
Wahrheiten  bei  den  Griechen« 

Von 
Herrn  Doc^or  Ludwig  Felix  Ofterdinger 

zu  TübiogeD. 
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1.  Artikel. 

Die  ^rt,  wie  die  griecbiscben  Miithematiker  ihre  EDtdockuDgen 
gemacht  Ikaben»  ibt  ein  GegeostaDd,  der  seine  volle  Lösutig  immer 
noch  nicht  gefunden*  bat.  Peter  Nunnez,  Franz  und  Peter 
Schloten,  Wallis  und  mehrere  spätere  iVlatbenuitiker  waren  der 
Ansicht,  dass  die  alten  Mathematiker  ein  Mittel  in  der  Hand  g^e- 
habt  haben,  durch  welches  sie  ihre  Sätze  erfunden  hätten,  dass^ins 
aber  dieses  nicht  überliefert  worden  sei.  Robert  Himson  g^^slrt 
dieses  Mittel  sei  die  Analysis,  wie  sie  uns  Pappus  im  VII.  Buch 
seiner  mtithematischen  Sammlungen  zeigt;  dieser  Ansicht  stimmten 
mehrere  Mathematiker  bei.  Eine  genaue  Betrachtung  der  mathe- 
matischen Werke  der  Griechen  zeigte  dass  die  Analysis  allerdings 
hei  der  Abfassung  derselben  eine  grosse  Rolle  gespielt  hat,  dass 
aber  auch  die  Analysis,  wie  sie  uns  Pappus  giebt,  mehr  zur  Lö- 
sung einer  geometrischen  Aufgabe,  als  zur  Aumnduog  neuer  Sätze 
dient,  dass  deswegen,  wenn  die  Analysis  zur  Erfindung  neuer  Wahr- 
heiten gebraucht  werden  soll,  dieselbe  allgemeiner  aufgefaäst  wer- 
den muss,  und  dann  doch  noch  ein  anderes  Etwas  übrig  bleibt, 
welches  zur  Entdeckung  mathematischer  Wahrheiten  fuhrt.  Diess 
alles  auszuführen  und  zu  beweisen  ^st  der  Zweck  nachfolgender 
Zeilen.  ^ 

Eine  Vergleichung  mit  neuern  NKhoden  ist  bei  einer  derarti- 
gen Arbeit  nicht  wohl  zu  umgehen,  und  wenn  der  Verfasser  diess 
auch  so  wenig  als  möglich  gethan  hat,  so  wird  er  dadurch  wohl 
keinem  Tadel  ausgesetzt  sein. 


V        • 
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«.  1. 

Ueber  die  Auffindung  matfaematiscber  Wahrheiten  durch 
die  Analysis,  oder  über  die  theoretische  Analysis. 

Wenn  man  einen  Satz  D  bat,  dessen  Allgemeinheit  und  Gül- 
tigkeit noch  nicht  erkannt  wäre,  so  nehme  man  )ein,  er  gelte  in 
alfer  Allgemeinheit.  Nach  einer  ffenauen  Untersuchung  dieses  Satzes 
wird  man  finden,  dass  er  in  aller  Allgemeinheit  bewiesen  werden 
könnte,  wenn  der  Satz  C  in  aller  Allgemeinheit  gelten  würde  und 
bewiesen  werden  könnte;  dieser  aber,  wenn  der  Satz  i?,  und  die- 
ser, wenn  der  Satz  A  g^lt  und  bewiesen  werden  kann.  Hier  sind 
drei  Fälle  möglich: 

1)  Ist  ^  ein  Satz,  der  allgemein  gültig  ist,  und  entweder  schon 
bewiesen  ist,  oder  gar  keines  Beweises  bedarf,  so  ist  D  in 
aller  Allgemeinheit  wahr  und  kann  bewiesen  werden. 

2)  Ist  hingegen  ^  ein  Satz,  von  dem  man  weiss,  dass  er  unwahr 
ist,  da  jf  nur  als  wahr  erwiesen  werden  kann,  wenn  A  wahr 
ist,  so  ist  in  diesem  Falle  C  und  auch  D  unwahr. 

3)  Ist  aber  A  nicht  in  aller  Allgemeinheit  wahr,  sondern  hat  die- 
ser Satz  Ausnahmen,  so  haben  entweder  diese  Ausnahmen  kei- 
nen Einfluss  auf  B  und  es  ist  dann  die  weitere  Untersuchung 
wie  im  ersten  Falle;  oder  sie  machen,  dass  B  zwar  ffilt,  aber 
mit  Ausnahmen ,  wo  dann  untersucht  werden  mnss ,  ob  C  den- 
noch wahr  oder  unwahr  ist  oder  mit  Ausnahmfen  g^lt,  und  im 
letztern  Falle,  ob  D  allgemein  wahr  ist  oder  unwahr  oder  mit 
Ausnahmen  gilt. 

Diese  Untersuchungsart  nennt  man  die  theoretische  Ana- 
Ijfiis  *):  sie  dient  also  1)  zur  Aafsuchung  des  Beweises  eines 
Satzes  und  2)  zur  Auffindung  neuer  Sätze,  welche  hier  die  Mtttel- 
sätze  {ß  und  C)  sind,  und  die  zwischen  dem  Satze,  den  man  be- 
weisen will,  nna  dem,  welchen  man  schon  bewiesen  hat,  liegen. 

Alle  Beweise  aller  mathematischen  Sätze,  alle  mathematischen 
Schriften  entstanden  durch  diese  Methode,  und  sie  kann  in  allen 
Theilen  der  Mathematik  noch  jetzt  mit  Nutzen  gebraucht 
werden.  Es  ist  daher  sehr  zu  bedauern,  dass  es  fast  scheint,  sie 
sei  ganz  verlohren;  denn  der  Gebrauch,  welcher  von  der  griechi- 
schen Analysis  bei  einzelnen  geometrischen  Aufgaben  und  nie  und 
da  bei  einem  einzeln  stehenden  f ^ehrsatze  gemacht  wird,  kann  kei- 
nen Anspruch  auf  eine  wissenschaftliche  Methode  machen  *"*). 


*)  „Duplex  est  änalyseos  genus,  vel  enim  est  veri  indagatrix,  diciturque 
„theoretica;  vel  propositi  investigatrix,  ac  problematica  vocatur.  In 
„theoretico  autem  genere,  qnod  quaeritur,  revera  ita  se  habere  sup- 
„ponenteSy  ad  deinde  per  ea  quae  consequuntnr,  quasi  vera  sint  (ot  sunt 
„ex  bypotbesi)  arjfumentantes ;  ad  evidentem  aliquam  conclasionem  pro- 
„cedimus.  Jam  si  conclusio  illa  vera  sit,  vera  quoque  est  propositio 
„de  qua  quaeritur;  ac  demonstratio  reciproce  respondet  analyst.  Si 
„vero  in  ralsam  conclusionem  incidamus,  falsum  quoaue  erit  de  quo 
„quaeritur."  Pappi  Alexandrini  praefatio  ad  septimum  librum  coUectio- 
nis  mathematicae. 


e» 


)  Klügel  (math.  Wörterbuch  I.  pag.  89.)  safft:  ,,Die  theoretische  Analysis 
„ifvird  kaum  anders  brauchbar  sein,  als  oei  der  Prüfung  eines  Satzes, 
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Uoter  den  vielen  Beispielen,  welche  hier  gegeben  werden  könn- 
ten, mag  eines  angeführt  werden,  das  wegen  seines  allgemein  be- 
kannten Gegenstandes  die  Sache  am  leichtesten  klar  machen 'wird 
und  das  gleichsam  die  Angel  ist,  um  welche  sich  alle  Sätze  der 
sechs  ersten  Bücher  der  Elemente  des  Euclides  drehen. 

Multiplicirt  man  eine  Zahl  a  mit  sich  selbst,  so  erhält  man  die 
Zahl  aa\  nun  lehrt  die  Erfahrung,  dass  wenn  man  eine  belie- 
bige Anzahl  (a)  gleich  grosser  Quadrate  hat,»  und  davon  aa  nimmt, 
man  daraus  ein  einziges  Quadrat  zusammensetzen  kann,  an  dessen 
jeder  Seite  a  Quadrate  liegen;  so  kann  man  -z.  B.  aus  3.3,  4.4, 
a.^  u.  s.  w.  Quadraten  einzelpe  grosse  Quadrate  bilden,  an  deren 
jeder  Seite  3,  4,  5  u.  s.  w.  von  ienen  kleinen  Quadraten  liegen. 
Bildet  man  nun  3  Quadrate,  von  denen  das  eine  9,  das  andere  16, 
und  das  dritte  25  gleiche  Quadrate  enthält,  so  dass  also  die  beiden 
ersten  Quadrate  eben  so  gross  als  das  dritte  sind,  so  lehrt  die  Er- 
fahrung, dass  wenn  man  die  drei  Seiten  dieser  drei  Quadrate  zu- 
sammenfugt, man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  erhält,  von  dem 
man  saffen  kann: 

das  Quadrat  der  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegenden  Seite 
ist  gleich  den  Quadraten  der  ihn  einkchliessenden  Seiten, 
Da  man  dasselbe  bei  den  Quadraten  findet,  welche  aus  36,  64  und 
100,  ferner  bei  denen,  welche  aus  81,  144  und  225  kleinen  Qua- 
draten zusammengesetzt  sind,  so  entsteht  die  Frage,  ob  der  aufge- 
stellte Satz  nicht  ganz  allgemein  gilt*). 

Zu  eiuem  vollständigen  Beweise  eines  Satzes  gehört  aber,  dass 
man  alle  gehrauchten  Kunstausdrücke  gehörig  erklärt.  Deswegen 
ist  es  in  vorliegendem  Satze  nöthig,  die  Ausdrücke  Quadrat  und 
rechtwinkliges  Dreieck  zu  erklären;  Quadrate  und  rechtwink- 
lige Dreiecke  sind  geradlinigte  Figuren;  um  daher  eine  voll- 
ständige Erklärung  davon  geben  zu  können^  muss  man  eine  Erklä- 
rung VAU  geradlinigten  Figuren  geben,  wozu  aber  die  Erklärungen 
von  Figur  und  Grenze,  Ebene  und  Fläche,  von  Linie  über- 
haupt, und  besonders  von  geraden  Linien,  und  dem  Aeuss«r- 
sten  einer  Linie,  also  die  Erklärungen  1  —  7,  13,  14  und  20  L 
Elem.  Eucl.  gehören. 

Rechtwinklige  Dreiecke  sind  Dreiecke;  daher  gehört  zu  einer 
vollständigen  Erklärung  dieser  Figuren  die  Erklärung  vom  Drei- 
ecke überhaupt  und  die  der  besondern  Arten  von  Dreiecken. 
Ebenso  gehört  zur  Erklärung  des  Quadrats  die  aller  vierseitigen 
Figuren.  Um  aber  die  Erklärungen  der  verschiedenen  Arten  von 
Dreiecken  und  Vierecken  zu  geben,  muss  man  die  Erklärungen  vom 
Winkel  und  dessen  besondern  Arten  vorausschicken:  dadurch  er- 
hält man  die  Erklärungen  8  —  12,  21—34  1.  Elem.  Eucl. 

„den  ein  Schriftsteller  aufstellt  oder  anwendet,^  ohne  ihn  zu  bevveisen !" 
Lehmann  (mathematische  Abhandlungen.  Zerbst  1S29.  pag.  2Jl)  sagt: 
„Die  Alten  hatten  zwar  auch  eine  Art  von  Analysis,  die  aber  doch  von 
„der  neuern  ganz  verschieden  war,  nur  in  einem  blinden  Versuchen 
„bestand,  und,  in  Beziehung  auf  das  System,  als  eine  Nebensache,  bloss 
„als  ein  Cebungsmittel  der  Erfindungskraft,  betrachtet  worden  zu  sein 
„scheint." 

*)  M.  Vitnivii  de  Architcctiira  libri  decem.  lib.  I.  2.  —  Prodi  commenta- 
riprum  in  primum  EucIiUis  librum  libri  quatuor.  lib.  IV.  ad  prup.  47. 
Eucl. 
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Nach  dieseD  VorbereituDgen  ist  es  möglich,  den  Bewci«  des 
betreffeoden  Satzes  za  suchen.  Um  aber  den  Beweis  eines  malbe- 
raatischen  Satzes  zu  finden,  ist  es  nöthig,  dass  man  das,  was  be- 
wiesen werden  soll,  sich  vor  Augen  lege,  und  also  bei  einem  geo> 
metrischen  Satze  das  zu  Erweisende  durch  eine  Zeichnung  sieb 
vergegenwärrige.     Es  ist  also  die  Aufgabe  nöthig:  auf  einer  ge- 

J ^ebenen  geraden  Linie  ein  Quadrat  zu  beschreiben.  Bei 
jÖsuo^  dieser  Aufgabe  ist  man  geoöthigt,  neue  Sätze,  durch  die 
man  wieder  auf  andere  Sätze  kommt,  zu  beweisen,  neue  Erklärun- 
gen zu  geben,  und  Forderungen,  so  wie  Grundsätze  aufzustellen. 

(leht  man  auf  diese  Weise  fort,  sucht  von  jedem  gefundenen 
Satze  den  Beweis  und  bildet  .von  jedem  dieConverse,  so  wird  man 
alle  Erklärungen,  Forderungen,  Grutadsätze  und  Sätze  des  ersten 
Buches  der  Elemente  des  Euclides  erhalien. 

Aus  diesem  Beispiele  ist  zu  ersehen,,  wie  man  durch  die  Analy- 
sis  Sätze  findet;  so  dass  sie  also  die  Älethdde  ist,  durch  die  man 
nicht  albein  die  Beweise  einzelner  Sätze,  sondern  auch  eine  Menge 
neuer  Sätze  finden  kann. 

Archimedes  hat  in  den  Vorreden  seiner  geometrischen  Schriften 
jedesmal  diejenigen  Sätze  hervorgehoben,  die  er  beweisen  wilU 
wendet  man  auf  sie  die  .analytische  Methode  an ,  so  wird  man  alle 
die  übrigen  Sätze  finden,  welche  in  den  betrefifenden  Büchern  sonst 
nucb  enthalten  sind. 

♦.2. 

V-on  der  Zusammenfügung  der  durch   die  Analysis 
gefundenen  Sätze,   oder  von  der  Synthesis. 

Wenn  man  das  durch  die  Analysis  Gefundene  so  zusammenfügt, 
dass  man  von  dem  Bekannten,  Einfachen  und  Erwiesenen  auf  das 
Zusammengesetzte  und  auf  das,  was  nur  durch  das  Einfache  zu 
erweisen  ist,  übergeht,  so  befolgt  man  die  synthetische  Me- 
thode. 

Es  wird  das  durch  die  Analysis  Aufgestellte  und  Gefundene 
eingetheilt  in  Erkläruogen,  ForderuDgen,  Grundsätze*)  und  Sätze ^*). 


*)  in  der  Regel  wird  der  Begriff  des  mathematischen  Grundsatzes  zu  be- 
beschränkt  aufgefasst.  Die  Griechen  nannten  nämlich  Axiom  (Grund- 
satz) den  letzten  Satz,  welchen  die  Analysis  gefunden  hat  Talso  den 
Satz  A.  in  $.  1.)  und  den  man  als  wahr  anzunehmen  berecnti^t  ist; 
(daher  Axioma,  Annahme,  -von  d^tovy  annehmen.)  Sind  die  Axiomata 
Sätze,  deren  Richtigkeit  von  selb&t,  ohne  eines  Beweises  zu  bedürfen, 
einleuchtet,  so  heissen  sie  xoivai  Myyotat,  communes  notiones,  Gemein- 
sätze; sind  es  aber  Sätze,  die  eines  Beweises  bedürfen,  der  aber  nicht 
gegeben  wird,  sei  es,  dass  der  Beweis  sich  anderswo  findet,  oder  dass 
er  in  der  Torgcschriebeiien  Form  gar  nicht  gegeben  werden  kann, 
mau  aber  von  der  Richtigkeit  des  Satzes  überzeugt  ist,  so  heissen  sie 
lafißayü/Luyce  smupta  oder  kurzweg  Annahmen.  Die  Grundsätze  1  —  10 
und  12  £leui.  Eucl.  sind  Gemeinsätze,  dagegen  der  11  Elem.  Eucl., 
so  wie  die  Grundsätze  des  Archimedes  in  seinen  verschiedenen  Schrif- 
ten blosse  Annahmen  sind. 


eo 


)  Prodi  1.  c.  IL  8. 
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Der  erste  Satz  wird  aho  der  sein,  welcher  allein  durch  die  Erklä- 
rungen, Porderangen  und  Grundsätze  construirt  und  erwiesen  wer- 
den kann  und  durch  den  der  zweite  Satz  erwiesen  wird.  Unter 
den  Sätzen,  welche  die  Analysis  gefunden  hat,  filllt  den  zweiten 
Platz  der  auli,  welcher  nur  durch  die  Erklärungen,  Pordemngen, 
Grundsätze  und  den  ersten  Satz  construirt  und  erwiesen  werden 
kann  und  der  nöthig  ist  zum  Beweise  und  zur  Gonstruction  des 
nachfolgenden  Satzes  u.  s.  w. 

Ob  die  Sätze,  welche  unmittelbar  auf  einander  folgen,  etwas 
aussagen,  das  eine  Verwandtschaft  unter  einander  beurkundet  oder 
nicht,  hat  auf  die  Polge,  nach  der  sie  aufgeführt  werden,  nicht  den 
g^rinpsten  Einfluss;  diese  richtet  sich  ganz  allein  nach  der  Con- 
strnction  und  dem  Beweise.  Daher  kommt  es,  dass  Sätze  auf  einan- 
der folgen  können,  welche  den  verschiedensten  Inhalt  haben;  so 
handelt  z.  B.  1.  I.  Elem.  Eucl.  von  der  Gonstruction  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks;  2.  I.  von  der  Verzeichnung  einer  fferaden  Linie 
von  einer  gegebenen  Länge  an  einen  gegebenen  Punkt;  3.  L  von 
der  Gleichmachung  zweier  gegebenen  Linien;  4.  I.  von  der  Con- 
srruenz  zweier  Dreiecke  n.  s.  w.  Archimedes  handelt  in  seiner 
Schrift  von  den  Schneckenlinien  zuerst  (Satz  1.  und  2.)  mechani- 
sche, dann  (Satz  3  —  9)  geometrische,  dann'(10 — 11)  arithmetische 
und  von  da  erst  wieder  geometrische  Sätze  ab.  Dasselbe  findet 
man  in  allen  übrigen  Schriften  der  Griechen. 

Bei  der  Syntbesis  ist  also  die  Ordnung,  in  der  sich  die  Sätze 
folgen,  streng  vorgeschrieben,  jede  Abweichung  lässt  sich  durch 
nichts  rechtfertigen  (es  giebt  —  wie  Euclides  sagte  —  nur  einen 
einzigen  Weg,  der  zur  Geometrie  fiihrt*),  und  da  die  Sjnihesis 
die  durch  die  Analysis  ffefnudenen  Sätze  zusammenfügt,  so  werden 
durch  sie  keine  neue  Wahrheiten  gefunden,  welche  in  das  System 
gehören,  wohl  aber  lassen  sich  Conversen,  Verallgemeinerungen  der 
Sätze,  analoge  Sätze  bilden,  und  ebenso  ergeben  sich  Polgemngen 
und  Zusätze,  welche  durch  eine  analytische  Behandlung  zu  neuen 
Systemen  von  Sätzen  öfters  führen. 


♦  3. 

Vom  Zusammenfügen  der  Sätze  und  dem  Auffinden 
neuer  Wahrheiten  durch  die  philosophische 

Methode. 

Dem  griechischen  Geiste  konnte  es  nicht  entffehen,  die  Bemer- 
kung zu  machen,  dass  bei  der  Syntbesis  eine  Masse  Sätze  nebcm 
einander  zu  stehen  kommen,  welche  wohl  in  Bezug  auf  den  Be- 
weis ,  nicht  aber  in  Bezng  auf  das ,  was  sie  aussagen ,  einen  Zu- 
sammenhang haben,  dass  von  einem  Gegenstände  zwar  einzelne  Re- 
lationen aingestellt  werden,  übrigens  nur  so  viele,  als  gerade  zur 
Führung  des  Beweises  irgend  eines  Satzes  gehört,  und  deswegen 
der  Gegenstand  immer  noch  unerschöpft  bleibt.  Es  war  dah^r  schon 
bei  den  Griechen  der  Wunsch  rege,  es  möge  diesen  Uebeln  abge- 
holfen werden;  alle  Bemühungen  schlugen  aber  fehl,  und  erst  die 


)  Prodi  1.  c.  IL  4. 
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neoesteZeit  konnte  diesem  lange  gehegten  Wunsche  abhelCen,  nachdem 
man  bei  der  Anordnung  der  Sätze  und  bei  ihrer  Bewei^hrung  einen 

Sani  neuen  Weg  eingeschlagen  hat,  und  die  Satte  nicht  mehr  des 
ieweises,  sondern  des  Satzes  wegen  nehen  einander  stellte.  Diese 
Methode  heisst  die  philosophische  oder  auch  die  genetische. 
Die  Aufgabe  der  philosophischen  Methode  ist,  durch  ein  Princip 
die  verschiedenen  Gegenstände  der  Mathematik  unter  sich  zu  ver- 
knüpfen, jeden  Gegenstand  aber  in  allen  seinen  Beziehungen  zu 
untersuchen  und  däer  die  Sätze,  welche  in  Bezug  auf  das,  was 
sie  uns  sagen,  eine  Verwandtschaft  haben,*  in  Gruppen  zu  fassen, 
und  die  Sätze  sowohl  als  die  Gruppen  von  einem  allgemeinen  Ge- 
sichtspunkte aus  zu  betrachten  una  zu  beweisen« 

Die  Grössen  im  Allgemeinen,  als  Gröslen  betrachtet,  dann  die 
Zahlen,  sind  von  einer  solchen  Einfachheit,  ihre  Verbindungen,  die 
sie  eingehen,  beruhen  auf  den  so  einfachen  Begriffen  von  ver- 
mehren und  vermindern,  dass  die  einzelnen  Sätze  wie  von  selbst 
in  einzelne  Gruppen  zerfallen,  bewiesen  und  von  dem  allgemeinen 
Gesichtspunkte  des  ^'ermehrens  und  Verminderos  betrachtet  werden 
können   ).   Die  geometrischen  Grössen  dagegen  sind  von  viel  com- 

alicirterer  Natur,    weswegen    in  der  Geometrie  die  philosophische 
lethode  viel  später  Eingang  gefunden  hat,  und  hier  etwas  mehr 
im  Einzelnen  zu  betrachten  ist. 

Wenn  in  der  Arithmetik  der  erste  Begriff  der  der  Einheit**) 
ist,  so  ist  in  der  Geometrie  der  erste  der  des  Punktes***);  ein 
Punkt,  der  sich  bewegt,  beschreibt  eine  Linie,  und  wenn  diese  Be- 
wegung nach  ein  una  derselben  Richtung  erfolgt,  so  entsteht  eine 
gerade  Linie.  Denkt  man  sich  zwei  gerade  I^inien  auf  einander 
gelegt,  wovon  die  eine  fest  liegt,  die  andere  aber  um  einen  End- 
punkt der  festliegenden  IJnie  sich  zu  belegen  im  Stande  ist,  so' 
entsteht  durch  diese  Drehung  ein  Winkel,  der  alle  Werthe  von  0^ 
bis  zu  360®  annehmen  kann.  Drehen  sich  nun  um  die  beiden  End- 
punkte der  festliegenden  Linie  zwei  gerade  Linien,  so  entsteht  in 
gewissen  Fällen  ein  Dreieck.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man  s» 
nach  und  nach  alle  andere  Figuren  entstehen  lassen. 

Linien,  Winkel  und  Figuren  unterscheiden  sich  von  einander 
so  sehr*  durch  ihre  Entstehung,  dass  diese  das  Kennzeichen  zu  der 
Bildung^  der  einzelnen  Gruppen  giebt  Jenacbdem  sich  die  beweg, 
liehe  Linie  bei  den  Winkeln  bewegt  hat,  sind  die  einzelnen  Arten 
der  Winkel,  so  wie  ihre  Eigenschaften  entstanden,  woraus  sich  die 
Sätze  und  ihre  Beweise  ergeben.  Ebenso  ist  es  bei  den  Dreiecken : 
drehen  sich  eine  oder  mehrere  Linien  um  einen  oder  mehrere  Punkte, 
so  erhält  man  nicht  allein  die  verschiedenen  Arten  der  Dreiecke 
und  ihre  allgemeinen  Eigenschaften,  sondern  auch  die  Lehre  von 
der  Cong^nenz  derselben;  bewegen  sich  aber  eine  oder  mehrere  Li- 
nien mit  unwandelbaren  Winkeln,  so  erhält  man  die  Lehre  von  der 


•)  B.   F.   Thibaut,  Grundriss   der  Mathematik.     5.  Auflage.     Göttinnen. 
1831.    )i.  3.  seq. 

•*•)  Theonis  Smyrnai  Platonici   expositio   eorum,   quae   in   arlthinetieis  ad 
Piatonis  Icctionem  utilia  sunt.    cap.  IV. 
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)  Prucli  1.  c.  II.  def.  1. 
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Aebniicbkeit  der  Dreiecke.  Auf  dieselbe  Art  werden  die  aB^cti 
Figuren  behandelt  **). 

Bei  der  pbilosopbiscben  Metbode  entsprinffen  die  EigenicbiAH 
der  Grössen  —  also  die  SStze  —  aus  einem  bestinimten  Begrif  (i 
der  Arithmetik  aus  dem  Vermehren  (Zusammensetxen  nehrererU 
len)  und  Vermindern  (Theilen  der  Zahlen};  in  der  Geometrie« 
dem  der  Möglichkeit  der  lürzeugnog  von  ConstructionenJ  und  da 
liegt  die  Beweiskraft  der  Sätze,  ihre  Folgen  und  ihre  GnMi 
Bei  der  synthetischen  Methode  dagegen  werden  die  Eig^naebafli 
ausgesagt  und  nachher  bewiesen,  nie  Folge  liegt  liier  im  Bewmi; 
ohne  die  analytische  Methode  weiss  man  daher  nicht,  woraufi 
Eigenschaften  gefolgert  werden  können.  Bei  der  phiiosophiadi 
Methode  sucht  man  allf  Eigenschaften  einer  Grösse  zu  ertorsckn 
indem  man  die  Elemente  aller  Grössen  auf  jede  mögliche  Wdi 
sich  ändern  lässt,  und  darin  liegt  das  Mittel  zur  Erforacbiif 
neuer  Sätze.  Bei  der  analytischen  Methode  sucht  man  eine  Big» 
Schaft  einer  Grösse  um  eine  andere  zu  beweisen ,  man  sncht  all 
nicht  alle  Eigenschaften  einer  Grösse  zu  finden,  sondern  muri 
Eigenschaften  verschiedener  Grössen,  die  zum  Beweise  nöthig  ui 

Ueber  die  Auffindung  der  ersten  Sätze  der  Analysift 

Bei  der  philosophischen  Methode  findet  man  Sätze,  indem  tf 
eine  Grösse  betrachtet,  sie  in  ihre  einzelnen  Elemente  aoflöst  ui 
diese  alle  nur  mögliche  Aenderungen  eingehen  lässt.  Bei  der  i* 
ly tischen  Methode  findet  mau  dagegen  neue  Sätze  (MittelsStnl 
indem  man  einen  Satz,  der  etwas  aussagt,  das  bis  jetit  nm 
unbekannt  war,  zu  erweisen  sucht.  Dieser  Satz,  welcher  g'Ieichm 
den  Schlussstein  eines  Systems  von  Sätzen  bildet,  wird  also  anfa^ 
stellt,  bevor  man  von  der  Richtigkeit  desselben  durch  den  lt 
weis  überzeugt  ist*^**);  da  aber  derlei  Sätze  nicht  aus  der  Ul 
gegriifen  werden  können  ^^*'),  so  muss  man  bestimmte  AnbaltapaiUi 
haben,  durch  die  sie  gefunden  werden.    Diese  sind  aber 

1)  die  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die  Geometrie; 

2)  die  Anwendung  der  Geometrie  auf  die  Arithmetik; 

3)  die  mechanischen  Hülfsmittel; 
4|  die  angewandte  Mathematik; 

5)  die  Analogie; 

6)  die  Induction. 
Zu  1.  und  2. 

Die  AufQndung  des  pytbagoräischen  Lehrsatzes,  die  Sätze  des  II,  Bi 
ches  der  Elemente  des  Euclides,  die  vielfachen  Entdeckunffeiiy  w( 
che  seit  Cartesius  durch  die  Anwendung  der  Arithmetik  auf  d 
Geometrie  gemacht  wurden ,  machen  es  überflüssig,  die  Behauptai 


•)  Thibaut  1.  c.  pag.  187.  seq. 

^^)  Archiiuedes  über  Schneckenlinieii,  Vorrede. 

**'')  Archimedes  vorhandene  Werke  'übersetzt  von  Nizze.    Stralsund.    182 
pag.  281. 
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4.    durch  weitere  Beispiele  aus  der  altern  oder  aeuern  Zeit  ku  be- 
kräftigen. 

In  den  arithmetiscken  Schriften  der  Griechen  findeii  sich  überall 

aiiiren  der  Anwendung  der  Geometrie  auf  arithmetische  Cntersu- 
liDgen.  Euclides  hat  in  VI.  16.  Eiern,  den  Satx  aufgestellt,  dass 
Brenn  vier  gerade  Linien  proportional  sind ,  das  unter  den  äussern 
BDthaltene  Rechteck  dem  unter  den  mittlem  enthaltenen  gleich  sei, 
Binen  8atz,  den  Euclides  durch  die  Aoalysis  gefunden,  und  in  VII. 
19.'  Elem.  auf  die  Arithmetik  angewendet  bat,  und  der  einer  der 
Scblusssteine  des  siebenten  Buches  der  Elemente  ist.  Aehuliche 
S'ei'piele  finden  sich  viele  bei  den  Griechen,  um  so  mehr,  als  bei 
hnen  die  Zahlenverbindungen  viel  schwieriger  als  bei  uns  auszu- 
^bren  waren. 
Zu  3. 

Lineal,  Zirkel,  Maassstab,  Waage  wurden  und  werden  immer 
soch  häufig  zur  Erfindung  einzelner  Sätze  gebraucht,  ebenso  wie 
LoBtrumente,  welche  eigens   zur  Satzerfindung  geschaffen  werden 
mussten.   Geometrische  Eigenschaften  fallen  durch  Anschauung  sehr 
Leicht  in  die  Augen,  daher  das  Zeichnen,  das  Verschneiden  von 
'Flftchen  und  Körpern  Öfters  Veranlassungen  wurden,  geometrische 
Kig'enschaften  aufzufinden.     Von  alt  dem  finden  sich  in  den  Schrif- 
ten der  Griechen  viele  Beispiele:  bei  Sätzen,  bei  denen  es  sich  um 
un mittelbares  Vergleichen  von  Grössen  handelt,    ist  das  Decken 
und  Blessen  das  Mittel,  bei  Sätze  zu  erfinden.    Die  Sätze  18,  24, 
t7,  28  der  archimedischen  Schrift  über  Schneckenlinien  sind  die 
■Grundpfeiler  des  ganzen  Buches  und  können  allein   durch  Zeich- 
nung  und  Maassstab    gefunden  sein.     Die  Sätze  35,   48,  49,  37 
ixweiter  Theil)  I.  über   Kugel  und  Cylinder  sind   durch  Auflegen 
Qnner  Flächen  (Blätter)  und  nachheriges  Ausmessen  derselben  ge- 
funden worden.     Der  erste  Theil   des  ü7.  Satzes  I.   und   die  Sätze 
3«  4,  5,  6,  7,  8.  II.   über  Kugel  und  Cy linder,  die  Sätze  23,  26, 
27,  28  des  Buches  über  Konoiden  und  Sphäroiden,  ebenfalls  die 
CSrundpfeiler  des  ganzen  Werkes,  sind  durch  wirkliches  Messen  des 
Körperinbaltes,  das  hier  aber  nur  durch  die  Waage  geschehen  kann, 
gefunden  worden.  Die  Sätze  3,  4,  5,  7.  XII.  Elem.  sind  durch  Zer- 
achneiden  der  Körper  und  nachheriges  Messen  der  einzelnen  Theile 
gefunden  worden. 

Zu  der  Erfindung  neuer  Sätze  gebraucht  man  öfters  eigene  In- 
strumente,   die    erst    noch  zu  diesem  Zwecke  ausgedacht  werden 
müssen;  so  um  die  Eigenschuften  der  Curven  zu  finden,  dienen  öf- 
ters Instrumente,  mit  denen  dieselben  gezeichnet  werden  können. 
Zu  4. 

Zu  allen  Zeiten  hat  die  angewandte  Mathematik  eine  Menge 
neuer  Sätze  geliefert;  so  hat  z.  B.  Archimedes  durch  die  Statik 
ffefiinden,  dass  ein  parabolischer  Abschnitt  :=:  ^  eines  Dreiecks  sei, 
das  einerlei  Basis  und  gleiche  Höhe  mit  dem  Abschnitt  habe"*)  und 
erst  später  hat  Archimedes  diesen  Satz  durch  geometrische  Schlüsse 
bewiesen  ••). 


*)  Archimedes  sagt  in  der  Vorrede  zur  Quadratur  der  Parabel  ausdrück- 
lich, er  habe  diesen  Satz  durch  Anwendung  der  Mechanik  gefunden* 

**)  Archimedes  Quadratur  der  Parabel.     Satz  24. 
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Auf  äkoliclic  Art  hat  Pajipus  *")  mehrere  Sätse  gefandeD,  ebcwl 
mehrere  neuere  Mathematiker,   von  denen   ich  nnr  Lucas  YiW\ 
rius*'*),  Lalovera***"),   Gregorius  a  St.  Vincentio****) 
Guldinus  *****)  nenne.    Die  Entdeckung  der  Floxionsrechii 
die  Theorie  mancher  krummen  IJnie  zeigen  in  ihren  Dr^prang 
fach  auf  die  angewandte  Mathematik. 

Zu  5  umd  o. 

Durch  Analogie  und  Induction  wurden  von  jeher  eine 
neuer  Sätze  aufgefunden,  wie  aus  den  ältesten  und  neueetei| 
matischen  Werken  nachgewiesen  werden  kann. 

Nachdem  einmal  der  pjthagoräische  Satz  erfunden  wer,  «frl 
standen  gleichsam  von  selbst  die  Fragen :  ob  dieser  Satz  bloss  Ul 
rechtwinkligen  Dreiecken  gelte,  oder  oh  bei  schiefwinklif^n  wm 
analoge  Sätze  gefunden  werden  können ,  d.  h.  ob  das  Quadrat  m\ 
Hypotenuse  bei  diesen  Dreiecken  gleich ,  grösser  oder  kleiner  lä 
als  die  Summe  der  Quadrate  der  Katheten;  ob  nicht  aucii  %nim\ 
Figuren  als  Quadrate  auf  die  Seiten  gezeichnet  werden  können. 

Wendet  man  zur  ersten  Untersuchung  ein  ähnliches  Ver&liel 
an,  wie  beim  pjthafforäischon  Satze,  d.  h.  giebt  man  den  Seiten  m 
stimmte  Zahlenwerthe ,  so  wird  man  bald  die  Sätze  12  und  13  4i 
II.  Buches  der  Elemente  des  Euclides  finden.  Um  aber,  diese  Slfai 
geometrisch  beweisen  zu  können,'  ist  die  analytische  Methode  li- 
tnig,  durch  die  man  die  übrigen  Sätze  des  zweiten  Buches  iiifa 
wird*****^).  Versucht  man  hei  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  m( 
den  Seiten  statt  der  Quadrate  andere  Figuren  zu  Itesch reiben,  A 
gleichseitig  und  gleichwinklig  sind,  wozu  man  die  Sätze  des  IV. 
und  III.  Buches  der  Elemente  nöthig  hat,  so  wird  man  finden,  wenl 
man  den  Inhalt  dieser  Figuren  durch  irgend  ein  Mittel  bestinsl; 
dass  auch  hier  der  Inhalt  der  Figur  auf  der  Hypotenuse  gleich  to 
dem  Inhalt  der  zwei  Figuren  auf  den  Katheten  zusammengenos- 
men.  Sucht  man  diesen  Satz  noch  mehr  zu  verallgemeinern,  indes 
man  beliebige  Figuren  auf  die  drei  Seiten  zeichnet,  so  wird  mB 
finden,  dass  der  Satz  nur  in  dem  Falle  gilt»  wenn  die  Fiffuren  ähi- 
lieh  sind.  Daraus  entspringt  der  Begriff  von  Aehnlicbkeit,  au«  des 
sich  wieder  der  der  geometrischen  Verhältnisse  ergiebt.  Man  findet 
also  durch  Analojgie  den  31.  VI.  Elem.  Eucl.,  und  wird,  wenn  nu 
die  analytische  Methode  gebraucht,  die  Conversen  und  Folg^emngei 
bildet,  die  übrigen  Sätze  des  VI.  und  V.  Buches  finden. 

Durch  Induction  und  Analogie  sind  die  Sätze  des  XII.  Bnchei^ 
die  meisten  desTheodosius  in  seinem  Wei;ke  aber  Kugelschnitte  md 


**)  Pappi  I.  c.  lib.  VIII. 

^^)  Lucae  Valerii  de  centro  graTitatis  solidorum  libri  III.  Rouiae.   160i 

•**•)  Quadratura  circali  et  by])erboIae  segmenloruin.    Auct.  A.  LaloYen. 
Folosae.    1651. 
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)  P.  Gregorii  a  St.  Vincentio    opus  geometricum  quadraturae  cireuli 
et  seccionuin  coni,  decem  libris  comprehensum*    Antwerpiae.     1647. 

oeowj  p^  Guldin  de  centro  graTitatls.    Vien.    16S5. 
)  cf.  Prodi  ].  c.  cap.  IV.  ad  prop.  47. 
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Ueu  meUten  ander'D  Werken  der  Griechen  gefunden  worden.  Bei 
Pappus  findet  sich  ^in  besonders  merkwürdiges  Beispiel»  da  er  nicht 
allein  einen  Satt  auf  diese  Art  gefanden»  sondern  auch  durch  aie 
iko  zn  beweisen  gesucht  bat;  Papp us  sagt  nämlich:  unter  allen  Kör- 
pern, die  gleiche  Oberflächen  haben,  habe  die  Kqgel  den  gröasten 
Inhalt*).  In  einer  Reihe  von  Sätsen  beweist  nunPappus,  dass  na- 
ter  allen  regulären  Körpern  von  gleicher  Oberfläche  der  den  ^rösa- 
ten  Inhalt  habe,  welcher  von  am  meisten  ebenen  Flächen  eiage- 
scblossen  ist**),  und  folgert  nach  der  Analogie  obigen  Satz,  wo- 
durch übrigens  ein  vollständiger  Beweis  nicht  bergestellt  ist***). 

in  neuerer  Zeit  ist  die  Methode,  Sätze  durch  Analogie  und  In- 
ductioD  zu  finden,  viel  allgemeiner  als  im  Alterthum  angewandt 
worden,  ja  manche  Mathematiker  wollen  diese  Methode  zu  einer 
Beweisart  erheben  ****).  Die  vielen  neuen  Entdeckungen  in  der 
Geometrie,  der  binomische  Lehrsatz,  die  Sätze  von  den  Potenzen 
(wo  untersucht  wird,  was  o^  bedeutet,  wenn  it  constant  oder  ver- 
änderlich ist,  un/l  im  ersten  Falle,  wenn  n  eine  positive  ganze  oder 
gebrochene,  oder  eine  negative  ganze  oder  georochene  Zahl  ist, 
oder  wenu  ^  =  0  gesetzt  wird)  sind  genug  Beispiele. 

Sind  durch  diese  seehs  angeführten  Arten  gleichsam  die  Grenz- 
steine eines  Systems  von  Sätzen  aufgestellt,  so  wird  sich  an  diese 
eine  Afenge  neuer  Sätze  anreihen  lassen,  die  theifs  durch  die  Ana- 
Ivsis  —  als  Mittelsätze  —  gefunden  werden,  theils  aber  Conversen, 
Folgerungen  oder  Zusätze  des  vorher  Aufgefundenen  sind. 


vn. 

Miscellen. 


Auszug  aus  einem  Briefe  an  den  Herausgeber  von  Herrn 
G.  D.  E.  Weyer,  Assistenten  an  der  Sternwarte  zu 

Hamburg. 

„Euer  u.  s.  w.  erlaube  ich   mir  ergebenst  die  Anfrage  zu  ma- 
chen, ob  die  Aufgabe 


)  Pappi  1.  c.  V.  inech.  Theorien  17. 
)  Pappi  1.  c.  V.  18  —  57. 

)  L.  F.  Ofterdinger  uiethodorum  expositio,  quarum  ope  principia  calculi 
superioris  inventa  sunt.    Pars  I.    Berol.    1831.    pag.  8. 

*'°*)  J.  J.  V.  Littrow  kurze  Anleitung  zur  cesammten  Mathematik;    Wien. 
18S8.    pag.  IX. 
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..CID  Viereck  vop  geg'ebeuen  Seiten  so  zu  construiren, 
«,das8  die  Diagonalen  einander  bleich  werden," 
vielleicht  schon  specielle  AuflösunGren  erhalten  hat?  Ein  Lehrer  der 
Mathematik  erwähnte  dieser  Aufgabe  vor  einiger  Zeit  gegen  mieh. 
ich  fand  bald,  dass  sieb  dieselbe  einer  schon  allgemeiner  gelösten 
Aufgabe  unterordnen  liess,  nämlich  der  in  Carnots  G^om^trie  de 
Position,  in  der  deutschen  Bearbeitung  von  Schumacher  Th.  2. 
S.  148.: 

,,wenn  von  den  4  Seiten  und  2  Diagonalen  eines  Vier- 
„ecks  5  gegeben  sind,  die  6te  zu  finden." 
Die  quadratische  Gleichung,  welche  Car not,  und  wie  ich  eben- 
daselbst angemerkt  finde,  auch  schon  Euler  und  I^exell  für  die  Auf* 
lösung  dieser  allgemeinen  Aufgabe  gefunden  haben  ^  geht  für  den 
obigen  speciellen  Fall  in  die  folgende  cubische  über  —  welebes 
immer  bemerkenswerth  genug  sein  mag: 


2a?»—«. 

a?*  -*-  «^ .  ar  -4-  add=2  0 

—  Ä 

+  «c 

-^-daa 

—  r 

-4-W 

'•\-bcc 

—  rf 

-{-cd 

+  c66 

^%ad 

—  aifc 

--Uc 

—  aöd 

—  acd 

—  Ißcd 

wo  a:  das  Quadrat  der  Diagonale,  und  a,  ^,  r,  d  die  Quadrate  der 
Serten   des  Vierecks  bezeichnen.     Die  immer  mögliche  eine  reelle 

Wurzel  kann  negativ,  und  damit  die  Diagonale  (=k  — or)  ima- 
ginär werden,  wo  die  Auflösung  unmöglich  ist,  z.  B.  wenn  zwei 
neben  einander  liegende  Seiten  des  Vierecks  gegen  die  beiden  übri- 
gen für  den  verlangten  Zweck  zu  klein  sind.*' 

Mir  ist  die  obige  Bemerkung  neu  gewesen.  G. 


VIII. 

[  Geometrische  Untersuchungen  über  Potenzlinie, 

Potenzcentrum  und  Potenzkreis,  Polaritüt, 

Aehnlichkeitspunkte  und 

Aehnlichkeitsaxcn, 


Heim  C.  F.  Arndt, 

Lebr«r  am  Gyronasium  lu  StraUun<l.  *) 


xrotenzlinie,  Potcnzcentruni  und  Potenzkreia. 


Aufgab«.    Den  greametriaclieD  Ort  des  Punktes  zn  be- 
■«timmeo,   für  wetcben   die  Quadni tdiffcrenz  aciner  Knt- 

Grosae   ist. 

Auflüfiung.     Sind   A,  B  die   f<^sle^  PuaUle,  M  der  i\1itlel- 

funkt  von  AB,  und  iat  Q  der  Durcbselinilt  ilcs  vnn  dein  beÜEbigren 
ODkte  P  auf  AB  (:efällieQ  Pcrpendikela  mit  AB,  bu  ist  (Euclid. 
Blem.  Lib.  11.  pro|i.  12.  13.) 

PA^  =  PJH^  +  AM*  ^  2A]t/  X  IM 
PB*  =  PM*  +  JM^  ^  2 Aß/  X  QK 


')  Ich  glaube»  ilass  üitse  ganz  einfache,  bloss  die  elementarsten  Sä»e  in 
Anxprucb  nehmende  Darsielliing  der  Hauptreaultate  der  negieren  geoine- 
tris''ben  Untersuchungen  ivobl  au  der  so  Ecbr  tu  iviinscbenden  weicern 
Verbreitung  dieser  Gegenstände  geeignet  sein  und  viellelcbt  eine  neue 
Veranlassung  zu  derea  Ginfübrung  in  i|eD  geouietrisclien  Elementaran* 
terricbt  geben  ^vird.  G, 

Tliell  V.  8 


mit  Beiiebung  der  Zeichen  auf  einander;  folglich  durcli  Subtractuf 

PA^  -  PB'  =  ±iJ9/X  QM, 

indem  man  das  nbere  oder  untere  Zeiclien  zu  nein 
dem  PA  grösser  oder  kleiner  als  PB  ist 

Nun  bewege  der  Punkt  P  sich  so,  dass  PA*  —  PB'  dem  ci 
stonten  Quadrat  ^^  gleicb  sei,  so  dosB  q*^^AMx  QM,  so  muM 
Q9I  constitut  bleibeu,  d.  b.  die  von  allen  den  Punkten,  für  welche 
die  Qundraldiiferenz  der  Entfeniungen  derselhen  von  A  und  B 
coDstflDt  ist,  auf  AB  gefällten  Per|ieodikel  müsseD  AB  in  demsel- 
ben Punkte  schneiden,  und  folglich  müsBen  gedachte  Puokte  selbst 
iu  einer  auf  AB  perpendikulären  Geradeu  liegen. 

Wegen  des  doppelten  Vorzeichens  werden  also  xwei  Gerade  den 
eCBUchtea   Ort  repräBeutiren.     Zar  Construction  der  Oerter  bedient 

nan  sieb  am  besten  der  Relutian  PA*  — PB'^^q'^^OA*— 

und  ipiin  hat  ^BU  folgende  Aufgabe  zu  lösen.  , 


2. 


Auf  e 


ratnoteraefiie 
[>  dff r  Geraden 


'  ^l« 


ud  B  e 


I  besti^l 
rnun^^^ 
3m  gege- 


dor  «u 
von  den  Bndpunk 
bencn  Quadrate  n' 

Auflösung.  (Tai:  II.  Fig.  1.)  Ist  1)  ({^AB, 
mnu  über  AB  als  Diameier  einen  Haihkreia,  trage  q  von  A  aus 
als  Sehne  AC  ein,  falle  von  C  auf  AB  das  Perpendikel  CD  und 
halhire  DB  in  (2,  so  ist  U  der  gesuchte  Punkt.  Denn  i-s  ist  0> 
T=ABy.AD  =  (AQ+BQ)(AQ~^BQ)  =  AQ>  —  BQ\ 

Wenn  aber  2)  ^:>AB.  s»  errichte  man  BC  senkrecht  auf 
AB,  tra^e  zwischen  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  g  von  A 
aus  als  Hypotenuse  AC  ein,  ziehe  CD  senkrecht  auf  AC,  dass  es 
AB  ia  D  schneidet,  nsd  hnibire  DB  in  Q.  so  ist  Q  der  verlangt« 
Punkt.     Denn  es  ist  Är'  =  ^/*X^Ä=Me+ÄÖIUÖ        "' 

Ist  endlich  3)  ^  =  AB,  so  ist  B  der  verlungie  Punkt. 


Aufgabe.  Welches  ist  der 
Punktes,  für  welchen  die  Quadri 
Dungen  von  zwei  festen  Punkten 


-  ?'.?'«' 


l.     Nach  1.  hat  maa  die  Relation 
PA*  +  FB*  —  2/W  +  -iAM*, 


folglich    muss   PM  conslnnt    sein,    da  27»j|/' =7»  —  2.^JV»  =  jg 
—  \AB*,  «der  PHt=V\^* —^AB*  ist.  • 

Pnlls  daher  ff*    nicht  kleiner  als  ^AB*  ist,  wird  der  gesDcbte" 
Ort  eine  aus  dem  Mitletpuokte  von  AB  mit  dem  obigen  Radius  be- 
schriehcoe  Kreislinie  sein. 

Zur  Construction   des  OrtSj  wenn   solcher  rorhanden,  bedient 
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1  «ioh  mit  Vortbeil  eines  der  Durchschnitte  Q  der  Kreislinie  mit 
■Geraden  Aß,   Za  dem  finde  ist  die  folgende  Aufgabe  su  lösen. 

4. 

Aufgabe.     Auf  einer   Geraden  AB  (Taf.  II.  Fig.  2.) 
.  en  Punkt  Q  so  eu  bestimmen,  dass  die  Quadratsamme 
-jser  Entfernungen  von  den  Endpunkten  der  Geraden 
und  B  einem  gegebenen  Quadrate  7'  gleich  ist. 
Auflösung.    Man   trage  an  B  und  Aß  die  Gerade  B£f  so 
dass  der  Winkel  ABJLdie  Hälfte  eines  Rechten  beträgt,  und 
Wlb  sich  von  A  nuf  ß£f  und  AB  die  senkrechten  AK  und  A£f 
«ffen,  so  diiHs  AA  =  Kß^  AL'=zAB  und  ßK'=^LK  vixt^. 
'Da  nun  AK*=iAB*^  A£f*:=zAB*  ist,  so  wird  ein  aus  A 
q  beschriebener  Kreis  die  Gerade  Bh  gar  nicht,  oder  in  einem 
ifcte  Q,  oder  in  swei  Punkten  treffen,  jenachdem  q'^'^\AB'^ 
-rsszlAB*  oder  '^l-AB''  ist,  auch  wird  der  Kreis  die  Verlan- 
UDjg  YOu'B£^  über  die  Endpunkte  treffen,  wenn  q'^Aß  ist. 
Inndet  kein  Durchschnittspunkt  statt,  so  ist  nach  dem  Obigen 
Aufgabe  unmöglich,   findet  aber  einer  oder  zwei  statt,   so  fälle 
D  von  einem  beliebigen  C  auf  AB  das  Perpendikel  CQ^  so  ist 
der  gesuchte  Punkt,  weil  AC^  oder  q*  =  AQ^  +  CQ^  =  AQ^ 
JBÜ*  ist. 

5. 

Zusatz.  Die  Quadratsumme  der  Theile  einer  geraden  Linie 
ein  .Ifinimum,  wenn  die  beiden  Theile  einander  gleich  sind; 
ist  fällt  ihr  Werth  zwischen  \a^  und  a^ ,  wenn  a  die  Gerade 
fe  und  liegt  ein  Punkt  auf  der  Verlängerung  der  Geraden,  so  ist 
I  ^uadratsumme  der  Entfernungen  desselben  von  den  Endpuok- 
I  der  Geraden  grösser  als  das  Quadrat  der  letztern. 

6. 

Lehrsatz.  Führt  man  in  der  Ebene  eines  Kreises 
irch  einen  festen  Punk't  nach  beliebiger  Richtung  eine 
irade,  so  jedoch,  dass  sie  den  Kreis  in  zwei  Punkten 
hneidet,  so  ist  das  Rechteck  ausdenKntfernangendes 
st  gedachten  Punktes  von  den  Durchschnittspunkten 
ir  durch  ihn  geführten  Geraden  mit  der  Kreislinie  von 
iverän^dcrlicher  Grösse. 

Nämlich  wenn  der  gegebene  Punkt  sich  ausserhalb 
r  Kreislinie  befindet,  so  gleicht  das  constante  Recht- 
k  dem  Quadrate  der  vom  in  Rede  stehenden  Punkte  an 
e  Kreislinie  gezoffenen  Tangente;  liegt  jener  aber 
nerhalb  der  Kreislinie,  so  hat  jenes  Rechteck  zum 
ofachen  Maass  das  Quadrat  der  halben  Sehne,  welche 
f  der  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  des 
reises  verbindenden  Geraden  in  dem  gegebenen  Punkte 
Dkrechi  steht  uud  auch  wohl  Mittel  sehne  genannt  wird. 

Beweis*).    Die  von  dem  gegebenen  Punkte  7^  aus  gezogene 


*ta 


I  Euclid  Lib.  UL  prop.  S5. 36«  erweist  unser  Theorem  bloss  mit  Iliilfe  dsr 
Gleichheit. 
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Gerade  Hcboeide  den  Kreis  in  D,  D" ,  und  wenn  P  onuerbnlb  d 
Kreislinie  liegt,  bu  sei  B  der  BerUlirungspunkt  der  von  ^  aus  1 
den  Kreis  gezogenen  Tongente.  Dann  ist,  wenn  mna  sich  BD,  Ba  _ 
ffezoffsn  detikl,  j^PBO  r^  ^PBD'  und  folRliel.  Pß'  =  PB 
X  PD',  sa  dasa  PjO  X  PO'  für  alle  Lagen  der  Geraden  POD'  cna- 
Blant  ist. 

Wenn    al>er    der  Punkt  P  innerlialb   der   Kreislime  liegt,    »o 
Bclioeide   die  durcli  denselben  ?ctiende  NitleUebDe  den  Kreis  in  E 
rd  li^EPD^KEPD-.   folglieh  PDxPD'  =  PE 
-■ -•—  ^Dy.Pß'  wiederum  für  alle  Lagen 


XPE^PE^ 

der  Geraden  constant  ist. 


7i 
Zusatz.  BeieicIiDct  man  durcb  e  die  Eutferaung  dei  _  ^ 
henen  Punktes  vom  Millel)iuukte  der  Kreislinie,  so  überzeugr  man 
sieb  kruft  des  p^tliaguräi selten  Lebrsntzes,  dass  das  consiante  Recbt- 
eck -/*OX-/'ö' der  Grosso  f' — *■'  oder  r'  —  e'  gleieb  ist,  Jen  ach- 
dem  /'  sieb  uusscrbalb  oder  inncrbalb  der  Kreisliuie  befindet.        -> 


Jenes  gedacble  Bediteck,  dessen  liesondere  Betrachtung  ein« 
der  fruL'hl barsten  in  der  Theorie  des  Kreises  ist,  bnt  mitn  mit  einem 
eigenen  Niimen  belegt,  und  es  die  Potenz  des  Punktes  Pin  Be- 
zug auf  die  gegebene  Kre.islinie  genannt.  Auch  ist  zn  bemerken, 
diisa  unter  gfeicliartigea  Potenzen  fortan  diejenigen  verstan- 
den werden  sollen,  wekbe  zu  Punkten  gebären,  die  zugleich  ausser- 
bnlb  oder  zugleich  Innerhalb  der  Kreislinie  liegen,  die  ührigca 
hiugceen  un<;leicbnrtige  Potenzen  genannt  werden. 

Diese  Unterscheidung  wird  durch  den  besonderen  CbarakÜ 
Bolcber  Potenzen  motivirt;  das  Folgende  giebt  weiteren  Aufsehli 
darüber. 


Lehrsatz.     Der  geometriscbe   Ort  aller  Punkt 
eben    gleiche    und   gleichartige  Putenzen   in   Bez 
swei  feste  Kreislinien  zugebüren,    ist  eine  auf  derlCefi- 
trule  der  Kreise  senkrechte  gernde  Linie. 

Beweis.  Die  ^gelienen  Kreise  werden  im  PalgendeD  immer 
durch  ihre  Ulitlelpunkte  C  und  C ,  die  Centrale  CC  durcb  a  und 
die  Hulbmesser  durch  r  U[)d  r'  bezeichnet. 

Jedes  Punktes  P  Potenzen  in  Bezug  auf  die  gegebenen  Kreis« 
tinien  werden  durch  die  Grüasen  ±(e'  — r'),  ±(e"  — r'»)  re- 
präsentirt  (7.),  wenn  e  und  e*  tlle  Euttcrnungen  des  Punktes  J'  von 
den  Mittelpunkten  C  und  C  sind.  Snil  nun  P  gleiche  und  gleich- 
ortige  Potenzen  in  Bezug  auf  C  und  C  dnrbieten,  so  muss  mit  Be- 
ziehung der  Zeichen  auf  einander  ±(6«  —  r»)  =  ifc"' —  r"  ) 
sein,  ulsii  immer  c' — e''^r'  —  r"*  ,  oder  der  geometrische  Ort 
aller  Punkte,  welchen  gleiche  und  gleichartige  Potenzen  zukom- 
men, stimmt  mit  dem  Orle  aller  Punkte  ühereio.  für  welche  die  Qua- 
druldiÖ'erenz  ihrer  Kntfcroungen  von  den  festen  Punkten  C  und  C 
der  constanlen  GrösBe  r' —  r"  gleich  ist,  weshalb  (L  2.)  der  Ort, 


] 


tl7 

wenn  er  überhaupt  existirt,  eine  auf  Jer  Centrale  lenkreclite  gernde 
Linie  ist.  Um  über  den  Ort  für  alle  ralle  nucliiaweUen,  belruclilco 
wir   die  veKcLieileneD  Lagen  der  KreiilinieD  C  and  C"  gegen  eiu- 


10. 
Den   in  9.  betrochieten  Ort  Deunt 
rtidicaf)  der  gegebenen  Kreise. 

Nun  behaupte  icb  zuerst,  da 


1  die  Pate 


ilii 


:   (««« 


ass  die  Potenilinie  zweier 
>   geiueiniicbuftliche  Tan- 
gente ia(. 

Denn  für  jeden  Punkt  dieser  Tangente  ist  e* — ■«'*=r'  —  /■'', 
folglich  dieselbe  die  PoteDKlinie  (9.);  auch  erhellt  dies  rein  geome- 
trisch schon  daraus,  dass  jeder  Punkt  der  Uerütirendcn  glciclie  und 
Pleichnrtige  Pnlenien  fiir  beide  Kreislinien  durbieret.  indem  jede 
otenz  durch  das  (tuadrot  der  gemeinscliafllichen  vom  Punkte  P  und 
dem  BeriihruogsnnDkte  begrenzten  Tant;ente  gemessen  wird. 

2)  Die  Polenilinie  zweier  sieb  schneidender  Kreise 
ist  deren  gemeinscbaftliohc  Nebne. 

Üenn  für  jeden  der  nurcbsclinillspunkte  der  Kreislinieii  ist  der 
Quadralunterscbied  der  Enirernungen  van  den  IVIillel)inDkten  C  und 
U  dem  ttiudrotuuterscbiede  der  Hadien  gleich. 

3)  Liegen  die  KreiaJinien  ausser  einander,  so  befindet  sieb  der 
Durebscbnitt  Q  der  Paleuzliiiie  mit  der  Cenlrnle  CV  iwisclien  des 
Hittelpunklen  C  und  C  ausserhalb  der  Peripherien  beider  Kreise. 

^  Denn  bestimmt  man  auf  CC  den  Punkt  U.  ho.  dass  «C>  —  ftC 
^m^^^'^  —  *''*  ist,  so  muss  dos  in  fi  auf  CC  errichtete  Perpendikel 
^^PM  BigeniGh;ift  hüben,  dasa  der  Quadrntunterkcbied  der  Kntfornun- 
H|||mi  jede«  Punktes  im  Perpendikel  von  C  nnd  C  der  (iröase  r* — r^* 
K^eicb  ist  ($.  L  2.),  und  das  Perpendikel  wird  dJLe  Poleazlinie  sein, 
^  wenn  jeder  seiner  Punkte  gleicliarlige  Potenzen  darbietet.  Diea 
iil  ater  wirklich  der  MI;  denn  dn  j-'  —  t^'  =  {r  -|-  /)  (»•  —  r') 
r-4-r'<CC',  so  ist  r'  — r'><CC"  und  Q  liegt  folglich 
.  <2.)    zunächst   zwischen  C  und  C .     Ferner   Gndet   mun   leicht    QC 


X  ac::>  r,  da 


Centrale,   nad 
wegen  r  -f- 


ec  = 


-ir- 


-T") 


>f'-,  da  der  Unterschied 


!'  -  (f' 


<;  «  der  Duierichied 
positiv  ist,  und  eben  so  ist  fi<T 


ebeo- 


nlls  positiv  ist,  weshalb  Q  auiserhalb  beider  Peripherien  liegt. 

4)  Liegen  endlich  die  Kreislinien  in  einander,  so  beßodet  sich 
Q  auSHerbaiii  beider  Peripherien  auf  der  Verlängerung  vun  CC  über 
€•  liinaus,  wenn  der  Kreis  C  <C  ist,  welches  ebensn  wie  in  3| 
kswiesen  werden  kann. 


{eeiUre  raiiical]. 


man  zu  je  zweien  v<i 
,  so  treffen  diese  Ur 
elben  Punkte,  dem  Po 
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Denn  der  DorcIiHclinill  0  tier  PotcDttisiefi  der  Syml^me  C  ind 
6",  C  und  C  bietet  sowuhl  fiir  C  und  C,  uls  fiir  ^  uad  C"  glcieli« 
l'utenzea  dur,  also  niusi  er  auch  f^leictie  Puteozea  für  C  ngd  C 
durbieteo,  und  fa)(;lii:li  auf  der  Potenzlinie  der  KreJBliDieo  C  und 
C"  lieg-cD. 

tiieraufi  fliesst,  dasB  Botrohl  die  geraeiDscIiafllicben  Tangentea 
dreier  KrcislioicD,  als  aucb  die  gemeiiiscliaftliclien  Sebneo  in  einem 
und  demsetbi-D  Punkte  znuimmeotreffen  ($.  10).  J 


Hslbm 


elbe: 


12.  '      * 

.metrische  Ort  aller  Punbte,  wel- 
üicbartige  Potenzeu  in  Bezug  auf 
d  C  darbieten,  ist,  wetiu  er  über- 
UB  dem  Mittelpunkte  der  Centrale 
te  Kreislinie,  und  dasQuadrat  des 


rGri 


n  Bezug  auf  die  Kere- 
mg'leicburlige  Potenzen 


Beweis.  Jedes  Punktes  />  Potenz« i 
benen  Kreiilinien  werden  durch  die  GrösBe 
repräsentirt  (7).  UM  nuu  P  f;leiclie  ud 
darbieten,  so  muss  mit  Beciehuug  der  i 
auf  einnoder  ±(e' —r')  =  ^  (e  = —  /■'.») ,  oder  fiir  beide  Fälle 
**-t-**r=r*  H-r"  sein.  Folglich  stimmt  der  betrachtete  Ort  mit 
dem  Orlc  aller  Punkte  überein,  tür  welche  die  Quadrutsumme  ihrer 
Entfernungen  von  den  festen  Punkten  C  und  C  der  constantcn 
Grosse  r'+r"  gleich  iBt,  wesbalh  der  Ort  (3.  \.  5.),  wenn  er 
überhaupt  existirt,  eine  nus  dem  Mittelpunkte  vaa  CC  mit  den  obi- 
gen Halbmesser  beschriebene  Kreisliuie  ist.  In  4.  und  5.  ist  aber 
gezeigt,  daiE  der  Ort  nur  dann  mnelicb  ist,  wenn  r^+r'  nicht 
kleiner  aU  ^a^  ist.  Die  Lage  des  Orts  für  die  Terscbieücnen  La- 
gen der  KreiBliuien  wird  durch  den  näcbsten  Paragraphen  naher 
Destimnit. 

13.  ~m 


1)  Wenn   d 

„ 

st  der  Ort, 

d 

wollen,    ( 

ie 

k 

erbr.lb   des 

Zf 

det, 


Dkt  i 


lind,   und  Berühr! 
'   Potenzkreis    ii 


cboftlicbe 


■  Entfen 


(tuadrntGumme  der 
de  berührt,  und  da 
Kreislinie  liegt,   lu 


Depii    die    Quiidrulsuionie 
[luoktes  von  den  Mitlelpunktei 
Radien  gleich,  weshalb  (12)  der  l'otenzki 
der  Mittelpunkt  desselben  innerhalb  der  gi 
wird  der  Kreis  auch  ganz  innerhalb  der  grusseru  m 

In  der  That  ist  hier  r»  +  r'»— ^«' =r'-|-r'' 
=  |(r=pr')>,    und    folglich  der  gesuchte  llalbmeuer  l-{r-pr.] 
s={(_r±:r^)^r',  and  dies  ist  die  t^utferuung  des  lUiltelpunkts  der 
Centrale  vom  gemeiusclinftlichen  Contoclpankie. 


4(<- 


=  "■').■, 
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«ter  Pol   1 


■*—■«>  ^«Mfftilen  licli  dl«  Kr«te)inieii,  bo  geht  ier  Pol  ' 
tenzkreis  durch  ihre  Du  rchschoittspun  kte,  weil  ]tiem  ri«r 
iMztem  die  Eig^enscLnft  zukommt,  dass  die  Quadratgnmnie  seiner 
Eitlfernaiigeii  von  ilen  SlittelpdokteD  C  uD<i  C  der  Qa&drulgDnne 
der  Radien  gleich konml. 

3)  Liegt  eine  KreiBlinie  C  in  der  aodera  C,  so  Godel  iuinior 
eiD  Polenzkreis  statt,  du  in  dieaem  Falle  a<Zr  —  r',  milbiD  r' 
-t-r" — 4«'^s(' — *■')''  ^'*"  P"siliv  Ut. 

4)  Nur  wenn  die  eine  Kreisliaie  ausserhalb  der  andern  liegt, 
findet  nicht  immer  ein  Potenikreis  statt,  da  hier  H-f-r'*  kteiDev 
ftU  \a*  sein  kann. 

14. 

Berühren    sicli  drei  Kreislinien  von  Aussen,  und  ist  C  unter   ' 
ihnen  die  grössle,  so  werden  die  elwiini^en  Durchacboitte  ^er  7o- 
tenzkreise  für  die  Systeme  C  und  C,  C  und  C"  auf  der  gemeinscbafl- 
liclieo  Tangente  der  Rreigllnien   C"  und   C"  sein. 

DeoD  Jedem  der  p;edacI)teD   Darchschnitte   eotsprecbcn  g-lelche 
pipteiizen  aoivohl  für  C  und  £*,  uls  für  C  und  C',  und  da  er  auaaer-  , 
hub  der  beiden  Kreisiluien  O  und  C"  liegt,  su  mu«s  er  sich  ouf  der 
Pötenzlinie  der  letztem  beflnden. 


15. 


frei  Kugeln'  C,  C 


giebt  » 
,    glei. 


Ümmtliche 
P'»teoxen  in  Bezu 
4ieie  Ebene  oeont 
geln. 

Mhu  Bchncide  nä 
ihre  Mittel [luiikte  geh 
durch  eatslehenden  Kreispaare  eine  P 
Centrale  CC"  senkrecht  siebt,  uad  zwRi 
trale,  deBsen  Lage  Dar  von  der  Grbsi 
Centrale  abbängt.  Deshalb  werden  tttli 
Ponkle  der  Centrale  auf  der  letztem 


iinner  eine   Rben 
e    und    gleichitrti^ 


ebeue  der  beir 


kugeln   durch   beliebig  viele  durch 


in  einem  Punkte  der  Ceu- 
e  der  Balbmesser  nnd  der 
I  PotenzlioieD  in  demselhev 
ikreeht  stehen,  und  sie  He« 


und    derselben   nuf  der  Centrale  t 
prop.  5.). 


emeinschaft- 
:  (#.  iO.  I.  2.). 


17. 


ngeln 


j  zweien 


ZuzBtz.  Die  PotepzebeDei 
verbaüden,  haben  eine  gemei na 
ÜBJc,  welche  auf  der  durch  di 

?ctn  besiiinmten  Kbone  Heokrec 
ar  Kugelflacbeo  geuannt  wird. 

Denn   die  3  Kreitc,   in  welchen  die  durch  C,  C,  C"  (gebende 
Khcae   die  üugelu  Hchueidet,    haben  (11-)   ein  gemeinachaft liebes 


!  Mittelpunkte  der  3  Ku 
lit  steht,  und  Potenzlini 


iKfcM*   die 


cbes     I 


roteDsceDlrnni  uod  dieies  muss  tiiiiäcbst  (15.)  ulleo  Poteozebenea 
g'^neinaom  Bein.  Sodann  müssea  die  3  ['oteiizebeaeD ,  da  lie  alle 
auf  der  Centrale  HCDkreclit  Htehen,  oocb  eißen  gremeiiiBaineD  Üurck- 
■cbaillBpuDkt  baben,  uad  die  beide  DurchBchaitte  verbindende  Gralt 
ist  folglicb  den  drei  PoteozebeDen  gemeinsam. 


i 


Lebraotz.  Die  6 
DiCD  voD  4  Kugeln, 
in  gerader  Linie  ] 
DurubscbnittsDunkt, 
Kugeln  gen 


i  Pole 


I   für    die  V 


r  DurcbscbnillBpunkt  der  Poienzlinien  für  die  bei- 
den Systeme  C,  C,  C;  C,  C,  C"  but  die  Eigenschaft,  dass  ihm  gleiche 
Potenzen  für  beide  Kysteme  zugehören ;  also  bietet  jener  Punkt 
gleiche  Potenzen  sowohl  in  Bezug  iiuf  die  Kreislinien  £*,  C,  C"',  als 
ta  Bezug  uuf  die  Kreislinien  C,  C,  O"  dar.  und  er  muss  daher  einer- 
seits in  der  Puteiizlinie  des  Systems  C,  C'\  C",  andrerseits  io  der_ 
Potcnzlinie  des  Svstems  C,  C",  C"  liegen,  sn  dasa  die  \  Potenzlinid 
also  auch  die  6  Potenzebeoen,  in  einem  Punkte  zusammeDtrelfei 


19. 


1 


Mit  RÜcksiobt  auf  znei  Kugeln  giebt  es  immer  eine  dritte  Ku- 
gel, deren  sämmtliche  Punkte  gleiche  und  ungleichartige  Potenzen 
für  die  ersten  Kugeln  darbieten,  wenn  nur  die  Quadrat  summe  4tec 
Üulbmesser  der  letzteJn  nicht  kleiner  uIh  die  Hälfie  des  Quadi 
der  Centrale  ist. 

Wie  nämlich  15.  aus  9.  erbellet,  so  flieiat  unser  Satz  aus  12. 


Aua  13.  1)  2)  folgt  ferner,  dan  der  in  19.  betrachtete  Ort, 
man  Polenzkugel  nennen  könnte,  für  zwei  sich  tangirende  odef' 
schneidende  Kugeln  beide  zugleich  in  dem  gemeinscbaUlichcn  Cod- 
tucl^UDkte  berührt,  oder  durch  den  gemeinschaftlichen  Durc  h  Schnitts - 
kreis  beider  Kugeln  gebt. 


II.     AnwenduD 


reffei 


I  auf  ge. 


Cip 

metr 

d 

M 

er  Poteozia 
be  Lebrsäl 

lilät  von 

e.                  1 

21. 

-xll 
der  Seit 

selb 

n 
d 

senkrecht 
demselben 

erricbtet 
Punkte   zu 

I 

oder* 

OD- 

tts- 

I 


Ucweie.  Aus  den  Spitzen  des  Triangels  C,C\C"  denke  man 
■ich  drei  willkiihrliche,  aber  gleiche  Kreislinien  beschrieben,  so  er- 
bellt  nuB  9.,  dttss  die  in  den  Mittelpunkten  von  CC\CC- ,VC"  auf 
diese  Geraden  senkrecht  errichteteu  geradeu  Linien  die  Potenzlioien 
der  Systeme  £*,  C'.,  C,  C';  C,  C"  sind,   und  sich   folglich  (11.) 
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.#HieM  Ponkte  ichneiden.  Dieser  letiiere  ist  «ngleich  von  den 
^•n  des  TrinngeU  gleich  weit  entfernt,  oder  &t  Mitteipukt 
fe>  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises. 

22. 

Lehrsati.  Die  3  von  den  Spitten  eiles  Triangels  auf 
^  Gegenseiten  gefällten  Perpendikel  treffen  in  einen 
4  demselben  Punkt  zusamnen*). 

Beweil.  A^  B^  ^  seien  die  8pitien  des  Triangels»  Mk^E^F 
i  Öorehschnittspankte  der  von  C,  B^  A  auf  die  Gegenseiten  ge« 
ttlen  Perpendikel  mit  diesen  Seiten. 

Man  denke  sich  aus  A^  By  C  als  Mittelpunkten  mit  den  drei 
ilbnessern  /t,  r,  q  Kreislinien  beschrieben,  und  bestimne  diese 
■Ibmeissr  lo,  dass  die  Relationen  stattfinden: 

Ä»  —  r»  =  CA*  —  CB*^ 
R*^Q*=:BA*^BC*, 

>  dass  also  B  willkiihrlicb  ist,   die  beiden  andern  Radien  aber 
ircb  B  bestimmt  werden.    Aus  diesen  Gleichungen  fliesst  aber 

r^-^Q*=:AB*^AC*. 

Da  nun  (f.  9.).  CD,  BE,  AF  die  Potenslinien  der  drei  be- 
briebenen  Kreise  sind,  so  treffen  (f.  11.)  dieselben  in  einem  ein* 
{«■  Punkte  ausammen. 

23. 

Zttsati.  (Taf.  II.  Fig.  3.)  Es  sei  BF  die  Heike  des  bei  B 
cbtwinkligen  Triangels  aBC^  ferner  AD=zAB  senkrecht  auf 
Bj  CE=zCB  senkrecht  auf  CB^  und  CB^  AE  gt%Qg%n,  so 
ird  behauptet,  dass  CZI,  AE^  BF  in  demselben  Punkte  susam- 
antreffen.    (Hiilfslinien  des  pythagoräischen  Sataes.) 

Es  kommt  darauf  an,  ein  Dreieck  nachzuweisen,  in  welchem 
e  so  eben  charakterisirten  Cinien  Höhen  sind.  Zu  dem  Ende  fälle 
an  von  A  uud  C  auf  CD  und  AE  die  Perpendikel  AG  und  CB, 
Iren  erstere  BF  in  P  schneiden  mag.  Dann  finden  folgende  Um- 
ände  statt: 

Weil  erstens  L  B=PAB  (jeder  =  90«  —  DAG),   ferner 

BACz=:L  KBP  (denn  jeder  =  90<>  —  ABF\  also  auch  90<' 

'  BAC^m^-^KBP,   d.  i.  L  DAC=ABP,  und  endlich 

\D=^AB  ist,  so  erhellt  die  Congruenz  der  Triangel  BAC  und 

BPy  woraus  fliesst  PB  =  Aa 


*)  Grüne rt  Analyt  Geom.  ThsilL  S.58,  Theilll.  S.&4  — 55.  Dtr  !su- 
tere  Beweis  stützt  sich  auf  die  Theorie  der  TransTersalen,  und  der 
erstere  ist  analytisch. 

M.  Tgl.  auch  den  sinnreichen  Beweis  Ton  Gauss  in  Camota  Geom. 

der  Stellung  (Ueb.  v.  Schumacher)  Theil  II.  S.  363.    Gauss  weist  ein 

'Dreieck  nach,  fiir  welches  die  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  auf  lett-* 

tere  errichteten  Perpendikel  die  Höhen  des  gegebenen  Dreieeks  sind, 

so  dssa  dann  dieselben  (21.)  sich  in  einem  Punkt  schneiden  müssen« 
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'  Gapz  «hesso  wird  erwieseo,  dnss  CH  int  Linie  BF  ia  «iq 
Panlite  Bchneidel,  deasen  Entffrnnnir  von  B  dfr  Gpriiitcn  AC^ 
ist,  so   (lass  also  die  Gerade  BF  mit  den  Perpeadikeln  AG\i 
in    elDem    und    deinsetbeo    Punkte    P  zusammenlrifft,    wodurch   i 
Dreieck  ACP  eoUtimden   ist,   das  BF,   CD,  AE  zu    Holiea  T 
Die  letzlerD  müsBeo  sich  daber  in  demselben  Punkte  scbneiden  (! 


24. 
Die  3  tisrade^,   we! 


i  tVink«!  «(d 


Lehn 

Dreiecks  balbircn,    und  auch    die  3  Geradea 

eine   einen  Winkel  des  Dreiecks,   di 

Winkel  der  iibrigen  hulbiren,  treffen  in  einem  ond  dafl 

selben  Punkte  zusammen. 

Beweis,      leter   Kall.      Dm  Dreieck    sei  ABC.      't 
bebaupiR  leb,   dass  miiD  iiuf  den  Seiten  AB,  AC,  BC  die  PusM 
D.  E,  F  HO  licstimmeD  könne,  dass  je  iwei  der  dadnrcb   bewirtq 
6  Absctiniite,  welche  eine  WiakcUpitce  dei  Dreiecks  zum  g< 
schafilichen  Endpunkt  boben,  einander  gleich  sind. 

Dean  setzt  man  AD  =  x^  und  ii\n\aX  AEz:=  AD,  CJF~ 
so  wird  «ein  CE  =.  b  —  a-;  BF  =  a  —  ^  +  ;z-,  und  danit  i 
BF:=BB  werde,  hat  man  ^  nur  su  zu  wälilen,  dass  dl«  R) 
tion  statt  habe  x  =  c  —  a-i-A  —  ar,  oder  .»  =  ^(Ä4-c  —  a),  4 
das  ist  immer  mJi^licb. 

NftcLriem  die  Punkte  D,  E,  F  so  bestimmt  sind,  denke  a 
sieh  am  A,  C,  B  resp.  mit  AO  =  AE,  CE=CF,  BF~ 
drei  Kreise  beacbriehen,  welche  sich  in  D.  E,  F- voa  Aiuw 
rubren  werden,  s»  werden  die  in  ß,  E,  F  auf  AB,  AC,  ßC% 
richteieu  Senkrechten  die  ffemeinBcbnftlicbei 
sich  (U.)  in  einem  Punkte  0  schneiden.  Die  vun  'O  uitcb  deu'l 
kelspitzen  ^ezoj^enpn  Geraden  müssen  über  die  Winkel  des  Ür» 
balbircn,  du,  indem  O  das  Potenzceulrum,  z.  B.  0B=:O£i  4 
die  TmnKel  AOB,  AOE  con^ruent  sind,  und  mithin  der  Wifll 
A  dnreb  OA  halbirt  wird.  Folglich  treffen  AO,  DO,  CO  h 
ben  Punkte  zusnnmen,  der  der  Mittelpunkt  des  in  das  Druieok  | 
Schriehenen  Kreises  ist. 

2ter  PflM.  Gr.nz  wie  vorher  wiVd  ffezei^t,  dass  man  anC  ^ 
Seite  Aß  eelbst  den  Punkt  D,  und  uut  den  VerlangerungCB  i 
Seiten  CA,  OB  Uber^.  B  binuus  die  Punkte  E.  F  lo  beatis 
könne,  daaa  AD=^AE,  BD 7=  BF,  CE=  CF  sei, 
man  also  aus  A,  ß,  C  drei  Kreise  hescbreiben  knnne,  vreJaba  » 
berlibren.  Die  drei  in  D,  E,  F  auf  die  Seiten  errichteten  P«j 
drkel  treffeb  danu  ia  einen  Punkte  O  zusammen,  der  dia  1 
Schaft  hat,  das«  OA,  &B,  0Cdie  Winkel  des  Dreiecks  IisUiIm 
llebriirens  berühren  sieb  die  Krelae  A  und  B  von  Aussen,  A  wU  ' 
C,  so  wie  B  und  C  von  Innen. 

Auch  erhellet,   dass  stets  4  Kreise  eiistireo,   welche  drei  ■ 
schneidende  gerade  Linien  beriihreD. 

25. 

Das»  die  drei  von  des  Spitzen  eines  Triangels  nach  deu  HÜ- 
lelpnnklen  der  Gegenseiten  g«zitgetien  Ger»den  sich  in  einem  Punkte 
ecbneideu,  kann  aut  die  einincliste  Art  so  erwieMD  werde». 
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In  Taf.  II.  Fiff.  4.  leien  H,  ^  die  Mittelpuulcte  tod  AB  und 
BCy  nnd  CDy  AjES  schneiden  licli  in  O^  so  knnn  lunächit  behaup- 
tet werden,  dass  CO  doppelt  so  gross  als  DOy  und  AO  doppelt 
so  gross  als  OE  ist. 

Denn  zieht  man  DM  parallel  AE,  so  wird  EB  in  //  halhirt, 
«der  EH  ist  die  Hälfte  von  EC,  als»  muss  auch  DO  die  Hälfte 
^OD  OC  sein.  Auf  ähnliche  Art  wird  gezeigt,  dass  OE  die  Hälfte 
-von  OA  ist. 

Da  sich  also  je  zwei  Transversalen  so  schneiden,  dass  der  nach 
«ler  ÜVinkelspitze  gerichtete  Abschnitt  doppelt  so  gross  als  der  an- 
€lere  ist,  so  muss  die  Transversale  von  B  nach  der  Mitte  von  AC 
«furch  O  gehen;  denn  wenn  sie  CD  in  O^  schnitte,  so  miisste  CV 
^=SL%D0^  sein,  welches  ungereimt  ist. 

IMesen  Durcbschnittspunkt  nennt  man  den  Schwerpunkt  des 
Triangels. 

26. 

Lehrsatz.  Der  Schwerpunkt  eines  Triangels^  der 
Durchschnittspunkt  der  3  Höhen,    und  der  Mittelpunkt 

-  des  um  den  Triangel  beschriebenen  Kreises  liegen  stets 
in  gerader  Linie,  so  dass  sich  der  Schwerpunkt  zwi- 
neben  den  beiden  andern  befindet  und  vom  Höhendurch- 
achnitt  doppelt  so  weit  entfernt  ist,  als  vom  Mittelpunkte 
des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises. 

Beweis.  ABC  (Taf.  H.  Fig.  5.)  sei  der  Triangel,  CD  und 
AE  senkrecht  ikniAB  und  BC^  ihr  Durchschnitt//,  CF  nach  der 
Mitte  von  AB  gerichtet,  und  C8  doppelt  so  gross  als  8F^  so  dass 
S  der  Schwerpunkt  (25.),  und  endlich  M  der  Mittelpunkt  des  um- 
achriebenen  Kreises,  so  flnis  MF  senkrecht  muf  AB  ist.  Man  ziehe 
i9/f,  S3iy  so  soll  HSM  eine  gerade  Linie  und  H8  doppelt  so  gross 
als  SM  sein. 

Da  jeder  der  Winkel  ABE\  CJfE=W^  BCD,  so  ist 
^ABETru^  CHE,  und  folglich  CH.AR=  CExAE.  Da  ferner 
LFMB^=:LACBy  so  Int  IS^FMBrsj^ ACE,  und  folglich  FM\FB 
z=iCE\AE,  also  nach  dem  Obigen  CH\ABz=:FM\FB.    Nun 

■  ist  aber  ^^T' doppelt  so  gross  als  FB,  also  muss  C/f  dopiNslt  so 
gross  als  FM  sein;  und  dtt%rC  =  2iSrF,  und  endlich  LHCS=:z 
LSFJU,  so  sind  die  AA  ^^^\  iSf/^itf' ähnlich,  mithin  £.  CSU  = 
LFSM,  folglich  HSM  eine  gerade  Linie,  und  Sil=tSM. 


Hl.    Ueber  Achnlichkeitspunkte  und  Aehnlichkeitsaxen. 

27. 

Lehrsatz.  Zieht  man  zwei  parallele  Radien  zweier 
Kreislinien,  und  verbindet  die  l^ndpunkte  derselben 
dnrch  eine  Gerade,  so  geht  diese  für  alle  Paare  auf  der- 
selben oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale  be- 
findlicher Radien  immer  durch  denselben  Punkt  der  Cen- 
trale. 

Beweis.  Der  Kreislinien  Mittelpunkte  seien  C^  C  und  r,  r' 
die  Radien,  die  wir  nngleich  setzen,  wenn  die  Radien  auf  derselben 
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Seite  der  Centrale  liegten.  Findet  nnn  dai  Letxtere  statt,  n  i 
A  der  Dorcbichnittspunkt  der  Centrale  nit  der  4lia  Endpank 
der  parallelen  Radien  verbindenden  Geraden;  dann  wird  « 
CA:CA  =  rif',  folglich  CA-^OAx  CA  (oder  CA)  =  r — • 

(oder  r'),  folglich  CA  ==  ^ ^y»  ^■^=^^^,  wenn  ar  die  Centr 

bedeutet.  Demnach  behält  Cutf  oder  C^'^  einen  unveränderlid 
Werthy  W.X.6 ,uf. 

Liegen  nun  ferner  die  parallelen  Radien  auf  verachiedeaea  S 
ten  der  Centrale,  so  sei  J  der  Durehaehnittspuiikt  der  die  Bi 
punkte    der  Radien  verbiudenden  Geraden  mit  der  Centrale,  i 

man  findet  CIz=s^  ,    ,,  r'/sss —---->,  so  dass  Z  ein  unveränd 

licher  Punkt  iit. 

M. 

Die  Punkte  A^  7,  welche  wir  so  eben  betrachtet  haben,  wer 
resp.  der  äussere  (directe)  und  innere  (inverse)  Aehnlii 
keitspunkt  der  gegebenen  Kreislinien  genannt. 

29. 

Zusätze.  1)  Zweier  sich  von  Aussen  tangirender  Kreislis 
inverser  Aehnlichkeitspunkt  ist  deren  gemeinsamer  Berührus 
punkt. 

2j  Berühren  sich  swei  Kreislinien  von  Inneoy  so  ist  ihr  dire« 
Aehnlichkeitspunkt  ihr  gemeinsamer  Berührungspunkt. 

3^  Liegt  eine  Kreislinie  innerhalb  der  andern >  so  befindet  i 
der  direcle  Aehulichkeitspunkt  beider  innerhalb  der  kleinerip  Kr 
linie,  in  allen  andern  Fällen  aber  ausserhalb  derselben. 

4)  Liegt  eine  .Kreislinie  ganz  ausserhalb  der  andern,  ao  bc 
det  sich  der  inverse  Aehnlichkeitspunkt  beider  ausserhalb  bei 
Peripherien ,  in  allen  andern  Fällen  ist^^  er  innerhalb  der.  kleis 
Peripherie. 

o)  Zieht  man  von  einem  der  Aehblichkeitspunkte  uq  di^  i 
Kreislinie  die  Tangenten,  so   werdCa  diese  auch   Tangenten 
andern  Kreislinie  sein ,  90  \iass  man  an  zwei  Kreislinien  die  4 
meinschaftlicben  Tangenten  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Aebnlichk« 
punkte  cunstruiren  kann. 

30, 

Beschreibt  man  mit  zwei  gegebenen  Kreisen  zi 
neue  Kreise  concentrisch,  deren  Halbmesser  dasse 
Verhältniss  zu  einander  haben,  als  die  Halbmesser  1 
ursprünglichen  Kreise,  so  kommt  den  neu  beschriel 
neu  Kreisen  derselbe  directe  und  inverse  Aehnlii 
keitspunkt  zu  als  den  gegebenen. 

Denn  sind  r,  r'  die  ursprünglichen,  q^  q'  die  neuen  Halbmea 
so  dass  r:r'z:zQ:Q\  so  ist,  wenn  A  der  directe  Aehnlichkeitspa 

^««*  gegebenen  Kreislinien   ist,   AC  =z  r^t*  f^'-)'     ^«*^   • 
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^tr  —  r  ^QiQ  —  q',  also  jril^==rzr7'>  §0  hat  naii  urf^sÄ --^, 

aho  iit  auch  A  der  directe  AehoIichkeiUponkt  der  mit  q^  q'  be- 
schriebeDea  Kreislioien. 

AehDlieherweise  erhellt  dai  Theorem  fiir  deo  innern  Aehnlich- 
keitspuDkt. 

31. 

Die  Aofgabe,  alle  Systeme  je  xweier  mit  swei  gegebenen 
Kreislinien  concentrischer  Kreise  au  finden,  welche  mit  den  erstem 
dieselben  Aehnlichkeitspnnktc  haben,  wird  am  einfachsten  so  gelöst: 

Um  die  Entfernungen  eines  Aehnlichkeitspunktes  von  den  Mit- 
telpunkten der  gegebenen  Kreise  als  Diameter  beschreibe  mnn  swei 
Kreise,  und  siebe  durch  den  Aebniicbkeitspuukt  eine  beliebige  Ge- 
rade, welche  die  neu  beschriebenen  Kreivlinien  in  swei  Punkten 
schneidet,  so  müssen  die  gesuchten  concentrischen  Kreise  durch 
diese  Punkte  gehen,  weil  die  gesogene  Gerade  solche  Kreise  in 
den  genannten  Punkten  sugleich  tangirt. 

32. 

Co.nstruirt  man  also  fiir  drei  aus  C^  C\  C  mit  den 
Halbmessern  rsf^^r" beschriebene  Kreislinien  die  äussern 
Aehnlichkeitspunkte  ^,  ^',^^  und  die  inneren /,  7*,/^,  so 
giebt  es  unendlich  viele  Systeme  je  dreier  mit  den  ge- 
gebenen concentrischer  Kreislinien,  wehchen  dieselben 
Aehnlichkeitspunkte  sukommen. 

Man  bestimme  nämlich  für  ein  willkührliches  q  den  Radius  q' 
80,  dass  r:r  =^:^',  so  werden  die  mit  q^q'  beschriebenen  Kreis- 
linien dieselben  Aehnlichkeitspunkte  haben,  als  die  mit  r,  r' jenen 
concentrisch  beschriebenen  (30).  Sodann  werde  q"  so  angenommen, 
dass  r:r^  ^=z  q:q'\  so  kommt  auch  den  Kreislinien  ^,  q"  derselbe 
Aehnlichkeitspunkt  su  als  den  mit  ihnen  concentriscbeii  r,  r".  Aus 
beiden  Proportionen  fliesst  aber  die  dritte  r  :  r"  =  q' :  q"^  und  folg- 
lieh wird  SU  gleicher  Zeit  der  Aehulicbkeitspunkt  der  Kreislinien 
g\  q^  mit  dem  der  jenen  concentrischen  Kreislinien  r',  r''  überein. 
kommen. 

Da  q  willkührlieh  ist,  so  geht  die  Zahl  der  Systeme  ins  Un- 
endliche. 

33. 

Lehrsatz.  Zieht  man  durch  den  einen  Aehnlichkeits* 
punkt  sweier  Kreislinien  C  und  C  z.  B.  A  eine  beliebige 
Transversale,  und  beseichnet  die  Durchschnittspunk^te 
derselben  mit  den  Kreislinien  C'und  C*  resp.  mit  ilf,  A^; 
JtFi  A',  so  dass  jlf  und  M'  diesem  Aehnlichkeitspunkt 
sunächst  liegenden  Punkte  sind,  so  sind  die  Rechtecke 

AMXAA\  ANXAJU' 

stets  gleich,  und  von  unveränderlicher  Grösse,  wie  man 
auch  die  Transversale  sieben  mag. 


Beweis.  Weaea  der  rarnllelität  iler  Ruilieu  CJtf,  CM'-.  CV, 
C^■  Ut  AlH:ASf=r:r\  AS:AS'  =  r-r\  folp-lich  AM.AM 
=  AA  :  AA',  oder  di«  Reebleeke  AM  X  AA',  AX  X  -■**'  Bind 
eiDBoder  gleich.  Ferner  ist  -jjg:y.AM',  AA^':=AJIfxAJV'  =  p-_ 
XA/U'xAA;  aiid  lia  AM' x  AA'  die  Potenz  des  Punkte«  Jl  fiir" 
die  KreJElinie  C,  also  uoveräuderlicli  ist,  so  niu8>'  audr  AMX  AA',  . 
oder  AA'X^^^'  von   unveränderliclier  Grösse  sein. 

Sind  ß,  B'  die  Berüljrungspuokte  der  vou  A  nua  gezogenen 
gvneinschnfiiicIieD  Taugenie  mit  den  Krcislinteo,  b»  übersieht  matt 
Uieht,  das8  dns  in  Rede  stehende  constnute  Recliteck  den  Rechtecfc 
AB  X  AB-  gleich  iit. 

34. 
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det  aher  uof^leichartige  Berührung;  statt,  so  liegt  d 
inverse  Aeli  nlich  keltspunkt  mit  den  Berührungspunl 
ten  iu  gerader  Linie. 

Beweis.  Zuerst  berühre  (Taf.  II.  Fig.  6.11.)  die  Kreislinie 
die  gegebenen  C  und  C  in  den  Punkten  M,  A'  von  Auisen* 
dnss  O,  M.  C;  ö,  A"  C"  io  gerader  Linie  liegen,  und  0M=  OA' 
ist.  Zieht  man  die  Gerade  MA',  welche  «tic  Krelglmie  C  in  jtf' 
schneidet,  so  \it  L  fil^X'=  OA'M=  C'A'M' =,  CM' A' ,  folgi. 
lieh  CM'  mit  CM  jtaraliel,  weshalb  MA'  durch  den  äusseren  Aehv 
llchkeitspunkt  A  der  Kreislinien  C,  V  geht. 

" dinie  o  (Tof.  II.  Fig.  6.B.)  die  gegrebrt 

a  das«  ocm,  oc'n'  gerade  Lioieu  sitid; 
1  die  Gerade  «■»'  die  Kreislinie  C  lA 
::^Cm'u',  also  Cm    mit  Cm  yanh 


Berührt  zweifens  dii 

nen  io  m  und  n'  van  lunen, 

tind  o«  =  aA'ist,  so  ist,  w 


lel,  weshalh  mn'  durch  deo  direkten  Aeiinlichkeits[rnnkt  gi , 

Wenn  endlich  drittens  (Tai'.  II.  Fig.  6.b.]  die  KreisIiDie  O  *It4 
K'retsltuie  C  in  jtf  von  Aussen,  die  Kreislinie  C  aber  in  A'  TAiJ, 
Innen  berührt,  so  duss  OMC,  OA'C  gerade  Linien  lind,  uni' 
0M=  OA-  ist,  so  i»U  wenn  MA'  den  Kreis  C  in  M'  schneid«!^ 
L  OMM  =  OA'M'  =  CM'A',  folglich  CM'  parallel  mit  CM, 
weahalb,  da  die  Hailimesser  nnf  verschiedenen  Seilen  der  Centrale 
liegen,  die  Cerudc  MA'  durch  den  ionerD  Aehnliciikeitspuakt  / 
gebt. 
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Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  die  Kre 
.he rührt  werden. 
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E*  Beira  Dua  die  Kreislinien  C,  C,  C"  so  becchaSeo,  duiüicli 
irei  neue  C\  &^'  beschreiben  losaen,  von  denen  di«  erste  die  drei 
■effebeneD  van  Aussen  in  den  Punkten  ^,  J/',  Si'.  die  andere  die- 
elben  von  Innen  in  den  Punkten  A,  N',  X"  berührt.  Der  änisere 
keliDl ich keitsri unkt  der  Kreielinien  C\  &  liea;t  dann  (34.)  sowohl 
luf  der  Geraden  Mut',  nl«  nufA'A",  der  äussere  Aebulichkeilspunkt 
'nn  C,  C  sowohl  auf  jtfitf',  als  auf  AiV",  der  nuisere  Aeholicb- 
leitspunkt  von  C\  C"  sowohl  «uf  M'M",  nls  auf  A'j*".  Da  nun, 
renn  A,  A' ,  A"  die  direclen  AehDlichk«its|iunhte  der  Nvsteme 
F,  €•;  C,  C":  C,  C".  die  Ceradcn  AMM',  AAX'x  J'MM", 
^'jViV"i  A-'/lfja",  A'A'A"  Transversfllcn  der  Systeme  C,  C-, 
V,  C'\  C,  C"  sind,  so  finden  (33 )  die  Relationen  atalt: 

AM   .AM-    =zA\  .JA-    i 

A'JV  .AM"  ^A-A  .A'A"    ■ 
4-'M'.A"J»"  =  A'A.A"A"  \ 

ijind  die  Punkte  A,  A',  A"  bietet)  Htimlt  sleicbe  and  eleicliarirffe 
Porenien  fiir  die  Kreislinien  C" ,  C'  dar,  oder  AA^J"  ist  eine 
^rade  Linie,  nämlidi  die  Polenzlinie  der  Kreise  C".   C'^ 

Sind  die  Kreise  C,  C,  C  ferner  so  beschnli'en,  dosa  sich  swei 
leue  C" ,  C'*'  bcscbreiben  lassen,  deren  erster  die  Kreise  C,  C 
pon  Aussen,  C"  von  Innen,  der  nndere  C,  C  von  innen,  C"  aber 
'on  Aussen  berührt,  so  erhellet  g-anc  wie  vu^her,  dasa  die  Aehn- 
ichkeitapnnkle  A.  /',  /"  in  (gerader  Linie,  oämlicli  in  der  Poienz- 
iiiia  der  Kreise  C,  C'^  liefren. 
,       Wir  liibeti  daher  folgendes 

\  37. 

'  Theorem.  Wenn  drei  Kreise  C,  C".  C"  so  beschaffen 
find,  dasa  sich  zwei  neue  C".  C'"^^  beaebreihen  hissen,  von 
reichen  der  erste  alle  drei  von  Auasen,  der  andere  ulle 
Irei  von  Innen  berührt,  so  liegen  die  drei  direrten  Aehn- 
li^chkeitspunkte  der  ß;e{i^ebetien  Kreise  in  der  Putenzli- 
-1e  der  neu  beschriebenen. 

Kann  man  zweitens  zwei  Kreise  beschreiben,  von 
'eichen  der  eine  C,  C  von  Aussen,  £."  von  Innen,  der 
Vdere  C,  ('  von  Innen,  C  von  Aussen  berührt,   so  lie- 

CD  der  directe  Aebnliclikeitspunkt  von  C.  C,  und  die 
nversen  Aehn  Itcbkeitspunkte   von   C,   C";   C,   V  in   der 

ntenzlinie  der  neu  beschriebenen  Kreise, 


EJje  so  eben  charakterlsirten  Aehnliclikeilspunkte  liegen  stets 
!■  getader  Linie,  ohne  daas  die  Kreislinien  vun  der  in  37.  aoge- 
CfCebenen  itescbaffenhcit  sind,  nur  kann  donn  von  einer  Puteni- 
pie  nicht  die  Rede  sein. 
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Denn  nach  32.  kann  «an  die  Halbaeaaer  dar  3  Krwe  aa  I 
abaehBea  laaiea,  dau  die  Kreiie  gaai  aoaeeiiialb  ttinaB^ar  Ik 
und    doch   dieselbea  AehnliehkeitspnDkte   beben ,   und   fiir  S 
aofaerhalb  eiaaoder  liegende  Kreife  sind  die  BediD|^BgaB  ii 
erfüllt.    Wir  beben  alfo  feiendes  Tbeorem: 

Beieiebnet  «an  die  äusiern  Aebaliehkaitapai 
dreier  Kreislinien  dnrcb  A^  A ^  jf  y  die  inncrB  dare 
7*9  /^,  so  liegen  die  Ternionen 

A,    A%    A" 

A  r,  r 
A\  /,  /" 
^\  /,    r 

stets  in  fferader  Linie,  nnd  diese  Tier  GeradeB<  keiN 
Aehnlichkeitsazen,  AAA'  die  directe,  die  nbrigeii 
verse.*) 

Ist  es  möglicb,  an  die  drei  Kreislinien  die  6  änssern  gsni 
scbaftlichen  Tangeuten  zu  ziehen,  so  ergiebt  sich  aus  de«  OUj 
der  von  Monge  gefundene  Satz: 

Dass  die  drei  Punkte,  in  denen  je  zwei  zusamaieil 
hörende  der  sechs  an  drei  Kreise  g'ezogenen  ftniii 
Tangenten  sich  schneiden,  stets  in  einer  geraden  I^i^ 
liegen. 


IV.    Die  hauptsächlichsten  Folgerungen  dar 
Aehnlichkeitstheorie  bei  Kreisen. 

39. 

Zuerst  denken  wir  uns  in  und  um  einen  Kreis  einen  TViH 
beschrieben,  ABC,  KLM  {JT^i.  11.  Fig.  7.),  so  dass  die  Sd 
des  letztern  durch  die  Winkelspitzen  des  erstem  gehen,  und  ftv 
denken  wir  uns  die  Seiten  des  ^  ABC  verlängert,  bis  sie'< 
Tongenten  in  den  Gegenecken  in  D,  E^  F  begegnen.  Dana  I 
ten  folgende  Umstände  ein: 

Die  aus  K  mit  KA=:i  KB  beschriebene  Kreislinie  woll^ 
der  Kürze  halber  bloss  die  Kreislinie  K  nennen^  und  eine  äbnli 
Itenennung  für  die  aus  L  mit  LB'=iLC,  und  ans  ilf  mit  Jlf^ssi 
beschriebenen  Kreislinien  anwenden. 

Dies  vorausgesetzt  werden  die  Kreislinien  K  und  M  von 
Kreislinie  Z/  in  4f  und  C  von  Aussen  (d.  h.  gleichartig)  beri 
weshalb  ihr  directer  Aehulichkeitspunkt  auf  der  Geraden  BC  li 


*)  M.  Tgl.  den  analytischen  Beweis  von  Grunert  in  d.  Analyt  G« 
trie.  Theil  I.  S.  111  ff.  Der  Reweis  in  demselben  Werke  Thei 
S.  2C7  ff.  gründet  sich  auf  die  Theorie  der  Transversalen.  Einen 
ciellen  Fall  des  Theorems  beweist  Meier  Hirsch  (Sammlung  ^i 
irischer  Aufgaben  Theil  II.  S.  SC8  —  70)  durch  Rechnung.  Mar 
Sammlung  von  Aufg.  und  Lehrsätzen  aus  der  analyt.  Geometrie,  t 
Abtheilung  S.  80. 
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(34.),  und  da  dersülbe  sieb  anch  auf  der  Centrale  K3i  befindet,  so 
ist  der  Durchscbnitt  von  BC  und  MK^  nämlich  /l,  der  directe 
Aehnlicbkeitspnnkt  der  Kreislinien  K  und  M, 

Ganz  ebenso  erhellt,  dass  E  der  directe  Aebnlichkeitspunkt 
der  Kreislinien  K  und  j^,  F  der  directe  Aebnlichkeitspunkt  der 
Kreislinien  L  vnd  iff  ist. 

Daher  (38.)  liegen  die  Punkte  D^  Ey  F  in  einer  geraden  Li* 
nie,  nämlich  in  der  äussern  Aehnlicbkeitsaxe  der  Kreislinien 
K,  JL,  M. 

Ferner  werden  die  Kreislinien  D  und  JE^  (d.  h.  die  aus  D^  E 
mit  DA^  EB  beschriebenen  Kreislinien)  von  der  Kreislinie  K  in 
A  und  B  ungleichartig  berührt,  weshalb  ihr  inverser  Aehnlicbkeits- 
pnnkt auf  AB  und  DE  zu  gleicher  Zeit  liegt,  also  F  ist. 

Eben  so  wird  eingesehen,  dass  E  der  directe  Aehnliclikeitspunkt 
von  den  Kreislinien  D  und  F^  D  der  directe  Aebnlichkeitspunkt 
von  den  Kreislinien  E  und  F  ist. 

Demnach  haben  wir  folgendes  Theorem : 

Bei  jedem  einem  Kreise  eingeschriebenen  Dreieck 
liegen  die  Durchschnittspunkte  der  Seiten  mit  den  Tan- 
genten in  den  Gegenecken  stets  in  gerader  Linie*). 

40. 

Dass  dieser  Satz  für  alle  Kegelschnitte  gilt,  wird  so  erwiesen. 

Die  Spitze  des  Kegels,  aus  welchem  der  Kegelschnitt  geschnit- 
ten ist,  heisse  S  und  ABCse\  ein  in  den  Kegelschnitt  beschriebenes 
Clreicck;  legt  man  durch  SA  eine  Berührungsebene  des  Kegels, 
Welche  die  tübene  SBC  in  der  Geraden  SD  schneidet,  so  dass  D 
cler  Durchschnittspunkt  von  BC  mit  der  Durchschnittslinie  der 
lierübrungsebene  und  der  Ehene  des  Kegelschnitts  ist,  so  wird  DA 
eine  Tangente  des  Kegelschnitts  in  A  sein.  Auf  dieselbe  Art  con- 
Btruire  man  die  übrigen  Tangenten,  und  deren  Durchschnittspunkte 
xnil;  den  übrigen  Seiten  des  Triangels. 

Man  schneide  nun  den  Kegel  durch  eine  Ebene  so,  dass  der 
SSchnitt  ein  Kreis  und  von  den  Kanten  SAy  SB,  SC  resn.  in  A\ 
^',  C  getroffen  wird.  Sodanu  sei  A'D^  die  Durchschnittslinie  der 
fierübrungsebene  durch  SA  mit  der  Kteiscbene,  dass  also  AD' 
«ine  Tangente  des  Kreises  ist,  welche  die  Verlängerung  von  BC 
in  iy  schneidet,  und  ebenso  bestimme  man  die  Punkte  E' ,  F\ 

Nach  39.  liegen  nun  die  Punkte./^,  E\  F  in  gerader  Linie, 

den 

des  Kegelschnitts  liegei  , 

linie  beider  Ebenen,  oder  in  gerader  Linie  befinden. 

41. 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Vierecke  ABCD^  KLMX^  von  de- 
nen das  erste  in  einen  Kreis,  das  andere  um  denselben  so  beschrie- 
ben ist,  dass  seine  Seiten  durch  die  Ecken  des  erstem  gehen;  J^sei 
der  Durchschnitt  der  Seiten  AB  und  CD,  F  der  Durchschnitt  der 
Gegenseiten  AD  und  BC^    G  der  Durchschnitt  der  Tangenten  in 

•)  Steiner,  Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  der  geometr. 
Gestalten  von  einander  etc.  S.  155.  —  Grunert  Analyt.  Geometr. 
Theii  IL  S.  269.  (Theorie  der  Transversalen). 

Theil  Y.  0 
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«Ich  («pfj^cucckcQ  hK  und  MX^    endlich  H  der  DorclisdiBil 
Taiiffciiteii  KN  und  LM  (Taf.  II.  Fig.  8.). 

IIa  iiiiu  die  Krpislinieii  ^V  uud  L*  sowohl  von  der  Kreisli 
ttlrt  von  dur  Kreislinie  M  resp.  in  Ay  B\  D^  C  gleichartig  b 
wcrdru,  NO  lii*u;t  ihr  dircctcr  Achnlichkeirspunkt  auf  dea  dn 
radiMi  .///,  Vn^  il'A,  so  dass  also  die  letstern  in  einem,  ud 
iielh(*n  runkl«  K  zusanimeutrefleu. 

lüaiiz  ehcuHo  wird  erwiesen,  dass  die  drei  Geraden  BC^ 
MK  in  denisi*lh(Mi  Punkte  F  xusainmenstosseD. 

Ferner  werden  die  Kreislinien  A'  und  Lt  von  der  Kreiilii 
in  />  und  //,  von  der  Kreislinie  //  in  A  und  C  unsleichtrd 
riihrt,  weswe|j:eu  ihr  inversvr  Achuiichkeitspunkt  auf  deo  G« 
///>,  ./f\  \L  zugleich  liegt,  uud  die  letztern  also  in  einn 
delu^ellleu  Punkt   O  sich  schneiden  müssen. 

K%\\\\t  ehenso  wird  erwiesen,  dass  BD^  ACy  KM  sich  in  i 
Punkte  sehneiden,  und  folo^lieh  treflcn  die  vier  Geraden  AC^ 
A'.V/.  A.V  in  deniselhen  Punkte  O  zusammen. 

\un  werden  auch  die  Kreislinien  G  uud  H  von  den  Kreiil 
A'  und  M  res|i.  in  .1/,  ii\  /i,  C  ungleichartig  herührt,  dabe 
innerer  Aehnliehkeitspunkt  K  ist,  und  somit  /f,  G^  ^  in  gci 
Linie  riei>en.  Sodann  werden  die  Kreislinien  G  und  H  vod 
Kreislinien  A  uud  \  re!$|i.  in  /A  C\  An  D  gleichartigr  beriibrl 
diiüs  ihr  direoter  Aeiinliohkeitspunkt  F*  ist,  und  somit  auch  J 
6\  //  in  s^rr.iiler  Linie  lie^t.  Also  heiiodeu  sich  die  vier  Pk 
h\  i\  f»\  //  lu  einer  &;eradeu  Linie. 

Oiese  Re<ulc.i(e  tuultMi  ttir  alle  Ke£:eUchDitte  statt. 

Peuu  »'S  Nt'i  \\ioi?ei*  ^  i!es  Ke^ji-Is  Spitze,  zu  welchem  derS 
i^ehoit.     tl*(^iK  h/.  VA  ein  in  und  um  den  KesrelschnitC  bei 
bouci  \u'iiok.    t\iss   i!:o  Seitou   ces   lettlern    durch  die  Spitzt 
eiHtci'.»  »;ofcu,  /.\   F  cw  n;:rc!.sc::uiire  Jor  GegenseiteD  des 
*cl  i.«rl*c.0L'.    0\  //  vlio  Purcl.sc:.:  iite  iler  iie^renseiieo  des  um 
heveii  \u'rov*xs,  so  cass  u-st*  >'/.'  der  Ouroi.scl.citt  der  Ebenen 
S/i(\    /.'  v!v'r  Ouiv'J  Sv*i.r:;:>!»jL  kt  Jer  (»er^uen  SF  mit  lieia 
HCl? i' '.IC  cu"  ,  vV(,*  vier  n.;rvl.so:  :••.::  der  curch  SB^  SO  irelegl 
iu"*;'j:\;».''. ei'e   tU's   Kegels,    (•    ccr   UjrcLsvLcLit   der   Gerade 

^l  •.  '  !*,>i»e;*e  c.e  Ke^e  d*iv*l  e  cjr-.*  e!L*e  Fb-?ce.  d»i;»s  der! 
o*  »  K  ,  X  \\  r*.  i  eie^c'. -.e  ju-.h  i\  A**.  (  .  //;  A",  JL\  Jk 
t\  y  .  «»  ,  //'  00  P--S*'»  *'•:** --.i-xe  •>- Gerdcea  JkjI.  Si 
sW^   >\\.  >V.  >  V  .VI.  s\r,  .vr  \<;.  SN  m  :  uer  Kreiseh« 

\^    •,.  ..    i*   ,*j.    ,  »"»s    f -5»";^^^     A  /    VA     e  3  5j  und  an  den 
Js•^.       '   .*•»**  \  c  %'.  V    ■».     ..»v*j   X    -.•-•  •-?;  S».;ii3  sich  ber 
j-a     y'  .    *      ^  .*    P.  •,-.%    •:     „•    _.':  l».'^v?>:.;i  i    ^fs    la    den 
iij   6*'     .'f    ,',»  IV.  v   >:^     ..;:   ^.:    ».•Cjiv-j»^*;.^^   aes  ua    deo 

N  V*    »'.       .  .;•  ♦    J-.*  r.!\.;   3".   /  ,   A*     I    ^-*xi.T   Lin 

«"^    >  •      ^' .       >'  I     .  j.'  S   .    .•  :  1      i  Mk  •  :   .'-   i'i.:'i  die  I 

'  .   *  .    .    .  t    •  ,•    .      .    •     «    :    •  i*  •    ••:   i  *  Ktf^ef* 


>«•**'• 


V 
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*M\  L*X'  in  demselben  Punkte  ^,  weswegen  die  vier  Ebenen 
rf-^',  Siriy,  SK'3i\  SIJA"  sieb  in  der  Geraden  SiT  treffen, 
ii  mitbin  der  Punkt  0,  als  auf  St/  liegend,  allen  vier  Ebenen 
neinsam  ist.  Nun  liegt  aber  0  im  Kegelscbnitt,  also  auf  den 
7  Geraden  j4C^  BD^  KM^  LN^  in  wcicben  jene  Ebenen  den 
^elscbnitt'  treffon. 

Endlicb  befinden  sieb  (41.)  die  vier  Punkte  E\  F\  G\  //'  in 
»«der  Linie,  wesbalb  SE\,  SF\  SG\  Sli'  eine  Ebene  bilden,  in 
Icber  aucb  E^  Fy  ^, //liegen,  und  da  die  letztern  aucb  im  Ke- 
flcbnitt  sind,  so  liegen  sie  in  beider  Ebenen  Durcbschnitt  oder 
gerader  Linie. 

Demnacb  entspringen  folgende  Tbeoreme: 

1)  Sind  in  und  um  einen  Kegelscbnitt  zwei  Vierecke 
bcscbrieben,  dass  die  Seiten  des  letztern   durcb  die 

Icen  des  erstem  geben,  so  liegt  der  Durcbscbnitt 
r  Gegenseiteuides  eingeschriebenen  Vierecks  mit  ei- 
A  Paar  der  Gegenecken  des  umscbriebencn  in  gerader 
tue. 

2)  Die  vier  Diagonalen  beider  Vierecke  treffen  in 
irtiselben    Punkt    zusammen,    so    dass    also    auch    der 

rcbscbnitt  der  Gegenseiten  des  eingescbriebenen 
Trecks  mit  einem  Paar  Gegenecken  ites  umscbriebe- 
n,  nnd  dem  Durcbscbnitt  der  vier  Diagonalen  in  ge- 
d^r  Linie  liegt. 

3^  Die  vier  Durcbscbnittspunkte  der  Gegenseiten 
ider  Vierecke  befinden  sich  in  einer  geraden^^inie*). 

43. 

Betrachten  wir  nun  das  in  einen  Kreis  beschriGbcne  Sechseck 
\  jä^  A^  A^  Ag  A^  (Taf.  Uf.  Fig.  9.),  und  verlängern  je  zwei 
ftiten,  zwischen  denen  zwei  andere  liegen,  bis  sie  sieb  in  (irj,  €r,, 
',  schneiden,  so  treten  folgende  Umstände  ein. 

Zieht  man  in  A^i  A^^  ferner  in  .of,,  A^\  endlich  in  A^^  A^ 
Mgenten,  bis  sie  sich  in  jfiT,,  A*",,  A",  schneiden,  so  ist  (42.)  Oi 
\T  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  K^^  K^^  ferner  £r\ 
r  inverse  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  K^^K^\  cuülicb  &, 
r  inverse  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  A, ,  A*, ;  folglich 
lasen  (38.)  die  Punkte  €?,,  6\,  O^  in  gerader  Linie  licgon,  und 
grieich  werden  die  6  Punkte  &|,  €?,,  6r,,  A',,  A'',^  A',  in  einer 
traden  Linie  sein. 

Da  sich  nun  ganz  wie  4L  und  42.  diese  Sätze  für  alle  Kcgcl- 
llttitte  beweisen  lassen,  so  entspringen  die  Theoreme: 

1)  Bei  jedem  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
echseck  liegen  die  Durchscbnittspunkic  der  drei  Sei- 
topaare,  zwischen  denen  zwei  andere  Seiten  liegen, 
letB  in  einer  geraden  Linie  und 

2)  auch  die  Durchschnitte  der  Tangentcnpaarc  in 
30  Ecken,  zwischen  denen  zwei  andere  liegen,  befin- 


')  Grunert  Analyt.  Geomct.  Theil  L  S.  lU  — 15.  (Speciell.  Fall  für  den 
Kreis).  —  J.  Steiner  Geometr.  Gestalten.  S.  153.  —  Magnus  Samm« 
lung  analyt.  Aufgaben.   S.  101. 


132 


41 


1 


1 


Aas  dem  ersleii  Theorem  lässi  gicL  ein  ondetes  i 
dies  sieb  uuf  ein  in  elofcn  KeftcIscIiuUt  lie^cbrii^lieiics  Füiifech 
bezicLt,  UDd  ala  ein  Greuirull  jeuen  beiructilet  werden  kana,  weaii 
nutn  xicb  vorslellt,  dass  ciiii-  Seile  des  in  eiDe*  kcsreUcliDilt  Le- 
Bcliriebeuea   SccLsecks    ulliuabÜg    verscIiwiuUe.     Der  Sau   int   lul- 

Bei     jedem     eiüem     Ke^f  elscL  d  i  tt     eioges    ' 
Fünfeck  liegen   die  l>urcliscbnittH[iuuktu  irc 
Seiieapaare,    und   der  Durcbscbnittapun  kt,    ^ 
jedesmalige    fünfte   Seile    mit  der  Tuogeute 
t^enüberstebenden  b'cke  bildet,  allemul'in  einer  geraSi 
Linie  (Slciner  Geom.  (isstalr.    S.  153.) 

Beweis.  In  Taf.  III.  Fig.  10.  sei  ^,  ^,  J,  ^,  J^  das  in 
den  Kegelactinitt  bescbriebene  Fünfeck,  die  Scilon  ^,.-it>  '^t-^* 
^cboeidcn  sieb  in  G, ,  die  Seilen  J^A,,  A^A^  scboeiileii  sieb 
in  fr,  ,  und  die  Seile  ^,Ji  legegnc  der  in  .i,  gezoi^eDen  Tan- 
gente i»  «7,,  »u  soll  erwiesen  werden,  duss  G,G,G,  'eiuc  gerude 
Linie  ist- 

Mua-lielime  zwUclicn  .^,  und  A,  niipti  einen  sccbsicn  Punkt 
.4,  «n.^rbinde  ilin  mit  ^,  und  A,,  so  dasa  Ai.4,J^A,A^A, 
ein  in  den  KegeUcbnitt  bcscbriebenes  Sechseck  isl,'  nnd  verlängere 
,4,  Je  •*  *"  Jt-^i  '"  '"n  -^1-^1  his  en  .^,-^1  in  r,  begegnet, 
so  uiuss  (43.)  G^Fff,  eiu«  gerade  Linie  sein. 

tiesclzt  HDD  G,,  <?,,  G,  lägen  uicbt  iu  geruder  Linie,  «on- 
dem  die  Gcrnde  GiG,  begegfjete  der  (>er;iden  --tiji^  in  g,,  an 
Itissc  wan  sieb  nuu  den  Funkt  A^  dem  Funkle  A,  iuimcr  nä- 
ber  und  nälier  bewegen,  ohne  diisa  er  mit  ibm  lUBiimuientalli;  uo- 
t«r  diesen  ITmsiünden  wird  die  Ceniile  A,A,  der  tier.iden  ÄtA, 
immer  näber  kommen,  und  der  Punkt  T,  sumit  dem  l'uukie  G, 
sieb  näber  bringen  lusscn,  ula  jede  vurgegebeiie  Distanz  beirügi. 
Ebenso  wird  der  Punkt  T,  dem  Funkle  V,   befiei.ig  uube  kommen. 

Wenn  nun  der  Funkt  g,  niebt  mit  G,  zuüuuinienfrtllr,  so  wird, 
Wftbrend  T^  sieb  nacli  G,  bewegi ,  die  Gerade  GaT,  zwar  belie- 
big kloin  gemiicbt  werden  können,  über  niibt  die  Gerjide  r,G,, 
dft  eie  im  vorliegenden  Falle  siets  griisser  nU  G,g^  ist.  und  du 
dies  gegen  diiH  libige,  s»  muss  g-,  mit  0,  zusnmmenfalleo,  oder 
die  l'uuklc  G,,  Gj,  C,  sind  in  einer  Geraden,  te.x.i>.u>. 


•j  Den  Snt*  1)  hat  Pascal  (Essai  sur  les  coniquns  HS  Note)  g-cfunden, 
und  in  einer  verloren  ßcgangentn  Abliardlunf:  soll  er  ilie  gan/a  Theo- 
rie der  Kepelsilmilie  a>if  jenen  SnU  gi'Brrindct  lialien.  —  Viil,  Grn- 
_     n„.,  »inni    r:„n...    'ri,.;i  ii   «  irn  ir    „„  ,i„,  i> ;„  .,„„  i-Ji 
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■ 

Aas  den  vorhergehenden  Sätzen  erhellt,  wie  man  folgende  Anf- 
en  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  lösen  kann. 

1)  Wenn  irgend  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts, 
i  die  Tangenten  in  zweipn  gegeben  sind,  die  Tan- 
Bte  im  dritten  Punkte  zu  finden  (»iO.). 

2)  Wenn  irgend  vier  Punkte  eines  Kegelschnitts, 
{  die  Tangente  in  einem  derselben  gegeben  ist,  die 
pgenten  in  den  drei  übrigen  Punk  ton  zu  finden  (12.) 
"DenD  in  Taf.  II.  Fig.  8.  sei  die  Tangente  in  ^4  gegeben.  Man 
imme  -die  Punkte  Ey  F,  0^  ziolie  EO  bis  sie  die  gegebene  Tun- 
te in  A*  schneidet,  und  verbinde  A'  mit /^,  so  hnt  man  die  Tun- 
te 10  />,  ziehe  ferner  FO  bis  sie  die  Tangenten  in  Iß  und  A 
1/  und  IC  schneidet,  und  verbiode  A/  mit  C\  K  mit  U ^  so  hat 

die  Tangenten  in  C,  B, 

3)  Wenn  irgend  vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
L  der  Berührungspunkt  der  einen  gegeben  sind,  die 
-  ührungspunkte  der  drei  übrigen  zu  finden. 

K\  Von  einem  Punkte,  der  im  l-mfange  des  Kegel- 
iiitts  liegt,  an  denselben  eine  Tangente  zu  ziehen, 
r.  III.  Fig.  10.) 

Mon  nehme  ausser  dem  gegebenen  Punkte  A^  noch  vier  andere 
#,,y#,,  A^'i  Ag,  so  dttss  A^A^,  A^A^  sich  in  C^,,  ferner  A^A^^ 
#g  sich  in  6\  schneiden,  ziehe  GiG^^  bis  sin  A^A^  in  6r, 
eidct,  und  verbinde  Cr,  mit  ^,,  so  ist  ^i,  Cr,  die  gesuchte  Tan- 
te des  Kegelschnitts. 

46. 

Theorem.  Die  Potcnzcentra  aller  Systeme  dreier 
eise,  welche  man  erhält,,  wenn  hnan  die  Halbmesser 
iier  gegebenen  Kreise,  ohne  die  Lage  der  Mittel- 
ikte  zu  ändern,  um  gleiche  Grössen  zugleich  wach- 
1,  oder  zugleich  abnehmen  lässt,  befinden  sich  stets 
gerader  Linie, 'welche  auf  der  äussern  Aehnlichkeits- 
e  der  gegebenen  Kreise  senkrecht  steht. 

Zum  Beweise  dieses  Theorems  sind  folgende  Vorbereitungen 
big: 

1)  Im  Punkte  4$^  (Taf.  Hl.  Fig.  11.)  trcfiVn  3  Gerade  zusammen^ 
deren  mittleren  die  Gerade  I^Jfl  senk  roch  r  ist;  ferner  seien  von 

>m  beliebigen  Punkte  /^  der  («craden  SIC  auf  Sit  und  aSM/  die 
pendikel  pQ  und  I^It  gefällt,  so  behaupte  ich,  dass  die  Propor- 
I  statt  linde 

SQ:SIi=z.SßI:SL. 

Denn  wegen  Aehnlichkeit  der  i^A  ^^ft^^  SKL-,  SltP^  SKM 
JSQ:SA=zSP:SL,  Sit:  SA  =  SP:  SM,   also   Sfi.SL  = 
' .  SP,  Sit .  SM=  SK,  SP,  daher  SQ,SL  =  Sil .  SM,  oder 
:SK=S3I:SL. 

2)  Umgekehrt  wenn  diese  Proportion  statt  findet,  und  PQ.  PR 
SLi  SM  senkrecht  stehen,   so  muss  IjM  auf  SK  senkrecht 

I.    Denn  wenn  dieses  nicht  wäre,  so  müsste  das  von  L  auf  8K 
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gefällte  Perpendikel  die  Gerade  SM  im  Punkte  J/'  so  schneidei. 
^^&sSQ:Sii^=zSJi* :  SJL  wäre,  und  dann  miisste  also  SJfz=zSM 
sein,  welches  nns^ereimt. 

3)  InTaf.  lil.  Fis:.  12.  sind  von  Leliekifi:  vielen  Punkten  i>/, 
/"'etc.  der  Geraden  PP'P'  auf  zwei  andere  Gerade  RR'H\  QQ(t 
Perpendikel  P(i.  Pli,  PQ.  P'Rx  P  (i%  P' R*  etc.  gefällt,  « 
behaupte  ich,  dass  die  Gleicbbeit  der  Verhältnisse  statt  iinde 

UQ  :  RR  =lQQ''.  RR'  =  etc. 

Denn  zieht  man  durch  P  mit  den  Geraden  QQQ\RR!RrH 
rallelen,  welche  die  Perpendikel  in  ff^  q"  etc.,  r,  r"  etc.  schi» 
den,  so  ist  Pf/  :  Pf  =  PP' :  PP\  Pr' :  Pr"  =  PP* :  TV,  also  üA 
P^:Pf=Pr:P/',   od^r  Po' :  Pr  =  Pf  :  Pr  ' ,  oder   QfgiM 

=  UV :  RR\ 

4)  Umgekehrt,  wenn  auf  den  Geraden  Q,^ ^  RR  die  Pooftli 
6«  Q*  ^"etc,  /(,  R\  R*  etc.  so  s^ewählt  sind,  dass  sich  vetUI 
Q(lt:QQ"  =  RR 'RR' etc.,  so  müssen  die  Durch  seh  nittspankll 
der  in  diesen  Punkten  errichteten  Perpendikel  sich  in  gerader  U 
nie  befinden. 

Denn  schnitte  die  Gerade  PP"  das  Perpendikel  P"Q"  nicht  i 
P"j  welchen  Punkt  das  letztere  mit  P"R"  gemein  hat,  so  mv0 
das  vom  gedachten  Durchschnitt  auf  RR  gefällte  Perpendikel  A 
letztere  Gerade  im  Punkte  di"  so  treffen,  dass  QQ':  QQ^=IiR:Xf 
wäre,  und  dann  miisste  nach  der  Voraussetzung /iA"  =^ /19t'' iei| 
welches  ungereimt  ist. 

5)  Nun  seien  C,  C,  C  die  31ittelpuokte,  r.  r',  r^'  die  Halbn» 
ser  dreier  Kreislinien,  und  X  Dasjenige,  um  welches  alle  drei  Hak- 
messer wachsen  oder  abnehmen;  terner  seien  Q*  R  die  DoRk* 
schnitte  der  vom  Potenzcentrum  P  auf  die  Centralen  CCj  CC^  gefil 
ten  Perpendikel  mit  diesen  Centralen,  P^  das  Potenzcentruoi  ^ 
mit  den  Halbmessern  r  +  A,  r'  +  Ä,  r''  +  A  beschriebenen  mitte 
erstem  coocentriscben  Kreise,  und  Q',  R  die  Durchschnitte  Iv 
von  eben  diesem  Potenzcentrum  auf  die  nämlichen  Centralen  iA 
vorher  gefällten  Perpendikel  mit  dem  letztern,  so  ist  nach  d« 
Obigen 

U^ —  26'6"  '   ^     —  2CC  » 

also  durch  Subtraction  ftC—  QC=^^^^,  oder  QQ's^l^ 
Ganz  ebenso  wird  sein  RR'  =  — tjtt: — ,  also  ist 

QQ^  _  r  —  r'    CC" 
HK  ~  r—r"  CC" 

Hiernach  ist  das  Verhältniss  QQ!iRR  constant,  weshalb  (^i 
die  Potenzccntra  sämmtlich  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Richtung  dieser  Geraden  zu  bestimmen,  bezeichnen  ^ 
durch  JL  und  M  die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  Sjstene  C 

C"   und    C,    C\    so   ist   nach    dem   Obigen   LC  =  ^^^p,   Mi 
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=  "fZIy' »  ^^^  Jjc  ^^^  r—r^'  '  W  '   ^^^  folglich  nach  de«   Obl- 

QQ!,RR'=MCiLC. 

Ist  aber  8  der  Durchschnitt  der  Geraden  PP  mit  CM  und 
-wird  die  Gerade  SP  mit  LC  parallel  gezogen,'  dass  sie  die  Per- 
pendikel PQ^  PQ  in  q,  ffs  die  AeLnliclikeitsaxe  LM  in  t  schnei« 
det,  so  ist  Sq\SR=.QQiRR\  also  auch  8q:  SR=z  MC.LC, 
und  da  MC:  LC  =.  MS:  Si\  so  hat  man  Sq  :  SR  =  MS :  Sd\ 
-weshalb  nach. 2)  die  Gerade  SPP*  odei;  der  Ort  der  Poti^scentra 
auf  i'M  oder  LM,  d.  h.  auf  der  äussern  Aehnlichkeitsaxe  senk- 
recht steht. 

Wenn  man  die  Halbmesser  theils  wachsen,  theils  abnehmen 
liease,  so  würde  der  Ort  der  Potenzcentra  noch  immer  eine  Gerode 
sein,  welche  auf  eioer  der  drei  inversen  Aehnlichkeitsaxen  senk- 
recht stände,  z.  B.  auf  ^/'/",  wenn  man  die  Halbmesser  r  und  r^ 
wachsen,  und  r''  abnehmen  lässt. 

Dies  weiter  auszuführen  ist  nnnothig,  da^s  mittelst  obiger 
Principien  unter  einigen  Modiücationen  leicht  erhellt*). 

47. 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  steht  der  Ort  der  Po- 
tenzcentra auf  tincr  Aehnlichkeitsaxe  der  Kreislinien,  deren  Halb- 
messer r,  r',  r"  sind,  senkrecht,  und  da  er  aus  demselben  Gründe 
auf  einer  Aeholichkeilsaxe  der  mit  den  Halbmessern  r-i-^,  r'  +  ^s 
r''+A.  beschriebenen  Kreise  senkrecht  ist,  so  entspringt  folgendes 
Theorem,  welches^  so  viel  ich  weiss,  noch  nicht  bestimmt  ausge- 
sprochen ist: 

Die  Aehnlichkeitsaxen  aller  Systeme*  dreier  Kreise, 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  Halbmesser  dreier  ge* 

f ebenen  Kreise,  ohne  die  Lage  der  Mittelpunkte  zu  än- 
ern,  um  gleiche  Grössen  wachsen  oder  abnehmen  lässt, 
sind  alle  unter  sich  und  mit  der  Aehnlichkeitsaxe  der 
gegebenen  Kreise  parallel. 


*   y.    Polarität  der  Kegelachnitte.. 

48. 

Die  Spitzen  beliebig  vieler  Aber  einer  Geraden  im 
Raum  beschriebenen  rechtwinkli^en''Triangel  liefen  in 
der  um  die  nämliche  Gerade  alsDiameter  beschrieoenen 
Kugelfläche. 

Die  Grundlinie  aller  Triangel  sei  AB  und  C  die  Spitze  eines 
beliebigen  unter  ihnen,  so  muss  die  durch  AB  als  Durchmesser 
gelegte  Kugel  nothwendig  durch  C  gehen,  weil  die  Kugel  von  je- 


')  Man  vergl.  Grnnerts  Analyt.  Geometrie  Theil  I.  S.  117.   Supplement* 
zum  Wörterbuche  Art.  Anwendung  der  Analysis  S.  22. 
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der  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  wird ,   und  der  Winkel  im' 
Halbkreise  ein  rechter  ist. 

49. 

Schneiden  sich  mehrere  Ebenen  in.  einem  Punkte, 
und  begegnen  sie  einer  Kugelfläche,  so  liegendie  Mit- 
telpunkte der  Kreise,  in  welchen  sie  die  Kugel  treffen, 
in  derjenigen  Kugel^  welche  dieEntfernung  deä  Durch- 
schnittspunktes derEbenen  vom  Mittelpunkte  der  gege- 
benen Kugel  zum  Durchmesser  hat. 

Belehnet  man  nämlich  den  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel 
durch  C,  den  Durchschnittspunkt  der  Ebenen  durch  P,  und  ist  M- 
der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  in  welchem  eine  beliebige  durch  P 
gehende  Ebene  die  Kugel  trifft,  so  steht  bekanntlich  "6^^!/  auf  dieser 
Ebene  senkrecht,  ^so  dass  also  CMP'^Wi  rechter  Winkel  ist.  Da 
dies  von  jeder  Ebene  gilt,  so  erhellt  die  Richtigkeit  des  Theorems 
aus  48. 

.♦  50. 

Zusatz.  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  sich  in 
einem  Punkt  7*  schneidender  Sehnen  eines  Kreises,  dessen  Mittel- 
punkt C,  ist  die  um  CP  als  Diameter  beschriebene  Kreislinie. 

r 

51.  * 

Theorem.  Durch  einen  und  denselben  Punkt  Csind 
nach  einer  Geraden  beliebig  viele  andere  Gerade  gezo- 
gen, welche  der  erstem  in  K^  K\  K"  etc.  begegnen, 
und  unter  denen  CK  die  Senkrechte  auf  die  gegebene 
Gerade  ist.  ^ 

Wenn  nun  auf  derselben  Seite  des  Punktes  C  auf  den 
Geraden  CKy  CK\  CK*'  etc.  die  Punkte  M,  M\  M"  resp. 
so  angen-ommen  werden,  d~ass  die  Rechtecke 

CK.  CM,  CK'.  CM\  CK"  .CM"  etc. 

sämmtlich  gleich  sind,  so  befinden  sich  M^  M\  M"  etc.  in 
derjenigen  Kreislinie,  welche  CM  zum  Durchmesser  hat. 
Beweis.  Es  sei  il/C'*)  ein  beliebiger  unter  den  Punkten  M\ 
M"  etc.  und  die  Gerade  MM^"^  gezogen.  Wegen  der  Gleichheit 
CK.  CM=  CK^n),CMin^  verhält  sich  CK:  CMW=  CK^^^iCM^ 
weshalb  die  Triangel  CKKi»') ,  CM^^^M  ähnlich,  und  a|so  die 
Winkel  CKK^^^ ^  CMi^^M  gleich  sind.  Aber  der  erste  ist  ein 
rechter,  also  muss  auch  der  zweite  ein  rechter  sein,  woraus  die 
Richtigkeit  des  Theorems  einleuchtet. 

52. 

Denkt  man  sich  das  ganze  so  eben  charakterisirte  System  am 
CMK  als  Axe  herumgedreht,  so  beschreibt  die  Gerade  KK'K" 
eine  auf  CMK  senkrechte  Ebene,  und  die  Kreislinie  CMM'M" 
eine  Kugel,  deren  .Diameter  CM  ist,  weshalb  folgendes  Theorem 
entspringt: 
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Zieht  mao  roa  <»;ce-a  Pi;ak:«»  €'  rieh  einer  Kbcne 
beliebiir  viele  Ger.iie,  •!:•=•  \\.t  ia  A'.  A' .  A'  eic.  bearesr- 
Den,  ist  ferner  CK  .i u t  •.  ►•  r  E !  e n ••  * i- ::  k r e c L i .  und  w er • 
den  die  Punkte  J/,  .V.  M  etc.  aui'  C'- dachten  tieraden 
sc»  bestimmt,  da^s  •:  *  R.'V.t.rk»-  (JK.  f*I.  CK  .  CM. 
CX"  •  CJi-'  etc.  sanairÜTa  cl •*;»•:!  51  n»!.  so  hp finden  sich 
JÜ^  ^' •  Ji"  ttc,  IQ  uer  iin  IM  ais  Ihaiaeter  beschriebe- 
aeii  Ku^elflache. 


Oi. 


Die  Tueorem»  in  jI.  un  I  j2.  sind  d'^r  f'Rik*»l»ri:nsr  tahi?.  so 
,  wenn  die  Punkt*  .V.  .V,  .*/  in  d»*r  K  :;:t^!itcl  e  oder  Krois- 
linie  nn  CM ;ä\s  Ilarrhrof'^ser  i.f'^rfn.  un  !  'z^  •  .**n'**  Rt^chtecke  srieich 
sind 9  die  Punkrp  A'.  A'  .  A  in  cor  au:  f'M  äeckrccbteu  Ebene 
oder  geraden  Linie  hi'cres. 


Jetzt  sei  ^  der  .Mittolfunkt  rinrr  kusrol.  wflihe  von  mehreren 
Kreisebenen,  die  äicb  in  doni^plbon  Punkte  M  srlmoidon.  srotrollen 
"Wird;  am  jede  dieser  kr'^is!in:^n  deuko  man  >irh  die  die  Kuuro:tI.iche 
beruh reade  Kejrt»iri.ii*lte  besrlirieiion.  und  di<*  .>i>itz»Mi  aller  der  ke- 
^ISächen  werden  A'.  71".  A''  cti*.  iimannt.  Wio  lieradrn  CA'. 
CMk,\  CK'  etc.  werden  i:i;roh  ilie  .Miin*I|»unkto  dt»r  res;»,  kreise 
JK  Ji#'.  M"  etc.  ir»-h»»n,  und  iür  di«»  ln-ln'iiijron  Punkte  A,  A\  A'\ 
etc.  in  den  kre:.<iini*'n.  welche  durch  dtMiNOÜion  Punkt  M  crehen, 
«erden  die  Winkel  CAK,  (\VK\  CA'K'  <»!:\  riTiitc  soin."  I>es- 
balb  «üsseD.  da  AM.AM\AM  1 1 -.  ixui  (  ^IK.  (  M  K\  CM  K' 
«tc.  in  M.  M  ,  M'  ftc  sifji!%nH!it  >'.nd.  de  Kociitccke  CK.CH. 
CMC  »CM\  CK'.  CM'  etc.  >amni:lii-!i  ulricii.  nämlich  jedrs  srloich 
d^^Si  l|uairat  des  Radiu<  der  !ro:rebcncu  kuu:«'!  >tMn.  Ihi  nun  (  Ut.) 
die  Punkre  .V,  M' .  M  etc.  in  der  um  C^l  ais  Diameter  bc'sclirie- 
benen  Kaurel  lierren,  ^d  iiiij<isen  (5'«.)  die  Punkte  A',  A'',  A"  etc. 
in  der  aoi  CM  in  A'  senkrechten  Kbeue  sich  beiinJen,  und  wir 
haben  da:i  tolcrende  'fiifurmi: 

ij^ e h e n  d i e  12  b e  n e ii  b e I  i e h i ir  v i e  1  e r  k  r e i * ii  n i e n ,  in  de- 
nen e  i  n  e  K  u  s:  e  1  f  I  ä  c  h  e  geschnitten  wird,  d  u  r  c  h  0  i  n  e  n  u  n  d 
denselben  Punkt,  so  lieiren  die  S|iii/.en  der  um  jene 
Kreta! in ieri  beschriebenen  und  die  kugel  berührenden 
Ke^el flächen  jederzeit  in  derjenipfen  lihene.  welche  aut* 
der^'den  Durchsch  nittspunkt  iier  erstem  Khene  mir  dem 
Mittelpunkt  der  k  u  ix  e  1  v  i»  r  h  i  n  d  e  n  d  e  n  (i  e  r  a  d  e  n  s  e  n  k  r  e  c  h  t 
steht,  und  umprekehrt.  wenn  die  S|Mtzen  mehrerer  ke- 
^e  I  f  I  a c  h  e  n  .  w e  lebe  s  ;i  \\\  ni  1 1  i  c  h  u  m  e  i  11  e  u  n  d  *1  i  e  s  c  I  b  e  k  ii  • 
a: *•  I  beschrieben  sind,  alle  in  einer  K b e n e  1  i e «•  e n  ,  so  u' e - 
hen  die  Ebenen  der  kreise,  in  denen  die  K  us2:elt'laclie 
"van  den  kesreinächen  berülirt  wird,  durch  einen  einfi- 
Ce n  P a D k t •  u  II d  die  den  letztem  mit  de m  >l i  1 1 e  1  |i  11  n  k  f 
ier  Kuflrel   verbindende  Gerade   steht   auf  erst  i;edachter 

Ebene  senkrecht. 

Der  in  Rede  stehende  Durchschniltsininkt  ist  Pol  der  Khene, 
welche  die  .Spitzen  der  ketreltiächen  enthalt,  in  lie/ua  aut  die  ge- 
gebene Kucrei,  und  die  Kbcne  Polare  he  ne  »»enaout  %\ordeu. 
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Man  yergl.  den  Beweis  unseres  Satzes  von  G runer t  in  der 
analjt.  Geonetrie  Tbeil  I.  S.  283  —  87.     ^ 

55. 

Zusatz.  Schneiden  sich  beliebig  viele  Sehnen  einei 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  C^  in  demselben  Punkte  ^, 
und  construirt  man  in  den  beiden  Endpunkten  j.eder 
Sehne  die  Tangenten  des  Kreijes,  so  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte aller  Tangentenpaäre  in  einer  einzigen 
geraden  Linie,  welche  auf  67ilf  senkrecht'steht,  und  um- 
gekehrt. 

Die  Gerade  heisst  Polare  jenes  Punktes,  und  dieser  Pol  der 
Geraden  in  Bezug  auf  die  za  Grunde  gelegte  Kreislinie. 

56. 

Der  Satz  55.  behält  seine  Richtigkeit  fiiralle  Kegelschnitte. 

Denn  es  sei  S  die  Spitze  des  Ke8:els,  zu  welchem  der  Schnitt 
gehört,  und  Aßy  A*ß\  A^B"  beliebig  viele  in  demselben  Punkte 
M  zusammenkommende  Sehnen  des  Kegelschnitts,  so  dass  SM  die 
Durehschnittslinie  der  Ebenen  SAB,  SA'B,  SA' ff"  ist.  Wird 
nun  der  Kegel  von  einer  Ebene  geschnitten,  dass  der  Schnitt  ein 
Kreis  wird,  und  begegnen  die  Seiten  des  Kegels  SA,  SB\  SA\ 
SB'  etc.  der  Peripherie  des  Kreises  in  a,  ^;  a^,  U  etc.,  so  werdea 
auch  die  Kreissehnen  ah^  ab'  etc.  in  demselben  Punkte  m  zusam- 
mentreffen, welcher  der  Durchschlitt  der  Geraden  SM,  mit  der 
Kreisebene  ist,  indem  dieser  Punkt  z.  B.  in  den  Ebenen  Sah  und 
der  Kreisebene  zu  gleicher  Zeit,  also  in  ihrer  Durehschnittslinie 
ab  ist. 

Nun  seien  K,  K\  K"  ....  die  Durchschnitte  der  Tangenten- 

£aare  in  A,  B,  in  A\  B\  in  A",  B"  etc.,  und  k,  k\  k"  ....  die 
durchschnitte  der  Tangentenpaare  in  a,  b,  in  al,  b\  in  a",  b"  etc., 
so  werden  SKk,  SK f^,  SK'^k?'  etc^  gerade  Linien  sein,  da  z.  B. 
SK  sowohl  als  Sk  die  Durehschnittslinie  der  durch  SAa^  SB6 
gehenden  Berührungsebene  des  IS^egels  ist.  Nach  55.  liegen  aber  die 
Punkte  k,k\k"  etc.  in  gerader  Linie,  weshalb  Sk,Sk!,Sk**  in  einer 
Ebene  sind,  in  welcher  die  Pudkte  JT,  K\  K^  ....  liegen.  Die 
letztern  Punkte  sind  aber  auch  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts, 
mithin  im  Durchschnitt  beider  Ebenen,  d.  h.  in  gerader  Linie, 
welche  die  Polare  mit  Rücksicht  auf  den  Durchvchnitt  der  Sehnen 
als  Pol  für  den  zu  Grunde  gelegten  Kegelschnitt  genannt  wird. 

57. 

Um  die  Polare  eines  ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  Punk- 
tes -M  zu  finden,  muss  man  (nach  55.)  durch  M  eine  beliebige  den 
Kreis  in  zwei  Punkten  A,  B'  schneidende  Gerade  ziehen,  und  den 
Durchschnittspunkt  der  durch  letztere  Punkte,  sehenden  Tangenten 
des  Kreises  K'  suchen;  fällt  man  dann  von  A'  auf  CM  das  Per- 
pendikel, sn  ist  dieses  die  verlangte  Polare.  Dieselbe  lässt  sich 
aber  einfacher  mittelst  des  folgenden  Theorems  bestimmen: 

Die  Polare  eines  ausserhalb  des  Kreises  befindli- 
chen Punktes   ist  die  Gerade,   welche  die  Berährnngs- 
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■lokte  der  von  dem  in  Rede  stellenden  Punkte  an  die 
Kreislinie  gezogenen  Tanp^enten  mit  einander  verbindet. 
Beweis.  In  Taf.  111.  Fifi^*  ^'^*  ^^*'^  -^^  ^^^  Punkt,  dessen  Polare 
geiocht  wird,  ßiA  eine  kcliebif^o  Gerode,  yiK'  die  Tangente  in 
Jf  CD  senkrecht  auf  JA./,  so  dass  JK'  der  Durchschnitt  der  Tan- 
geoIeD  in  A  und  A'  ist,  und  endlich  K'/C  senkrecht  auf  CJf,  so 
fird  X'JC  die  Polare  des  Punktes  jV  sein  (55.).  Diese  Gerade 
vkaeide  die  Kreislinie  in  üf,  so  behaupte  ich,  dass  3IB  den  Kreis 

Denn  do  die  Punkte  Z^,  A",  3/,  A"'  in  einer  Kreislinie  liegen, 
fliehe  nämlich  um  JU/l'  als  Diameter  beschrieben  ist,  so  ist  be- 
bintlich  CO  .  CK' =  CK.  CM,  und  da  CD:CK'=CA^,  so 
wird  CK.CM=CÜ*  sein,  folglich  CUM  ein  rechter  Winkel, 
ilio  BM  eine  Tangente  des  Kreises. 

58. 

.  Dieses  Resultat  bleibt  für  alle  Kegelschnitte  wahr. 

Denn   es  sei  S  die  Spitze  des  Ki>gels,   ßi  ein  Punkt  in   der 

Ebetfe  des  Kegelschnitts,  und  ///  der  Durchschnitt  der  Geraden  SM  mit 

«ner  Kbene,  welche  so  gelegt  ist,  dass  der  Schnitt  mit  dem  Kegel 

ein  Kreis  wird.    Von  m  seien  an  die  Kreislinie  die  Tangenten  mh^mU 

gelegen,  so  ist  (57.)  bb^  die  Polare  von  m  für  den  Kreis,  und  der 
nrcnschnitt  der  li)bene  Shb'  mit  dem  Kegelschnitt  wird  die  Polare 
4ei  Panktes  JA  für  den  Ke&relschnitt  sein  (56.).  Dieser  Durchschnitt 
treffe  den  Kegelschnitt  in  H  und  //',  so  müssen  J///,  MB'  Tan- 
genten des  letztern  sein,  weil  sie  in  den  durch  Sf»m^  Sö'm  geleg- 
ten Berübrungsebenen  des  Kegels  liegen. 

59. 

Construction  von  Pol  und  Polare  in  Bezug  onf  eine 

gegebene  Kreislinie. 

1)  Befindet  sich  der  Punkt  M,  dessen  Polare  gesucht  wird, 
i|  der  Kreislinie  selber,  so  ist  die  Tangente  des  Kreises  durch  M 
4ie  Polare  dieses  ji'uuktes,  und  dasselbe  gilt  von  jedem  KegeU 
leknitt 

2)  Befindet  sich  der  Punkt  M  ausserhalb  der  Kreislinie,  so  ist 
lelne  Polare  diejenige  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  der 
TOB  M  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  vcr.biudct,  und  dasselbe 
gilt  von  jedem  Kegelschnitt. 

3)  Befindet  sich  aher  der  Punkt  M  innerhalb  der  Kreislinie, 
^ereo  Mittelpunkt  Cy  so  errichte  man  auf  CM  in  M  eine  Senk- 
rechte, welche  der  Kreislinie  in  //  begegnet,  und  ziehe  in  B  die 
Tangente,  so  wird  deren  Durchschnitt  mit  CM  einen  Punkt  bestim- 
■en,  durch  welchen  die  gesuchte  Polare  mit  MA  parallel  geht. 

Diese  Construction  gilt  nicht  für  jeden  Kegelschnitt,  vielmehr 
lüoflt  die  Polaro  eines  Punktes  iu  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  dem 
cenjugirten  Durchmesser  desjenigen  parallel,  welcher  durrh  jenen 
pQnkt  gezogen  werden  kann  (iVlagnus  Sammlung  analytischer  Auf- 
faben  §•  lü3.)j  was  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit  synthetisch 
^(weisen  werde. 

Wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  um  einer  Geraden  Pol  zu  fin- 
den, ist  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich. 
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60. 

CouatructioD  von  Pol  undPolare  für  jeden  Ke^elscbDitt 

bloss  mit  Hülfe  des  Lineals. 

Stott  den  Kreises  in  Taf.  11.  Fig.  8.  denke  man  sich  einen  gans 
bi*Iirbigrn  Kej^clsclinitt  gezeichnet,  und  betrachte  E  oder  u  als 
den  Punkt,  dcüseu  Pivlurc  gesucht  wird. 

Was  den  ersten  Punkt  betrifft,   so  ist  K  der  Pol  von  EA.  M 
der  Pol  von  ED.  (58.),  also  (56.)  KM  die  Polare  von  E.   Die  Ge- 
rade KM  geht  aber,   wie   oben   gezeisct,   durch  die  Durchscbnitts- 
punkte  der  (■orndon  AD^  BC\  AC^  llD,  ivesbalb  sich  ihre  Rich- 
tung mit  alleiniger  ilülfc  des  Lineals  linden  lässt. 

'  Für  den  zweiton  innerhalb  des  Kegelschnitts  gelegenen  Punkt 
O  die  Polare  zu  bestimmen,  erinnere  man  sich,  dass  //  der  Pol  von 
A(\  a  der  Pol  von  B/J  (5vS.).  also  Gl/  die  Polare  von  O  ist 
(56.).  Xuu  liegen  aber  die  Punkte  G,  //,  E^  E  in  einer  Gera- 
den (-i».),  folglich  geht  die  Polare  von  0  durch  die  Punkte  E  und 
/\  welche  sich  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  construiren  lassen. 

Daraus  lliesst  folgende  für  alle  Fälle  passende  Auflösung^  un- 
serer Aufgabe: 

Die  Volare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  ziehe  man  durch  denselben  irgend 
zwei  den  Kegeschnitt  schneidende  Gerade,  und  ver- 
binde die  jedesmaligen  vier  Durchschnittspunkte  durch 
zwei  Paar  Geraden,  so  ist  die  durch  die  Durcbschnitts- 
punkte  dieser  (■  eradenpaare  bestimmte  Gerade  die  Ter- 
laugte  Polare. 

Wird  der  Pol  einer  Geraden  gesucht,  so  bestimme  man  zazirei 
belieltjgen  Punkten  der  letztern  die  Polaren,  so  wird  deren  Darch- 
schnitt  den  Pol  gehen. 

Da  übrigens"  i  Taf.  II.  Fisr.  $.).  wenn  der  srecrebene  Punkt  E 
ausserhalb  dos  Kegelschnitts  liegt,  und  P,  P  die  Durchschnitte  sei- 
ner Polaren  mit  di*m  Kegelschnitt  sind,  die  Geraden  EP.  EP'  dem 
leiitcrn  t;in9;;ire!i.  so  übersieht  man .  wie  von  einem  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  uegehenen  Punkte  die  beiden  Tangenten  durch  blosse 
AnwcnwUDs:  des  Lineals  gefunden  werden  können. 


61. 

Zu:o'£:e  des  T^eoreias  in  ->S.  kann  man  «fas  Fundamentaltb« 
nfiB  der  Polir:i3t  t!>0.i  ierzt  auf  den  eistaohen  Ausdruck  bricfir^n: 

Dto  Polaren  beliebig  vieler  ia  einer  Genien  befind- 
licher Punkte  treffen  in  einem  einzig ^n  Punkte,  den 
Pol  jent^rlToranien  zusammen,  und  die  Pole  belle bisfTie- 
1er  in  eisen  Purkt  i  usammec  treffender  Geraien  befin- 
den sieb  in  etcor  eisilgea  Gerades,  der  Poiare  jenes 
Punktes. 

0:er  hewe^rt  sitrJr  ein  Park:  auf  eiser  Gerscen.  *♦ 
c  r  e  b  :  s  ^  c  l.  >  if .  r  e  P  .^ '.  a  r  i  u  a  c  i  a  P  *? .  ■  ■•  r  t-  r  •  i  e  r  *  i  f  2 .  it  2  d 
crebc  sich  e»5*  Gera-i?  na  einea  fesc^a  Pu^kt.  sd  he- 
i»es:c  sica  izr  Pol  ia  ier  Polire  -eoes  Puakte*. 
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62. 


Geben  wir  nun  zur  UntersucbuDg  des  Orts  der  Pole  aller  cin- 
«oder  paralleler  Geraden  über,  und  betrachten  zuerst  die  Kitis« 
Jinie. 

Nacb  dem  Vorbergceb enden  licg't  der  Pol  jeder  beliebigen  Ge- 
raden in  Bezug  auf  eine  Kreislinie  jederzeit  auf  derjenigen  Geraden, 
welche  vom^ Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  gegebene  Gerade» 
«enkrecLt  gezogen  ist,  und  auf  eben  dieser  Geraden  werden  also 
die  Pole  aller  einander  parallelen  Geraden  liegen. 

Nun  sei  S  die  Spitze  des  Kegels^  zu  welchem  ein  Kegelschnitt 
gehört,  und  j4B^  A^o,  A"B"  etc.  seien  beliebig  viele  in  der  Ebene 
des  letztern  befindliche  parallele  Gerade,  ab^  a'/ß\  t$"b"  etc.  die 
Durchschnitte  der  Ebenen  SAB,  SA'B',  SA"B"  etc.  mit  einer 
Kreisebene,  welche  den  Kegel  triflft,  so  behaupte  ich,  duss  ab,  a'b\ 
e^b"  etc.  entweder  sämmtlicb  parallel  sind,  oder  in  einem  einzigen 
Punkt  zusammentreffen. 

Penn  die  Ehene  SAB  wird  Ton  jeder  der  andern  Ebenen 
SA'B* ,  SA"B*^  etc.  in  einer  durch  S  gehenden  Geraden  geschnit- 
ten, welche  mit  AB  (auch  mit  der  Ehene  des  Kegelschnitts)  pa- 
rallel läuft,  und  alle  diese  Ebenen  treffen  folglich  in, einer  durch 
S  gehenden  Geraden  zusammen,  die  mit  dem  Kegelschnitt  parallel. 

Trifft  es  jetzt  zu,  dass  diese  Gerade  auch  mit  der  Kreisebene 
parallel  ist  (wus  sich  dann  ereignet,  wenn  sie  mit  der  Durchschnitts- 
linie der  Ehenen  des  Kreises  und  des  Kegelschnitts  parallel)^  so 
müssen  auch  die  Geraden  ab,  a'b\  a'b"  etc.  offtsnbar  parallel  sein. 

Wenn  aber  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  SAB ^  SA'B\ 
SA"B*'  etc.  der  Kreisehene  in  Ä' hegegnet,  so  muss  dieser  Punkt 
in  jeder  der  Geraden  ab,  ab\  a"b'*  etc.  liegen,  ko  dass  also  die 
letztern  in  demselben  Punkte  zusammenstossen.  Damit  ist  obige  Be- 
hauptung gerechtfertigt. 

Sind  nun  />,  //,  //'  etc.  die  Pole  von  ab,  a*b' ,  a"b"  etc.,  in 
Bezug  auf  den  Kreis,  P,  P' ,  P"  etc.  die  Pole  von  AB^  A B\ 
A^B"  etc.  in  Bezugs  auf  den  Kegelschnitt,  so  liegen  p,  ;/,  p"  etc. 
in  einer  einzigen  Geraden,  ihre  Polaren  mögen  in  einem  Punkte  zu- 
sammentreffen, oder  parallel  sein  (55.  62.),  und  da  P,  P\  P"  etc. 
auf  den  Geraden  Sp,  Sp\  Sp"  etc.  liegen,  so  befinden  sie  sich  sowohl 
in  dcf  durch  letztere  Gerade  bestimmten  Ebene  als  in  der  Ebene 
des  Kegelschnitts,  und  müssen  alle  selbst  in  einer  Geraden  liegen. 

Also  hat  man  folgendes  Theorem: 

Die  Pole  eines  Systems  paralleler  Geraden  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  liegen  jederzeit  in  gerader  Li- 
nie, welche  der  parallelen  Richtung  conjugirter  Durch- 
'  messer  genannt  wird. 

63. 

Zieht  man  durch  die  Spitze  des  Kegels  S  mit  der  Geraden 
AB  eine  parallele  Gerade,  die  der  Kreisehene  in  ÜT  begegnet,  und 
bestimmt  die  Polare  des  Punktes  JT  in  Bezug  auf  den  Kreis,  so 
ist  nach  62.  die  Durchschnittslinie  der  durch  diese  Polare  und  S 
gelegten  Ebene  mit  dem  Kegelschnitt  der  der  Geraden  AB  conju- 
girte  Durchmesser  für  den  Kegelschnitt. 

Sind,  nun  CD,  EF  etc.   beliebig  viele  andere  Gerade  in  des 
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KcgelschniUs  Ebene ^  und  X,  M  etc.  die  Durclischnitte  der  durch 
S  mit  CD^  EF  parallelen  Geraden  mit  der  Kreisebene,  bestimmt 
mau  ferner  die  Polaren  der  Punkte  JLy  M  in  Bezug  auf  den  fiTreis, 
bO  Verden  die  Durcbschnittslinipn  aller  durch  diese  Polaren  und  8 
gelegten  Ebenen  mit  dem  Kegelscbnitt  die  conjugirten  Durchmesser 
der  Geraden  CD,  EF  sein. 

Die  Punkte  /T,  X,  Jf,  welche  in  der  durch  8  mit  dem  Kegel- 
schnitt parallelen  Ebene  und  der  Ebene  des  Kreises  zu  gleicher 
Zeit  liegen^  müssen  sich  in  beider  Ebenen  Durchschnittslinie,  also 
in  einer  Geraden  befinden,  und  ihre  Polaren  aif,  cd,  ^folglich  in 
einem  Punkte  p  schneiden  oder  parallel  sein.  Daber  werden  im  er- 
sten Falle  auch  die  durch  8a^,  Scd,  Sef  gelegten  Ebenen  den 
Kegelschnitt  in  Geraden  treffen,  welcbe.in  einem  einzigen  Punkte 
P  zusammenkommen,  der  nämlich  der  Durchschnitt  der  Geraden  8n 
mit  dem  Kegelschnitt  ist.  Im  zweiten  Falle  müssen.,  wie  in  62. 
gezeigt  ist,  benannte  Geraden  entweder  sieb  in  einem  Punkt  schnei- 
den, oder  parallel  sein. 

Also  hat  man  folgendes  Theorem: 

Alle  conjugirten  Durchmesser,  welche  beliebig  yie-* 
len  Geraden  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  zngebÖ- 
ren,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte 
(Mittelpunkt  des  Systems)  oder  sie  sind  einander'.pa'» 
ralleJ. 

64. 

Theorem.  Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
einen  Kreis  ist  die  Potenzlinie  zweier  Kreise,  yon  de- 
nen der  eine  der  gegebene,  der  andere  um  die  Entfer- 
nung des  in  Rede  stehenden  Punktes  vom  Mittelpunkt 
des  Kreises  als  Dianicter  beschrieben  ist. 

Beweis.  Der  gegebene  Punkt  P  liege  zuerst  ausserhalb  der 
Kreislinie  C.  Schneidet  die  um  CP  als  Diameter  beschriebene 
Kreislinie  die  gegebene  in  B  und  B\  so  ist  die  Sehne  BB^  bei- 
der Kreise  Potenzlinie,  und  zugleich  die  Polare  von  P  für  den 
Kreis  C,  da  PB  und  PB\  als  auf  CB  und  CB'  senkrecht,  Tan- 
genten des  gegebenen  Kreises  sind. 

Liegt  der  Punkt  in  der  Kreislinie  C,  so  berühren  beide  Kreise 
einander  in  P  und  ibre  gemeinschaftliche  Tangente  ist  nicht  nur 
beider  Potcnzlinie,  sondern  auch  des  Punktes 'J^  Polare. 

Befindet  sich  der  Punkt  P  endlich  innerbnib  der  Kreislinie  C, 
so  sei  PB  senkrecht  auf  CP,  in  B  die  Tangente  BK  an  den 
Kreis  gezogen,  welche  CP  in  K  schneidet,  und  durch  K  eine  Pa- 
rallele mit  i?/' gezogen,  welche  also  die  Polnre  von  P  sein  wird. 
Nun  ist,  wenn  V'  dor  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises,  CK^ — C'JST* 
=  CC'{  CK+  CK)  =  6C"(2CiSr—  CC)  =  CPxCK--  CC* 
i^  CB^  —  CC'^.  Da  also  die  Quadrutdiffercnz  der  Entfernungen 
des  Punktes  IT  von  den  Mittelpunkten  C,  C  dem  Quadratunter- 
schied der  Radien  gleicb,  so  muss  die  durch  JT  auf  CP  senkrechte 
Gerade  beider  Kreise  Potenzlinic  sein,  w.  z.  B.  w. 

65. 
Die  Proposition  in  61.  ist  sehr  geeignet,  um  zu  jedem  Satze, 
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der  keine  metrische  Bestimmung  enthält,  einen  correlativen  aufzu- 
finden, indem,  wenn  van  Geraden  hekonut  ist,  dass  sie  in  einem 
Punkte  susammentrcflTen ,  stets  Funkte  nacho^ewiesen  werden  kön- 
nen, welche  in  einer  geraden  l^inic  liegen.  Dieses  Princi|i  ist  zuerst 
von  Gergonne  (Aunales  de  Muthomatifjues  Tom.  XVi.  p.  210.) 
erforscht  und  Dualität  oder  Dualismus  genannt  worden.  J. 
Steiner  (Geometr.  Gestalten)  hat  es  überall  auf  geistreiche  Weise 
durchgefiihrt,  und  gezeigt,  dass  es  mit  den  Gruudgehilden  zugleich 
bervortritt.  Wir  wollen  das  Princip  auf  einige  der  erwiesenen 
Sätse  anwenden. 


66. 

In  39.  ist  erwiesen,  dass  die  Punkte  D,  E,  F  (Taf.  H.  Fig.  7.) 
in  gferader  Linie  liegen. 

Nun  ist  A  der  Pol  von  3ID^  h  der  Pol  von  CR ^  also  der 
Durchschnitt  der  Geraden  7f//>,  Cli  oder  D  drr  Pol  von  AL\ 
ebenso  ist  E  der  Pol'  von  /jf/f/,  F  der  Pol  von  CK,  Die  drei  Po- 
laren der  Punkte  /l,  E^  F^  nämlich  ^///,  ilM^  CK^  tretTen  daher 
in  demselhen  Punkte  zusammen.  Also  stehen  die  folgenden  Sätze 
int  VerhSItuiss  des  Dualismus        M 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
'SCfaBitt  eingeschriebenen 
Dreieck  liegen  die  3  Punkte 
in  "we leben  die  Seiten  von 
den  Tangenten  in  den  Ge- 
genecken getroffen  wer- 
den, in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Drei- 
eck treffen  die  3  Geraden, 
welche  die  Ecken  mit  den 
Berührungspunkten  der  Ge- 
genseiten verbinden,  in  ei- 
nem einzigen  Punkte  zu- 
sammen. 


67. 

In  Taf.  II.  Fig.  8.  liegen  die  Punkte  E,  F,  Gs  //  in  gerader 
Linie.  Nun  ist  KM  die  Polare  von  E^  IltN  die  Pulare  von  F, 
BD  die  Polare  von  G^  AC  die  Polare  von  //,  weshalb  Al'X/,  LS^ 
AC^  BD  in  demselben  Punkt  zusammentreffen. 

Also 

Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Vi  cr- 
eckgelien  die  Geraden,  wel- 
che die  Gegenecken  ver- 
binden, und  die  Geraden, 
welche      die      Berührungs- 

tiunkte  der  gege n übers te- 
leuden  Seiten  vereinigen, 
durch  einen  und  denselben 
Punkt. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
aebnitt  eingeschriebenen 
^Viereck  liegen  die  Durch- 
1iciinittS|iunkte  der  Geg^n- 
aeiten  mitdenDurchschuitts- 
pnnkten  der  Tangenten  in 
den  Gegenecken  in  einer 
Geraden. 


Ferner  ist  (Taf.  II.  Fig.  8.)  erwiesen,  dass  die  Punkte  A',  A, 
B  in  einer  Geraden  sind,  weshalb  die  l*olnren  dieser  l*unkte,  näm- 
lich AD^  BC,  KMy  in  einem  Punkte  F  zusammentreffen. 
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<  Also 

Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt einfz^eschriebenen 
Viereck  liefet  der  Durch- 
schnittspunkt  zweier  Ge- 
genseiten init  den  Durch- 
schnitts punkten  der  Tan- 
genten paare  in  je  zwei  an- 
stosseodeu  Ecken,  welche 
nicht'auf  einer  der  Gegen- 
seiten zugleich  sind,  stets 
in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Vier- 
eck trifft  die  Gerade,  wel- 
che zwei  Gegenecken  ver- 
bindet, *mit  den  beiden  Ge- 
radenpaare n,welcheje  zwei 
anstossende  Berührungs- 
punkt e^  die  nicht aufden in 
einer  der  in  Betracht  kom- 
menden £cken  zusammen- 
stossenden  Tangenten  zu- 
gleich liegen,  verbindet, 
jederzeit  in  einem  einzigen 
Punkte  zusammen. 


68. 

In  Taf.  III.  Fig.  9.  sei  a^a^a^a^asa^  ein  um  den  Kegelschnitt 
beschriebenes  Sechseck,  dessen  Seiten  durch  die  Ecken  des  einge- 
schriebenen JiJ^J^ji^A^j^^mhen.  Oben  ist  erwiesen,  dass  die 
Punkte  6r,,  G^,  G^  in  geraMr  Linie  üpgeu.  Nun  ist  a^a^  die 
Polare  von  G^^  ^2«^«  die  Polare  von  G^^  «^s^«  die  Polare  von 
€r, ,  also  müssen  a^a^,  ^a^«)  ^«^a  ^^  einem  Punkt  zusammentref- 
fen.    Daher  folgende  Dualität:  ^ 

Bei    jedem    einem    Kegel- 
schnitt      eingeschriebenen 


Sechseck  liegen  die  drei 
Durchschnittspunl^te  der 
Seitenpaare^  zwischen  de- 
nen je  zwei  andere  liegen, 
in  einer  Geraden  (Pascal, 
Essai  sur  Ics  coniques). 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen 
Sechseck  treffen  die  3  Ge- 
raden, welche  die  Ecken- 
paarc,  zwischen  denen  zwei 
andere  liegen,  vereinigen 
(die  Uauptdiagonalen),  in 
einem  und  demselben  Punkt 
zusammen  (Brianchon,  Journal 
de  TEcole  Polytechnique  Cah. 
XIII. ). 

Ferner  liegen  auch  die  Punkte  ÜT,,  /T^,  JT,  in  einer  Geraden, 
und  folglich  schneiden  sich  A^Jl^^  A^A^^  ^s^a  iQ  demselben 
Punkte,  in  welchem  sich  auch  a^a^^^  ^2^59  ^%^t  schneiden.  Daher 
das  umfassendere  Theorem: 

Sind  zwei  Sechsecke  einem  Kegelschnitt  einge- 
schrieben und  umschrieben,  dass  des  letztern  Seiteo 
durch  die  Spitzen  des  erstem  gehen,  so 

liegen  die  6  Durchschnitts- 1  schneiden  sich  die  6'Haupt- 


punkte  der  Hauptsehnen  und 
Haupttangente  II  beider 

Sechsecke   stets  in  srerader 

L.      .  o 

inie. 


diagonalen     in     einem     und 
demselben  Punkte. 


69. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  entspringt  folgender  Dualismus  bei  dem 
Fünfeck  am  Kegelschnitt. 
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Bei  jeidem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Fünfeck  liegen  die  Dnrcb- 
schnittspunkte  irgend 

■weier  Seitenpaare,  undder 
Dnrchscbnittspunkt,  wel- 
chen die  jedesmalige  fünfte 
Seite  mit  der  Tangente  in 
derGegenecke  bildet,  stets 
in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenenPünf- 
eck  treffen  die  Diagonalen» 
welche  irgend  zwei  Ecken- 
paare vereiniffen,  nnd  die 
Gerade,  welphe  die  jedes- 
malige fünfte  Ecke  mit  dem 
Bernbrungspunkte  der  Ge- 
genseite verbindet,  in  ei- 
nem einzigen  Punkte  zusam- 
men. 


VI.    Harmonische  Punkte  and  Strahlen. 

70. 

Auf  einer  Geraden  denke  man  sfch  zwei  Punkte  A^  B^  nnd  zwi- 
schen ihnen  einen  dritten  C  angenommen;  wir  suchen  auf  der  näm- 
lichen Geraden  einen  Punkt  J}^  der  so  beschaffen  ist,  dass  das  Ver- 
hältniss  ACx  BC  dem  Verhältnisse  ADx  BD  gleich  ist. 

Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  C  in  der  JMitte  zwischen  A  und 
B  liegt,  ein  solcher  Punkt  D  nicht  existirt. 

Liegt  aber  der  Punkt  C  bei  B  näher. als  bei  A^  dass  also 
AC^MC^  so  kann  D  nicht  auf  der  Verlängerung  der  Geraden 
fiber  A  hinaus  liegen,  weil  die  Proportion  AV\BC'=iAD\  BD 
verlangt,  dass  zu  gleicher  Zeit  AC^  BC^  AD  ^  BD^  was  ni^ 
sein  würde.  Auch  kann  D  sieb  nicht  zwischen  A  und  B  befind^ 
.denn  es  würde  folgen  AC^BC.ACz^AD-^BD.AD^  d.  i. 
AB\AC=ABiAD,  also  AC=AD, 

Dagegen  giebt  es  auf  der  Verlängerung  unserer  Geraden  über 
B  hinaus  in  der  That  einen,  aber  auch  nur  einen  einzigen  Punkt 
Dy  welchem  die  verlangte  Eigenschaft  zukommt.    Denn  man  suche 
die   vierte  Proportionale  zu  AC —  BC^  AC^  AB^  und  schneide 
dieselbe,  welche  grösser  als  AB  sein  wird,  von  ^  aus  auf  der  Ge- 
laden AB  ab,  so  wird  man  einen  Punkt  D  erhalten,  für  welchen 
AC'-^AC—BC)  :  AC^AD-^ABiAD,    d,  i.  BC  :  AC 
^^  BD  :  AD^  oder  ACiJMt=ADz  BD  ist.    Dass  es  nur  einen 
Solchen  Punkt  D  giebt,  ist  IRans  klar,  dass  die  Proportion  ^C:  iffC' 
^sszADxBD  diese  andere  AC— BCiAC=iAB:AD  erfordert, 
^nd   zu  den  3  ersten  Gliedern  der  letztern  nur  eine  einzige  vierte 
Proportionale  gefunden  werden  kann. 

Umffe kehrt  liegt  der  Punkt  D  auf  der  Verlängerung  der  Ge- 
lraden Ab  über  B  hinaus,  so  existirt  auf  dieser  Geraden  nur  ein 
einziger  Punkt  C,  für  welchen  AD:  BDzz^ACi  BC  ist,  und  zwar 
befindet  sich  C  stets  zwischen  A  und  B^  und  liegt  näher  bei  B 
«Is  bei  A* 

Daraus  folgt,  dass  für  keine  vier  Punkte  auf  einer  Geraden 
^ie  Verhältnisse  der  Entfernungen  zweier  auf  einander  folgeoden 
I^unkfe  vom  .dritten  und  vierten  gleich  sind,  dass  dies  vielmehr  nur 
Ar  die  abwechselnden  Punkte  gilt. 

Wenn  vier  Punkte  auf  einer  Geraden  so  auf  einander  folgen: 
A^  C,  B^  D^  und  wenn  die  Proportion  statt  findet  AC  :  ßC 
^^ADxBD  (wo  also  C  näher  bei  B  als  bei  A  liegt),  so  werden 
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dieselben  vier.harmoiiische  Punkte  genannt,  und  zwar  heissen 
A  und  B  sowohl,  als  Cund  D  zugeordnete  harmonische  Punkte. 

Dem  Mittelpunkte  von  AB  entspricht  dann  gewissermaassen  ein 
in  der  Geraden  unendlich  entfernter  Punkt. 

Harmonische  Strahlen  oder  Uarmonikalen  (Steiner)  (fai- 
sceau  harmonique  nach  Brianchon)  nennt  man  vier  durch  harmoni- 
sche Punkte  gebende  und  in  einem  einzigen  Punkte  zusammentref- 
fende Gerade. 

71. 

Aus  70.  wird  man  zu  jeden  3  Punkten  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  finden  können,  indem  man  zu  3  Geraden  die  vierte 
Proportionale  sncht.  Es  Jassen  sieb  aber  einfachere  Auflösungen 
dieser  Aufgabe  geben,  wenn  man  die  Uarmonikalen  in  Betracht 
zieht,  und  dazu  bahnen  folgende  Betrachtungen  den  W«g. 

In  Taf.  111.  Fig.  14.  geben  vom  Punkte  0  aus  nach  oeliebigen 
4  Punkten  einer  Geraden  A^  C^  B^  D  vier  Strahlen,  und  durch  A 
sei  eine  Gerade  mit  dem  Strahl  O^D  parallel  gezogen,  welche  von 
4en  andern  drei  Strahlen  in  A^  c^  b  geschnitten  wird. 

Dann  behaupte  ich,  dass  das  Doppelverhältniss 

AC  ^AD 
iiC '  BB 

■dem  einfachen  Verhaltniss  Aciöc  gleich  sei. 

Denn    wegen    d€r  Parallelität   der  Geraden  Ab   und    OD   ist 

•gfe  =  ^»;   aber  wenn  man  bm  parallel  mit  Oc  zieht,  -gjg  s-^^, 

._^  AD        Cm         .  ^  .  ..  .   AD    AC        Cm    AC        CSw     ^ 

also  ist  ^^=cB^  "n^f«^fif*^«^Ä5'5c  =  CÄ-ÄC=2e-  "* 

,,.  ,    Cm         ch  •   1       .     AD    AC        cb        .  ■    i   ^ 

endlich  ^  z=:.—^  so  wird  sein   «^  :  ^  :=z—^  oder  umgekehrt 

AC    AD  _Ac 

BC '  BD~  bc' 

AC    AD 

Daraus   fliesst,   dass  das  Doppelverhältniss  jgij''^^   von   der 

Lage  der.  Geraden  ACBD^  wenn  sie  nur  immer  durch  A  geht,  ganz 
unabhängig  ist,  dass  also  z.  B.  -»7, :  ^E  =  -^^  '  jü-^  ist.    Dieses 

Resultat  gilt  aber  in  der  Thnt  auch  noch  für  jede  beliebige  nicht 
durch  A  gehende  Gerade.  Denn  wenn  eine  solche  die  vier  Strah- 
len in  A*\  B'\  C ^  D'*  schneidet,  so  überzeugt  man  sieht  leiclu^ 
dass,  wenn  AB^  parallel  mit  A"D'*  gezogen  wird,  stets  die  Rela« 

tion  statt  bat  ^Typ  •  Mß-ry»  =  Wr*  "  WJF^  wesnalo  auch  ^jn :  ^jj 
_  A'C"  .  A*'D"      ... 

Also  folgendes  Theorem: 

Wenn  vier  von  einem  Punkte  0  ausgehende  Strahjen 
von  zwei  Geraden  resp.  in  A^  A'i  B,  B^\  C^  C"  geschnit- 
ten   werden,    so    sind    die   Doppelverhältnisse   -g^  :  -nj^ 

Wc"  Wjy  ®^®'®  einander  gleich. 
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Daftffe  iat  ersicbtlicli ,  wie  man  zn  verfahren  hat,  um,  wenn 
fier  iD  ^rader  Linie  liegcendc  Punkte  yi^  C,  B,  />,  und  drei  in 
einer  andern  Geraden  liegende  Punkte  A\  C\  B'  p^egeben  sind, 
auf  der  letztern  Geraden  Jen  Punkt  Z^  so  zu  bestimmen,  dass  jene 
Doppelverhältnisse  gleich  sind. 


72. 

Zusatz.  Vier  Strahlen,  die  eine  Gerade  in  harmoni- 
schen Punkten  treffen,  theilen  jede  andere  Gerade  har- 
monisch (Brianchon),  und  ist  diese  Cücrade  mit  einem 
änssersten  Strahl  parallel,  so  wird  sie  von  den  3  an- 
dern harmonischen  Strahlen  in  3  Punkten  getroffen. 
deren  äussere  von  dem  mittlem  gleiche  Entfernung 
haben. 

Nun  seien  in  Tuf.  111.  Fig.  li.  die  Punkte  A^  C^  B ^  D  har- 
BOBisch,  und  Ab  parallel  mit  ODs  so  wird  Acz=zbc  sein. 

Dm  also  zu  3  Punkten  Ay  Cn  B  den  dem  C  zugeordneten 
harmonischen  Punkt  zu  linden,  ziehe  man  durch  einen  beliebigen 
Punkt  0  die  Strahlen  OA,  OB,  OC,  halbire  AO  in  ii,  ziehe  nc 
parallel  mit  OB  bis  sie  OC  in  c  schneidet,  verbinde  A  mit  c,  und 
siehe  durch  O  mit  Ac  eine  Parallele,  welche  die  Gerade  ABC  in 
D  trifft,  so  ist  D  der  harmonische  Punkt. 


73. 

Bestimracn  wir  jetzt  den  geometrischen  Ort  der  Spitzen  aller 
iber  und  unter  einer  Geraden  AB  beschriebenen  Triangel,  deren 
beide  andere  Seiten  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander  haben. 

Wir  nehmen  das  Verhältniss  von  der  iilinheit  verschieden,  weil 
in  diesem  Falle  der  Ort  eine  im  Mittelpunkte  von  AB  auf  der  letz- 
tern senkrechte  Gerade  ist,  wie  sogleich  erhellet. 

Ist  C  ein  Punkt  in  der  Geraden  AB^  und  das  Verhältniss 
ACiBC  dem  Verhältnisse  OAi  OB  gleich,  wo  O  die  Spitze  eines 
der  in  Betracht  kommenden  Ureiecke  ist,  so  muss  (Kuclid  Lib.  Vi. 
prop.  3.)  die  Gerade  OC  den  Winkel  AOB  halbiren,  und  ebenso 
ooss,  wenn  D  in  der  Verlängerung  von  AB  über  //  hinaus  so 
liegt,  dass  AD :  BDz=  OA :  OB=iAC\  BC,  die  Gerade  DO  den 
Nebenwinkel  von  AOB  (der  durch  die  Verlängerung  von  AO  ent- 
iteht)  halbiren.  Die  Geraden  OC  und  OB  werden  dann  auf  ein- 
ivder  senkrecht  stehen ,  und  dies  findet  für  jeden  Punkt  O  statt. 
f&r  welchen  OAx  OB  jedem  der  Verhältnisse  AC:  BC,  AD  .BD 
gleich  ist. 

Bewegt  sich  daher  0  so  fort,  da.ss  das  Verhältniss  OAi  OB 
coDstnnt  bleibt,  so  rückt  er  in  der  Spitze  des  über  CD  beschriebe- 
nen rechtwinkligen  Triangels  fort,  die  bekanntlich  in  der  um  CD 
als  Dinmeter  beschriebenen  Kreislinie  liegt,  welche  somit  der  ge- 
sachte  Ort  sein  wird.  Zugleich  hat  sich  ergeben,  dass  A,  //,  C,  D 
harmonische  Punkte  sind. 

Wenn  also  vom  Punkte  0  nach  3  Punkten  A,  C,  B 
Strahlen  so  gehen,  dass  der  mittlere  den  von  den  beiden 
andern  gebildeten  Winkel  halbirt,  so  geht  der  auf  eben 
diesem    senkrechte   Strahl   jederzeit   durch  den  vierten 

10* 
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liarmonischen  Punkt  zu  den  Punkten  ji^  C,  ^^dfeelcher 
dem  C  zugeordnet  ist.  ^^ 

Also  auch  wenn  man  zu  den  Endpunkten  C,  D  einet 
Diameteri|und  zu  einem  drittenPunkte^in  demselben  d eil 
dem  letzteren  zugeordneten  vierten  barmoniscben  Puqkt 
^!/  sucbt,  so  werden  die  von  einem  beliebigen  Punkte  O 
der  Krei8peri(rberie  nach  JB,  j^  gezogenen  Geraden  das- 
selbe Verfiältniss  bewahren,  wie  man  den.  Punkt  0  an- 
nehmen mag,  und  die  Strahlen  OC,  OD  werden  de^n  Win- 
kel AOB^  und  des  letztern  Nebenwinkel  halbiren. 

74. 

Es  seien  wieder  C,  D  Endpunkte  eines  Kreisdiameters,  und  B 
ein  beliebiger  (vom  Mittelpunkte  verschiedener)  Punkt  auf  demsel- 
ben, der  innerbalb  des  Kreises  liegt.  Ist  nun  BO  senkrecht  auf 
CD^  und  in  0  eine  Tauffente  des  Kreiset  gezogen,  die  den  Dia- 
meter in  A  trifft,  so  wird  ^  zu  C.  D^  B  der  vierte  harmonische 
Punkt  sein.  Denn  der  Winkel  AOC  ist  =  0/^67  (Euclid  Lib.  III. 
prop.  32.)  und  ODC=COB,  also  AOC=COB,  so  dass  AGB 
von  CO  halbirt  wird. 

Um  also  zu  deu  Endpunkten  eines  Kreisdiameters,  und  zu  einem 
dritten  Punkte  auf  demselben  den  vierten  harmonischeu  Punkt  za 
linden,  verfahre  man  so: 

Lie^rt  der  dritte  Punkt  B  innerbalb  des  Kreises,  so  errichte 
man  BO  senkrecht  auf  den  Diameter  CD^  dass  sie  die  Peripherie 
in  0  trifft,  und  ziehe  von  0  die  Tangente,  welche  CD  in  A  trifft, 
üo  ist  A  der  gesuchte  dem  B  zugeordnete  harmonische  Punkt. 

Liegt  der  Punkt  A  ausserhalb  der  Kreislinie,  su  ziehe  von  A 
an  den  Kreis  eine  Tangente,  welche  ihn  in  O  berührt,  und  fälle 
OB  senkrecht  auf  CD^  dass  sie  der  letztem  in  B  begegnet,  so 
ist  B  der  vierte  dem  A  zugeordnete  harmonische  Punkt. 

75. 

Lehrsatz.  Zwei  Kreise  seien  concentrisch,  ihr  ge- 
meinsamer Mittelpunkt  M,  Man  ziehe  einen  beliebigen 
Diameter,  welcher  den  einen  Kreis  (etwa  den  grösse- 
ren) in  A^  By  den  andern  in  D  schneidet,  und  suche  su 
A^  B^  D  den  vierten  harmonischen  Punkt  E.  Rewegt 
sich  nun  der  Durchmesser  uto  den  Mittelpunkt  jlf,  so  be- 
haupte ich,  dass  der  zu  seinen  Kndpunkten  in  dem  grüs* 
Sern  Kreise  un4  zu  dem  einen  Endpunkte  im  kleinern 
Kreise  vierte  harmonische  Punkt  in  einer  mit  den  ge* 
g ebenen  concentriKchen  Kreislinie  fortrürkt. 

Beweis.  Man  ziehe  DO  senkrecht  auf  AM  his  es  die  con- 
cetitrische  Kreislinie  in  O  trifft,  und  OE  senkrecht  auf  OM  bis  es 
AM  in  E  trifft,  so  ist  E  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  A.  R^ 
D  (74.).  Aber  es  ist  jetzt  00""  =l  DEy^  DM,  und  d»  />ö,  DM 
ciinstant  bleiben,  so  ist  auch  DE^  folglich  auch  ME  constant, 
w.  z.  b.  w. 

76. 
I^eLrsatz.      Zieht    man    durch   den   Berührungspunkt 
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zweier  sich  tnngireoder  Kreise  beliebig  viele  Gerade, 
welche  dieselben  jede  in  einem  Punkte  schneiden  wer* 
deo,  und  bestimmt  zu  jedem  Paar  der  Darebschnitts- 
pnnkte  and  dem  Berubningspunktn  den  vierten  barmo- 
■  iechen  Punkt,  so  liegen  alJe  diese  vierten  Punkte  in 
eioer  Kreislinie,  welche  beide  gegebene  in  ihrem  ge- 
aeinsamen  Berührungspunkt  tangirt. 

Beweis.  In  Taf.  111.  Fig.  15.  sei  DDE  die  Centrale  zweier  sich 
io  a  berührender  Kreise,  A  zu  D^  A\  B  der  vierte  dorn  B  zu- 
geordnete harmonische  Punkt;  D*BE!  eine  andere  Gerade,  A*  zu 
ZF,  B^  B  der  vierte  harnionischo  Punk  f.  Zieht  miin  Di}\  Eh7^ 
Ajf,  so  ist  DB:EB=DAiEA,  D'B.li?B=iyA'.EA'\  aber  da 
Dir  und  EE  parallel  (Jede  auf  D'E  Keiikrecbt),  so  ist  DB.EB 
^sz  JUBxBB,   xxW^  auch  DAxEA=,D'A \ EA' ,  folglich  muss 

lit  EEi  oder  mit  DB*  sein.     Da  hicrnncb  der  Win* 


parallel  mit 

kel  SA!A  ein  rechter,  so  liegen  oflciibar  alle  vierten  harmonischen 
Punkte  in  der  am  BA  als  Diameter  beschriebenen  Kreislinie. 

77. 

Lehrsatz.  Bei  irgend  vier  harmonischen  Punkten 
iit  das  Rechteck  unter  den  Abständen  zweier  zugeord- 
■  eter  Punkte  von  demjenigen  Punkte,  welcher  in  der 
Mitte  zwischen  den  zwei  andern  liegt,  dem  Uuadrat  des 
kalben  Abstandes  der  letztern  von  einander  gleich. 

Beweis.  In  Tuf.  III.  Fig.  10.  seien  C\  D^  B^  A  harmonische 
Ponkte^  um  CD  als  Diameter  ein  Kreis  beschrieben  ^  auf  dessen 
PeriDlierie  ein  Punkt  P  so  angenommen,  dass  APB  ein  rechter 
Winkel  ist  (diesen  Punkt  zu  Bestimmen  hat  man  nur  den  Dnrcli- 
•ebnitt  des  nm  AB  als  Diameter  beschriebene»  Kreises  mit  dem 
gegebenen  zu  suchen),  ferner  J/ der  Mittelpunkt  von  AB^  Zieht 
man  nun  MP^  so  muss  diese  Tangente  des  Kreises  sein.  Denn  we- 
gen MA  =  MB  =  lUP  ist  L  iV/»/y  =  3fBP,  und  da  CP  den 
Winkel  u4PB  halltet,  so  ist  CPB  =  ^^^,  also  auch  BPD^z^li'*. 
■omit  CPB  =  DPB,  daher  L  MPC=MPB  —  CPB  =  MBP 
"^MiPB^ziMDP,  also  PyT/ eine  Tangente  des  Kreises.  Nun  ist 
bekanntlich  Jlf 6/ Xill//^  =  ^//'S  also  JUCX  MD  =^MA*,  w.z.b.w. 

78. 

Es  sei  ABCDEP  auf  Taf.  III.  Fig.  17.  ein  vollständiges  Vier- 
aeit,  dessen  Diagonalen  bis  zu  ihrem  gegenseitigen  Durchschnitt  in 
0,  /f,  /verlängert  sind.  Uierüber  lassen  sich  folgende  Betrach- 
tungen anstellen. 

.  Zu  den  drei  in  E  zusammenkommenden  Strahlen  ED^  EB^  EI 
'  denke  man  sich  den  vierten  dem  EI  zugeordneten  harmonischen 
Strahl  9  und  ebenso  denke  man  sich  zu  ocn  drei  in  (7  zusammen- 
kommenden Strahlen  CD^  CB ,  CI  den  vierten  dem  CI  zugeord- 
neten harmonischen  Strahl,  so  werden  beide  vierte  harmonische 
Strahlen  in  einem  Punkte  der  Geraden  IBD  zusammentretVeu,  wel- 
cher der  zu  D^B^I  dem  /  zuu^eordnete  harmonische  Punkt  ist  (72.). 

Ganz  ebenso  werden  die  beiden  in  Kede  stehenden  Strahlen  in 
einem  Punkte  auf  der  Geraden  AIII  zusammentreffen,  welcher  der 
XU  I^  Ay  H  dem  H  zugeordnete  harmonische  Punkt  ist. 
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Der  DurchscbDittspunkt  der  beiden  Strahlen  wird  also  auf  den 
Geraden  AH^  BI  zu  gleicber  Zeit  Hegten,  fällt  also  mit  G  zusam- 
men, und  folglich  ist  G  sowohl  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
D^  B^  I  als  auch  zu  H^  A^  F.  Gebt  man  von  den  Ecken  D  und 
B  aus^  so  ergiebt  sich ,  dass  auch  E^  C^  7,  H  harmonische-  Punkte 
sind. 

Daraus  fliesst,  dass  die  Strahlen  FA^  FJ  zu  FB^  FDy  ferner 
JA^  JF  zu  JB^  JC  zugeordnete  harmoniscbe  Strahlen  sind.  Die 
Figur  BDECF  wird  aber  vollständiges  Viereck  genannt  (Steiner 
Geom.  Gest.  S.  72.),  und  wir  haben  somit  den  Doppelsatz: 


In  jedem  vollständigen 
Vierseit  sind  die  Punkte, 
in  welchen  die  drei  Diago- 
nalen einander  schneiden, 
zu  den  zugehörigen  Ecken 
zugeordnete  harmonische 
Punkte.  (Pappus  Collect.  Matb. 
Lib.  VIL,  De  Lahire  Sect.  Coni- 
cae  p.  9.  prop.  20.,  Schooten  Exer- 
citat.  Matbem.  1.  2.  prop.  5.) 


In  jedem  vollständigen 
Viereck  sind  die  Strahlen, 
weiche  die  Durchschnitte 
dergegenüberliegendenSei- 
tenpaare  vereinigen,  zu  deo 
letztern  zugeordnete  har- 
modische  Strahlen.  (Steiner 
System.  Entw.  d.  Abhäng.  geom. 
Gestalten  von  einander  ^.  75.) 


Diese  Sätze  geben  ein  Mittel  an  die  Hand,  einerseits  zn  drei 
gegebenen  Punkten  den  vierten  harmonischen  Punkt,  und  andrer- 
seits zu  drei  gegebenen  Strahlen  den  vierten  harmonischen  Strahl 
SU  finden,  und  zwar  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals. 


79. 

Verlängert  man  in  Taf.  111.  Fig.  17.  die  Gerade  ZF,  bis  sie  AC 
in  K  trifft,  so  werden  (72.)  A^  B^  JT,  C  harmonische  Punkte  sein. 

Daher  das  Theorem: 

Ziebt  man  von  drei  in  einer  Geraden  liegenden  Punk- 
ten A^  B,  C  drei  ganz  beliebige  Gerade  ADE,  BD,  CE^ 
von  denen  die  erste  von  den  beiden  andern  in  D  und  E 
geschnitten  wird,  die  letztern  sich  in  /  schneiden,  so 
wird  die  durch  /und  den  Durchschnittspunkt  der  Gera- 
den BEy  CD  gehende' c^erade  Linie  die  gegebene  Gerade 
immer  in  dem  nämlichen  Punkte  JT  treffen,  der  znA^B^C 
der  vierte  harmonische  Punkt  ist. 


80. 

Von  einem  Punkte  0  gehen  nach  den  Schenkeln  des  Winkels 
A  (Taf.  III.  Fig.  18.)  beliebig  viele  Gerade,  welche  die  Schenkel 
resp.  in  B,  C\  B\  C'\  ß"y  C"  etc.  treffen,  und  mehrere  Vierecke 
erzeugen,  deren  Diagonalen  gezogen  sind.  Die  Durchscbnittspunkte 
der  Diagonalen  />,  D\  D"  ....  werden  nun  in  einer  einzigen  durch 
A  gebenden  Geraden  liegen. 

Denn  nach  78.  trifft  die  Gerade  AD  sowohl  als  die  Gerade 
AD'  die  Transversale  OC  in  einem  Punkte  E\  der  zu  B\  C,  O 
der  vierte  harmonische  Punkt  ist,  mithin  müssen  AD  und  AD^^ 
und  ebenso  alle  übrigen  zusammenfallen. 
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81. 

■ 

I 

In  Jedem  Parelleltrapez  treffen  die  nicht  parallefen^ 
Seiten  mit  der  die  Mittelpunkte  der  parallelen  verbin- 
denden Geraden  in  einem  einzigen  Punkte  znsammen. 

Nftmlich  es  aeien  AB ^  CD  die  parallelen,  E  der  Mittelpunkt 
der  entern,  AC^  BD  die  nicht  parallelen  Seiten,  0  ihr  Durch- 
■elnitt  Verbindet  man  M  vbM  E  und  zieht  0il!f  parallel  AB^  so 
«nd  OA^  ,0B^  OE,  GM  (Tl.)  harmonische  Strahleo,  und  da  CD 
■it  des  änssersten  Strahl  ebenfalls  parallel  ist,  so  muss  der  mittlere 
dftr  drei  andern,  nämlich  OE^  ebentalls  durch  den  Mittelpunkt  von 
CO  gehen. 

82. 

^  In  Taf.  III.  Figr.  18.  denke  man  sich  B,  ZT,  C,  C  auf  der  Fe- 
lipherie  eines  Kegelschnitts  liegend,  so  erhellet  aus  (60.),  dass  die 
titrade  AD  die  Polare  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
Mhnitt  ist,  und  diese  Polare  wird  von  den  in  O  zusnmmenstossen- 
den  Sehnen  in  E  und  E'  so  getroffen,  dass  E  und  E'  die  vierten 
karmonischen  Punkte  zu  den  Endpunkten  der  Sehnen  und  zu  ihrem 
Durchnchnitt  0  sind.  Dies  ist  auf  eben  die  Art  für  alle  Sehnen  zu. 
erweisen,  und  wir  haben  somit  das  sehr  merkwürdige  Theorem: 


;  nreht  sich  eine  Gerade, 
Vie  einen  Regelschnitt 
aekneidet,  um  irgend  einen 
Ib  ihr  liegenden  festen 
FBBkt,  so  ist  der  Ort  des- 
jenigen Punktes,  welcher 
SB  den  zwei  Durchschnitts- 
pankten  und  dem  festen 
PBBkte  der  vierte,  dem  letz- 
turn  angeordnete  harmoni- 
■eke  Punkt  ist,  eine  be-' 
•Ciaimte  Gerade,  nämlich 
dla;' Polarlinie  des  festen 
Fankte«,  in  welcher  sich 
alf  o  auch  der  Durchschnitt 
derjenigen  zwei  Tangenten 
drent,  durch  deren  Berüh- 
rnngepunkte  die  bewegliche 
■  chneidende  Gerade  geht. 


Bewegt  sich  ein  Punkt  in 
einer  festen  Geraden  in  der 
Ebene  eines  Kegelschnitts, 
so  dreht  sich  diejenige  Ge- 
rade, welche  zu  den  zwei 
durch  den  Punkt  gehenden 
Tangenten  und  der  festen 
G^eraden  der  vierte  letzte- 
rer zugeordnete  harmoni- 
sche Strahl  ist,  'um  einen 
bestimmten  Punkt,  nämlich 
den  Pol  der  festen  Geraden, 
um  welchen  sich  also  auch 
diejenige  Gerade  dreht,  wel- 
che durch  die  Berührnngs- 
pnnkte  der  jedesmaligen 
zwei  Tangenten  geht. 


Das,  was  die  französischen  Geometer  schlechthin  Polaire  und 
Pal  iiennen,  wird  daher  von  Deutschen  auch  Harmonische  und 
Harnonischer  Pol  genannt. 
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LX. 

Neues  Theorem  über  eine  gewisse  Klasse 
'  periodischer  Functioneii. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


Wenn  eine  Function  die  trigonometrischen  Grössen  sin,  cos  etc. 
allein  enthält,  so  lässt  sich  dieselbe  in  vielen  Fällen  in  eine  Reihe 
verwandeln,  welche  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  eines  Bogens 
fortgeht,  so  dass  man  erhält: 

/(sin  Ä?,  cos  ^)=^o+-^i  cos  a:+J[2  cos  2jp+^,  cos  Za^+,^  (1) 

wobei  die  Reihe  endlich  oder  unendlich  sein  kann.  Vorausgesetit^ 
dass  diese  Reihenentwickelung  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen 
von  ;r==0  bis  ;r  =  oo  gültig  bleibt,  so  ist 

wobei  /{ajp)^  f{ß^)  zur  Abkürzung  füry(sin  a^,  cos  ose)  nnd 

/(siu  ßa:^  cos  ßap)  gesetzt  worden  sind. 

Dieses  elegante  Theorem  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen« 
Da  die  Gleichung  (1)  für  alle  Werthe  von  ^  =  0  bis  a?  =  oo 

riclitig  bleibt,  so  kann  man  in  derselben  auch  iajp  für  ^.setsen. 


^ux 


sie  mit  e  da:  muUipliciren  und  zwischen  den  Gränzen  ^  ±=  0, 
^==  00  integriren,  wodurch  man  erhält 

z=zAqJ     e     da:-\-A^    e     co^  iia:da>^A2i    e     eos2fJba?dap-^„.' 

Auf  der  rechten  Seite  kann  man  die  Werthe  aller  Integrale  an^e- 
ben^  wenn  man  sich  erinnert,  dass  überhaupt  für  jedes  positive 
A:  und  A 

/'*—**  k 

0  ^      cos  Aa:  da:  =  jr:^2 

ist.    Es  ergiebt  sich  so: 
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■■d  wenn  man  /it^a,  fi  =  ß  setxt  und  beide  Werthe  sabtrahirf. 


•••• 


Diese  Gleicbnng  soll  mit  «Kii  nultlplicirt  und  swiscben  den  Gränsen 
m  =  0  nnd  11  =  00  integrirt  werden.  Auf  der  linken  Seite  steht 
4ann  das  Doppelintegral 

md  anf  der  recbten  erscheint  eine  Reihe  von  Integralen,  welche 
atlieh  unter  der  Form 

o  «  gnns  und  positiv  ist«  enthalten  sind.    Nun  giebt  die  unbe- 
stiBBte  Integration 

— T+l 

■■d  durch  Einführung  der  Gränxwerthe  w  =  oo,  «^0  findet  man 
aluo  deu  Werth  des  Integrales  unabhängig  von  n.    So  wird  nun: 

=  i<f)*[/(0)-A), 

wie  «an  iogleicb  erkennt,  wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  ^  =  0 

«etat 

Das  obige  Doppel  integral  nach  w  und  u  gestattet  über  noch 
eine  Umformung,  nämlich  dadurch,  dass  man  die  Ordnung  der  In- 
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tegrationen    umkehrt   und  zuerst  nach  u  integrirt;    dasselbe  wird 
dann 

I 

Wir  baben  daher 

/^[/(a^)  -/(/J^)l§=4<|-)  V(0)  -  ^ol     (3) 

und  diess  war  das  zu  beweisende  Theorem  in  (2.). 

Einige  Anwendungen  desselben  sind  folgende. 

Für  jedes  beliebige  a:  und  ein  r,  dessen  absoluter  Wertb  die 
Einheit  nieht  übersteigt,  gilt  die  Gleichung: 

^/(l  +  2r  cos  Ä?  +  r*)  =  Y  cos  jp  —  -^  cos  2a?  +  ^  cosSo?  — ....  etc. 

Wir  haben  daher  rur/l(^)=|/(l+2r  cosa:+r=), /(0)=/(l"f-r) 
lind  ^0  =  0,  mithin 

Da  r<^l,  so  können  wir  r  =  —  setzen,  wo  ^^1  ist^  Und  ha- 
ben so 

/:''rtZZ^Xt.  ■  f =^'-'-7i<4)'.  «£■•  w 

Femer  sind  die  Reihen  bekannt: 

2?«-i  cos2»a?  =  (2»)o  cos  2j»4:  +  (2») ^  cos (2ii  —  2)a?  +  ....  +^2jt)i, 

2?«co82«+i;r=(2i»+l)o  cos(2i»+l)a:+(2it+l),  cos(2it— l)a?+.... 

+  i(2Ä  + 1)«  cos  o?. 

Wir  haben  daher  für  die  erste  ^^  =^(2i»)n,  für  die  zweite  ^o  =  0 
und  nach  (3)  die  beiden  Integrale 

1l^i/l"[cos^aa:  -  cos^ßa:\^  =  ^/(f )  *[2?»-i  --  i(2i.)  J, 

22«y^  [cos^^+Ioä:— CQs2«+i/9Är]— =  i/(-^)'22» 
oder: 


/*  dx 

I     [co8*»a^  —  cos^/J^l — 

=i<l)'f-"^.!'.'r.t!::;i.r''  <•> 


> 
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y;"[cosV4-iaa7-co8S«+i/?x]§  =  i/(f )'     ( 7)  •) 

80  dsM  also  der  Werth   des  zweiten  Integrales  von  n  unabbän- 

Man  könnte  ein  älinlidies  allgemeines  Theorem  wie  das  in  (3) 
für  solche  Functionen  oufziistclleu  versuchen,  welche  sich  nach  den 
Sinaa  eines  vielfachen  Uugens  entwickeln  lassen,  so  duss  z.  B. 


^(ß\n  a^i  cos  a:)  =  Bi  sin  ^  +  Zf ,  sin  2a:  +  Zf ,  sin  3^ 


•  •  • 


die  Annahme  wäre.  Man  gelangt  aber  zu  keinem  eleganten  ResnK 
tat,  da  sich  aus  der  vorstehenden  Reihe  die  Summe  der  Coefficien- 
toD  allein 


B,+B^  +  B,+ 


■  •  • 


finden  lässt,  wie  diess  bei  der  Reihe  (1)  der  Fall  ist,  wenn 
mn  ^  =  0  setzt. 


X. 

länige  Bemerkungen  über  die  Reihen,  mit  be- 
sonderer Ilinweisiing  auf  die  Exponential-  und 

Binomialreilie. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss 

zu  Weimar* 


Die  Mängel,  welche  den  Demonstrationen  der  filteren  Mathema- 
tiker hier  und  da  noch  eigen  sind,  mussten  natürlich  hei  den  Nach- 


•)  Die  Integrale  (4),  (5)  mid  das  obige  (7)  fiir  den  Fall  n  =  0  erpfebenr 
sich  aus  den  intcrpssaiitrn  Hetracbtuiigen  des  lirn.  Prof.  Raabe:  „Uebcr 
die  Suinmation  harmonisch  periodischer  Reihen  etc.*'  in  Crclle's  Journal 
Band  23.   Die  ßciuerkung,  dass  jene  3  Intej^rale  den  gemeinschaftlichen 

Factor  i^f-^)     haben,    veranlasste    die  Aufsuchung   des   allgemeinen 

Theoremes  (3). 
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folgfern  manni^altige  Bestrebungen  anregen,  die  Theorie  vor  jedem 
-denkbaren  Einwurfe  sicher  zu  stellen.  Bei  den  Reihenentwickelun- 
^en  waren  es  vorzüglich  die  Bedjjpgungen  der  Convergenz,  die  man 
einer  weit  gründlicheren  Betrachtung  unterwart,  als  vorher  gesche- 
hen war,  und  man  scheute  in  dieser  Beziehung  keinen  Aufwand  an 
Rechnungen,  um  der  Theorie  den  vermissten  Besitz  nicht  läng^ 
vorzuenthalten,  besonders  da  man  auf  die  Meinung  verfallen  war» 
dass  nur  eonvergirende  Reihen  auf  analytische  Geltung  Anspriicli 
haben,  während  divergirende  von  allem  analytischen  Gebrauche 
auszuschliessen  seien.  Kamen  durch  den  Gebrauch  der  letzteren 
fehlerhafte  Resultate  zum  Vorschein j  so  wurde,  der  Grund  lediglich 
auf  die  Divenrenz,  d.  h.  auf  den  vernachlässigten  Rest  geschoben« 
und  in  der  That  fehlte  es  auch  nicht  an  Beispielen,  wo  durch  Bei- 
behaltung des  Restes  richtige  Resultate  erhalten  wurden. 

Bei  allen  diesen  Bestrebungen  aber  scheint  es  mir,  als  ob  man 
eine  bei  den  Reihen  wesentliche  Unterscheidung  viel  zu  sehr  ver- 
nachlässigt habe,  woraus  allerdings  viele  Fehler  erklärlich  werden 
können,  die  man  auf  die  Divergenz  schieben  will.  Es  ist  näm- 
lich wohl  zu  unterscheiden,  ob  eine  Reihe  bloss  eine 
Summe  unendlich  vieler  Glieder,  oder  ob  sie  die  Ent- 
wickeln ng  einer  Function  sei.  Convergirt  die  Reihe,  so  kann 
sie  freilich  allemal  als  Eutwickelung  einer  Function  ihrer  allgemei- 
nen Grösse  angesehen  werden,  aber  dieses  ist  nicht  immer  der  Fall, 
wenn  die  Reihe  divergirt.  Dieses  will  ich  jetzt  an  einem  Beispiele 
erläutern. 

Man  läugnet  die  Richtigkeit  des  Aasdrucks: 

I.    —  ^  =  cos  30  -4-  cos  2ir  -4-  cos  3jp  -|-  . , . . 

weil  diese  Reibe  divergirt  und  unterstützt  die  Behauptung  unter 
anderen  mit  folgendem  Grunde.  Mau  findet  die  Summe  der  endli- 
•chen  Reihe: 

II.   cos^-4-cos2ir+....  +  cosii^=  — -JH osnT^r     * 

w-oraus  aber,  wenn  i»  =  oo  genommen  wird,  der  Ausdruck  I.  gar  nicht 
folgt.  Aber  dieser  Scbluss^  welcher  vollkommen  richtig  sein  würde« 
wenn  die  Reihe  eine  convergente  wäre,  lässt  sich  auf  divergirende 
Reihen  gar  nicht  anwenden.  Denn  die  Reihe  I.  hat  kein  letztes 
Glied,  welches  durch  cosooo?  ausgedrückt  werden  könnte,  sondern 
aie  involvirt  über  dasselbe  hinaus  als  ihren  Rest  noch  die  Reihe 

cos(#i  +  1)ä?  +  cos (»  +  2)^ -4- . . . . 

in  welcher  is=:oo  ist.  Dieselbe  ist  abermals  eine  Entwickelang» 
und  zwar  von 

sin  (n  -f-  ^)^ 
2sin  \x     ' 

wie  man  sich  ganz  auf  dieselbe  Art,  nach  welcher  die  Formel  I. 
gefunden  wird,  leicht  überzeugen  kann.  Daher  gestaltet  sich  für 
jeden  Werth  von  n  die  Reihe  1.  so: 
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walebes  eben  der  Ausdrack  in  II.  ist. 

MftD  wird  liiernuch  clDseliCD,  was  es  Leissen  soll,  dass  maii 
eisen  Dnterschied  zwisclien  blosser  Summe  und  KntwickeluDg  zu 
machen  babe.  Beide  füllen  bei  convergireuden  Reiben  zusammen* 
Hat  man  irgend  eine  entwickelte  Reibe: 

/(ä?)  =  X(i)  -4-  X{2)  -*-  X(8)  + . . . . 

nnd  man  will  bieraus  die  Summe  einer  endlicben  AnzabI  ibrer  er- 
sten Glieder  finden,  nämlicb 

Sz=:  X(i)  +  X(2)  -4- ....  H-  Xc»), 

•o  kommt  es  darauf  an^  diejenige  Function  g>(a:)  zu  bestimmen,  ans 
wdcber  der  Rest 


•  •  • 


•nlwickelt  werden  k«nn,  da  dann 

Ä=/(^)-5p(.r) 

ist.  Dieses  gilt  für  converfifirencie  Reihen  eben  so  gut,  als  fiir  di- 
vergirende,  allein  wenn  bei  den  ersleren  m  =  9o  ist,  so  verscbwin- 
det  df*r  Rest  g>{a:)  und  man  erbält  S  =/{a:),  Roi  den  divcrgiren- 
den  Reiben  aber  verschwindet  g>(a:)  gegen  S  auch  dann  nicht,  wenn 
m=sQD  ist,  daher  man  auch  nicht  erwarten  darf,  dass  S^=zf{ap) 
werde. 

«.2. 

Indem  sieb  nun  die  Ansichten  so  gestalteten,  wie  sie  heut  zu 
Tagre  vorliegen,  wollten  die  älteren  Methoden  durchaus  den  An- 
forderungen nicht  genügen,  die  man  an  die  mathematische  Darstel- 
Inngf  machte.  Besonders  war  es  die  Methode  der  unbestimmten 
€>oefGcieiiten ,  welche  von  allen  Seiten  her  chicanirt  wurde,  und 
beut  XU  Tage  kommt  man  gleich  in  den  Rang  eines  mathematischen 
Bettlers,  wenn  mau  nur  einiges  Vertrauen  auf  dieoe  Methode  laut 
werdrn  lässt.  Ohne  in  das  Wesen  derselben  einzudringen  und  die 
ibr  |ii^anz  fremdartit^en  Schwächen  zu  beseitigen,  an  welchen  viele 
ältere  Ilorstellunffen  leiden,  hat  man  sie  als  ein  meist  trügliclies 
llVerkzeug  bei  Seite  gelegt  und  anderen  Entwickeliingsnielhoden 
den  Vorzug  gegeben.  Ob  nun  diese  ohne  Schwächen  sind,  davon 
int  nicht  die  Rede.  Die  («renzniethnde  erscheint  freilich  als  eine 
TOllkommen  strenge,  aber  waM  berechtigt  uns  denn,  sie  in  die  Ariih- 
■letik  da  einzuführen,  wo  es  der  Kntwickelung  einer  Form  aus  der 
ttuderrn  gilt/  F^ine  <>rosse,  welche  über  jede  («renze  wachsen  soll, 
ist  eine  unendliche,  man  mag  nun  hierbei  den  Ausdruck  gestalten, 
wie  man  will.  Mag  mnn  auch  in  jeder  Zeile  wiederholen:  ..je 
ffrösser  «  wird,  desto  mehr  nähert  sich  /{jc^ü)  dem  qia:)]  die  Ab- 
leitung der  Form  9>(.r)  aus  der  Urform  geschieht  doch  mit  Hülfe 
einer  fremden  («rosse  mi,  welche  eben  deshalb  aus  dem  Resultate 
verschwindet,  weil  sie  unendlich  wird. 
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Auf  diese  Art  der  BetracbtuDgc  sind  wir  überall  hingewiesen, 
wo  in  der  Geometrie  oder  in  der  mathematischen  Physik  das  Cd- 
gleichförmig'e  mit  dem  Gleichförmigen  zu  Tergleichen  ist.  Wir 
können  z.  B«  den  Bogen  mit  der  Abscisse  nur  in  den  unendlich 
kleinen  Theilen  unmittelbar  vergleichen,  gelanscen  aber  dadurch 
stufenweise  zur  endlichen  Vergleichung  mit  HüllPe  der  Summation 
solcher  Reihen,  die  keine  Entwickelungen  sind. 

Aber  in  der  Arithmetik  bilden  wir  auf  synthetischem  Wege 
Form  aus  Form  ohne  Zuziehung  des  Unendlichen.    Wir  gebrauchen 


m 


also  dieses  Mittel  nicht,  um  z.  B.  für  den  Ausdruck  \/^  die  Forn 


m 


a^  zu  rechtfertigen,  worin  soll  nun  die  Nothwendigkeit  begründet 
sein,  dass  die  Entwickelung  von  aP^  einzig  und  allein  durch  die 
Grenzmethode  eine  sichere  Basis  erhalte?  Ich  wenigstens  kann  an 
keinen  (Jmbau  der  Aoalysis  auf  dieser  Grundlage  glauben. 

Doch  wir  wollen  über  die  Zulässigkeit  der  Methoden  nicht  wei- 
ter streiten,  meine  Absicht  ist  demnächst  die  Rechte  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefiicieuten  zu  vertheidigen  und  ihre  wahre  Be- 
deutung zu  erklären.  Dieses  will  ich  vorzugsweise  an  der  Expo- 
nentialreihe  thun  und  dabei  zugleich,  um  allen  Vorwürfen  zu  ent- 
gehen, strenge  Rücksicht  auf  die  Bedingungen  der  Convergenz 
nehmen, 


§.3. 

Die  Methode  der  unbestimmten  Coefßoienten  ist  deichsam  eine 
indirecte  Kntwickelung  und  kommt  allenthalben  da  in  Anwen- 
dung, wo  die  direrte  Entwickelung  zu  schwierig  werden  würde. 
Die  Ableitung  der  Kinomiaircihe  für  ganze  positive  Exponenten  aus 
combinntorischpu  Gesetzen  ist  eine  directe  Entwickelung,  die  sich 
unmiltellinr  auf  den  arithmetischen  Satz  von  der  Multiplication  com- 
plexer  Factorcn  gründet.  Es  wird,  wühl  Niemandem  im  Ernst  ein- 
fallen, für  diese  Rntwickelungsweise  diejenige  Demonstration  als 
eine  hessere  substituircn  zu  wollen,  nach  welcher  man  die  Foroi 
der  Reihe  als  zuerst  gegeben  ansieht  und  nachher  ihre  Summe 
Hucht. 

An  diese  Entwickelung  schliesst  sich  äusserst  leicht  eine  zweite 
für  ganze  negative  Exponenten  an.     Man  hat  nämlich 

iilHn  da  diT  binomische  Lehrsatz  für  ganze  positive  Exponenten  be- 
wiesen int: 

X  x^  ar»    . 


dl   .r)—  -=  I  .-  «,(„ .  — —  +  «,(2) .  jy^—^,  -  «(»  (i^^y 

"^  *^^^^  •  (1  -*-  xyn-i  —  (l-*-a:)"' 

wo  die  Hrdruiung  des  Ausdrucks  m{r)  bekannt  ist.     Da  nun  über- 
haupt 
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(1  -f-  xyi       (1  -f.  xyt-^      ( 1  -♦-  xyi^ 
M  ciliält  man,  wenn  mau  diese  Umbildung  in  jedem  (jliede  nacht: 

Aber  weil  sich  sehr  leicht  beweisen  lässt,  dass 

«»(r)  +  W(r-l)  =  («»  +  1  )(r)  , 

10  bat  neu 

Wiederholt   man    dieselbe  Umbilduiiff  bei  allen  Gliedern,   die 
loch  den  Divisor  l+<2^  hüben,  so  erhält  man  ferner: 

<!-!-«)-«  =  1  — «f(i)^-f-  («  +  1)(2)^*  — («»  +  2)(j),j-^— .... 

Plbrt  mau  so  fort,  bis  man  zu  einem  Glied  mit  dem  Factor  ac/^ 

Sikonmen  ist,  das  aber  den  Divisor  1  +  ^  nicht  mebr  hat,  so  fin- 
t  sich: 

(1  -I-  jp)— "  =  1  —  «(1)0?  +  [fn -4- 1)(2)^*  — -  («»  +  2)(j)^* .... 

±  («I  +  r  —  l)(r)Är^, 

wosn  aber  noch  der  Rest 

tt^T*\  \  nr  '■■in     1 

X-^x  ^       r-i-2    1+a:"*"  r-*-2./-*-3     (I-Ha:)»"" 

.       «I  — 1  .f/*  — 2....1  .r»»— 1      I 


hiDSukommen  muss,  um  (l  +  .tr)~^  vollständig  zu  erhalten.  Da 
die  in  der  Parenthese  enthaltene  Reihe  sich  der  1  um  so  mehr  nä- 
hert, je  grösser  r  ist,  so  kommt  die  Bedingung  der  Couvergenz 
vorzngiicb  auf  den  Ausdruck 
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zurück,  und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  wenn  dmelbe  anfann 
auch  einen  bedeutenden  Werth  hat,  er  doch  endlich  schneller  ah- 
nimmt,  als  die  Glieder  einer  gceometrischen  Reihe,  deren  Exponent 
irgend  ein  echter  Bruch  ist,  wenn  auch  os  ein  solcher  ist.  Daher 
ist  für  alle  positive  oder  negative  a:^  die  kleiner  als  1  sind, 


(1  •+•  Ä*)-*»  =  1  —  «r(i)a?  H-  [m  +  l)(2)ar»  —  (« -4-  2)(i)^* 

was  mit  der  Form 

1  +  (—  «)(i)^  +  (—  «)(2)  o?»  -4-  (—  iw)(s)^* 

übereinkommt  Ich  meine  aber,  die  Entwickelang  sei  richtig»  auch 
wenn  ^^1,  und  statt  einer  solchen  Entwickelung  lasse  sich 
Überair  nur  (l+or)-"*  setzen. 

§.4.  • 

Eine  Entwickelung  der  Art  nenne  ich  nun  eine  directe.  Wird 
dieselbe  sehr  verwickelt  oder  erfordert  sie  bedeutende  Vorbereiton- 
gen,  so  tritt  oft  die  indirecte  Kntwickelung,  d.  h.  die  Methode  der 
unbestimmte^  Coeflicienren,  als  Vermittlerin  ein.  Dieselbe  mnsa 
aber  nothwendiff  die  Form  der  Reibe,  deren  GoeflGcienten  sie  be- 
stimmen will,  als  hinläuglich  durch  analytische  Wahrheiten  begrün- 
det vorfinden.  2*»o  folgt  leicht  mit  Hülfe  des  binomischen  Lehrsatzes 
für  positive  Exponenten  und  durch  die  gewöhnliche  Division,  dass 
der  Ausdruck  (1  +  ac)-^  eine  Reihe  von  der  Form 

1-4-^0)^-1-^(2)^*  +•... 

geben  muss,  jind  durch  die  analytischen  Eigenschaften  dieses  Aas- 
druckes, die  nf)thwen^ig  auch  der  Reihe  zukommen  müssen,  findet 
sich  die  Relation  der  Cocfficienten ,  wornach  sie  gegenseitig  von 
einander  abhängen.  Der  Werth  von  A[\)  wird  sich  aber  dadurch 
noch  nicht  finden  lassen,  derselbe  muss  vielmehr  unmittelbar 
aus  (iirecter  Entwirkelung  hervorgehen.  Diese  Bemerkung  ist  für 
die  Sache  von  Wichtigkeit;  die  Methode  der  unbestimmten  CoefB- 
cienten  findet  zunächst  immer  nur  deren  Relation  und  nicht  ihre 
absoluten  Werthe;  sie  findet,  wie  alle  übrigen  Coefficienteo  vom 
ersten  abhängen,  aber  durchaus  nicht  den  ersten  selbst.  Oft  freilich 
nehmen  wir  den  ersten  Cocfficienten  gleich  von  vorn  herein  richtig* 
an,  wie  z.  B.  bei  QuotientenentwickeTungeo. 

Ueberlegt  man  so  mit  Klarheit  den -Gang  der  Schlüsse,  so  fallt 
der  Zweifel  sogleich  hinweg,  ob  wirklich  die  Entwickelung  mit 
der  entwickelten  Function  identisch  sei,  ob  beide  nicht  vielmehr 
nur  die  syntaktische 'Kigenschaft  gemein  bähen,  vermöge  welcher 
die  Relation  der  Coefficienten  bestimmt  wurde.  Die  Form  der  Reihe 
ist  nachgewiesen  durch  eine  Entwickelung,  welche  zugleich  denje- 
nigen oder  auch  diejenigen  Coefficienten  gab,  von  welchen  die  Be- 
stimmung aller  übrigen  abhängt,  und  aus  den  syntaktischen  Eigen- 
schaften der  Function  bestimmten  sich  zuletzt  alle  jene  übrigen- 
Coefficieuten.     Was  verlangt  man  da  nun  noch? 

Ich  wüsste  nicht,  was  die  neuere  Analysis  dem  entgegensetzen 
wolhe,  als  die  Beschuldigung,  dass  man   mit  eiuer  Reibe  operire. 


f 
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im  der  Man  noch  nicht  weisB»  ob  sie  Gonyergirt,  und  bei  der  man 
MgKeh  den  Rest  beachten  müsse,  der  freilich  unbekannt  ist.  Wenn 
diüer  Einwurf  einen  Sinn  haben  soll,  so  müsste  die  Meinnng  sein, 
dsM  dwrdi  die  Vernachlässignnff  des  Restes  ein  fehlerhaftes  Ent- 
wiskelnnf^geseti  gpefunden  werden  könnte.  Allein  hier  fragt  man, 
sb  4mmn  nieht  dieselbe  Gefahr  auch  bsi  converffirenden  Reiben  vor- 
handeB.sei,  denn  der  Rest  bat  ja  immer  dieselbe  Form,  die  Reihe 
WKg  eoBvergiren  oder  divergiren.  Wir  müssten  also  die  Methode 
Ist  vnbestimmten  Coefiicienten  auch  bei  convergirenden  Reihen 
Ülen  Insnen,  aber  dann  sind  jene  neuen  so  hoch  gepriesenen  Me- 
thoden nieht  besser  daran.  Diess  würde  s.  B.  mit  der,  namentlich 
TM  Caaeby  geübiteu  Summationsmethode  der  Fall  sein,  welche  noch 
tterdioB  dem  synthetischen  oder  progressiven  Vortrage  der  Mathe- 
■■dk  nuwider  ist.  Wenn  so  grosse  Männer  vermöge  der  Gewalt 
ftien  (Beiites  einen  Stoff  nach  Belieben  formen  können  und  zu  for- 
■ea  äleh  erlauben,  so  kann  damit  noch  nicht  gemeint  sein,  dass 
ssleba  Gebilde  für  ein  wissenichaftliches  System  sich  schicken. 

Obschon  es  sich  kaum  der  Mühe  lohnt,  weitläufiger  von  dieser 
■■ehe  IQ  reden,  so  will  ich  dieselbe  doch  noch  ein  wenig  weiter 
leifclnD  and,  um  mich  auf  ein  bestimmtes  Beispiel  su  betiehen, 
äftäke 

■  v:  1-1-  m(x)a? -4-  «i(3)Ä?*  -4-  m(t)a:*  -H . . . .  =/{m) 

M  I.. 

WIUeD)  deren  Charaktere  bekannt  sind,  und  für  welche  sich  die 
(•■fWgenii  die  in  allen  Fällen,  wo  ^  <;  1  ist,  statt  findet,  bew^i- 
N^t  UmU    Hnltiplicirt  man  sie  mit  einer  ähnlichen  Reihe 

1  -*-  «(1)^ -*-  «»(2)^'  +  *(i)^'  H- :=/(«), 


ladet  man  mit  Hülfe  einer  vorher  nachgewiesenen  Eigenschaft 
^aamialeoefficienten,  dassyi[M)X/Qs)  =  /'(»»  +  is)  sein  muss. 

^ an  and  mit  Hülfe    der  speciellen  Wcrthe /'(l)z=l  +  ^  und 

[  /Ääasl  findet  man  alsdann,  dass  überhaupt /'(it)=(l+jtr)'«  ist.  Wer 

ÜW  mir  denn  aber  dafür,  dass  in  das  Product  beider  Reihen  keine 

i    Itotevag  in  das  Entwickelungsgesetz  gekommen  sei?  Antwortet  mau 

aber^  dau  der  weggelassene  Rest  nur  die  Entwickelung  einer  jeden 

I    lehn  in  gleicher  Weise  weiter  geführt  haben  würde  und  dass  im 

[    Kj^aela  alle  Glieder  mit  einerlei  Potenzen  vollständig  zusammen- 

f    Mlillt  seien,  so  frage  ich,  warum  das  nicht  pben  so  gut  für  divcr- 

L\  Prilade  Reihen  gelten  soll?    Wenn  man  jede  Reibe  einmal  abbricht 

ae4  dann  das  Product  macht,  so  werden  die  letzten  Glieder  dessel- 

hsa  immer  fehlerhaft,   d.  h.   sie  sind   nicht  nach  demselben  Ges(*tz 

1*    gebildet,  wie  die  ersten,  aber  sie  ergänzen  sich  aus  den  Produc- 

tsa,  welche  die  Reste  zu  Factoren  haben,  wenn  dieselben  weiter 

Marickelt  werden.    Dieses  geschieht  aber  auf  gleiche  Weise  z.  B. 

.    ^«dieB  obigen  Reihen,  a?  mar  grösser  oder  kleiner  als  1  sein,  denn 

a  dhi'lleste  sind  in  allen  Fällen   dieselbe  Functionsform  und  gehen 

I  i|M  nach  dieselbe  Entwickelung. 

I       -    So  scheint  es,  als  ob  die  Schwierigkeit  nur  mit  Gewalt  herbei 

\  gaaena  sei,  oder  dass  sie  »ich  auf  die  Meinung  gründe,   dass  di- 

Tergirende  Reihen  nur  Ausdrücke  mit  gewissen  syntaktischen  Eigen- 

ittaftaa    seien.     Sind  sie  denn  nicht  zugleich  auch  charakterisch 

^■Ntta  Function,  woraus  sie  entspringen^  d.  h.  kann  dieselbe  voll* 

TIsBT.  11 
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ständig  bestimmte  Reihe    aus  verscbiedenen  Fnnctionsfbrmen  ent- 
wickelt werden? 

Jene  angedeutete  Demonstration  Cauchys  für  den  binomischen 
Lehrsatz  scheint  mir  auch  mit  dem  Namen  einer  Summirnng  mr 
nicht  richtig  bezeichnet  zu  sein.  Es  wird  yon  den  Biffenscha&n 
der, Reihe  auf  die  Function  zurück  geschlossen,  aus  welcher  sie  ent- 
wickelt  werden  kann.  Die  ganze  Demonstration  ist  so  gehalten, 
dass  die  Bedingung  der  Conver^enz  gar  nicht  zur  Sache  gehört, 
dass  sie  auch  ohne  diese  Rücksicht  ffans  dieselbe  bleiben  würde, 
wenn  man  nur  statt  des  Ausdruckes  der  Summe  den  allgemeineren 
der  Entwickelung  zu  substituiren  beliebte,  d.  h.  wenn  man  die 
Frage  so  stellen  wollte:  ans  welcher  Function  kann  die  so  gebil- 
dete Reihe  entwickelt  werden?  Und  wie  gross  ist  nun  der  Unter- 
schied dieser  Methode  von  der  der  unbestimmten  Coefficienten,  wel- 
che nicht  von  den  Rigenschaften  der  Coefficienten  einer  Reibe  auf 
die  entwickelte  Function,  sondern  umgekehrt  von  den  Eigenschaf* 
ten  der  Function  auf  die  Coefficienten  ihrer  Entwickelung  scbliesstl 

§.  5.       • 

Die  Convergenz  oder  Divergenz  hat  auf  das  Entwickelnngsge- 
setz  gar  keinen  Einfluss;  sie  wird  aber  alsbald  erkannt,   wenn  die 
Reihe  vollständig  ist    Zu  solcher  Erkenntniss  lässt  sich  aber  mit 
weit  weniger  Aufwand  von  Rechnungen  gelangen,  als  gewöhnlich 
geschieht,  denn 
von   der  aus  der   Function  f(ap)   entwickelten   Reihe 
weiss    ich    allemal,    dass    sie    convergirt,    wenn    ihre 
Glieder  bis  zum  Verschwinden  klein  werden. 
Dieses  will  ich  jetzt  zu  begründen  suchen. 
Es  sei 


wo  7t(»)  den  Rest  bezeichnet.    Auf  gleiche  Weise  hat  man  dann 

fai)  =  X(i)  -H  -X(2)  -H . . . .  X(«^i)  -4-  i{(i«j-i),    ' 
woraus  sogleich  folgt 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  also  die  Dif- 
ferenz zweier  Nacbbarreste  immer  mehr  und  mehr,  je  höher- man 
in  die  Reihe  gebt.  Desshalb  verschwinden  entweder  die  Reste  selbst 
und  dann  ist  die  Sache  klar. 

Will  man  aber  annehmen,  die  Reste  verschwinden  nicht,  so 
müssen  sie ,  wenn  fijxi)  und  alle  Glieder  seiner  Entwickelung  end- 
lich sind,  selbst  nur  einen  endlichen  Werth  haben.  Zugleich  wer- 
den sie  aber  auch  im  Fortgange  der  Reihe,  zu  Folge  der  Voraus* 
Setzung  immer  kleiner.  Denn  sind  alle  Glieder  der  Entwickelung 
positiv,  so  zeigt  die  Gleichung 

/^n-l)  —  Jkn)  =  X(„),   dass  Ä(«)  <  /?(«-!),  üin^l)  <  R{n)  U.  S.  W. 

Wechseln  aber  die  Vorzeichen,  so  kann  man  wegen  der  Voraus- 
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ntiaDg  poBitiye  Gliedergruppen  bilden,  die  bis  zum  Verscbwindcn 
abnehaen,  und  man  erbält  dann  eine  Reihe  positiver  Glieder,  für 
wdehe  wieder  daaaelbe  ffilt,  wie  yorhin.  Auch  läset  sich  der  Sclilusti 
Mckt  avf  den  Fall  ausdehnen,  wo  alle  höheren  Glieder  der  Reibe 
negatif  aind« 

Hieraus  folgt  aber  mit  Nothwendigkeit,  dass  wenn  die  Reste 
enilioh  bleiben  sollten,  sie  sich  einer  constanten  Grösse  C  ohne 
Bade  afthora  nOssten.    Es  w&ro  also  die  Gleichung 

/{»)  =  X(X)  -4-  X(9)  +  X(i)  +  . . . .  X{n)  -4-  C 

■■  ao  richtiger,  je  grösser  m  wäre,  also  onch  die  Gleichung 

f{as)  —  C=  JC(i)  +  X(2)  -I- . . . .  X{n) 

■SB  ao  riehtiger,  je  grösser  n  wäre.  Ich  finde  also  jetzt  dieselbe 
Reihe  con?ergirend ,  von  welcher  ich  vorhin  annahm,  duss  sie  dr- 
vergire.  Da  nun  aber  die  Reibe  eine  Entwickelung  von  f{a:)  ist, 
so  nähert  sie  sich  auch  ohne  Elnde  dem  VVertlie  von  f(a:)  und  nicht 
den  von  f{jc) — C^  also  dass  C  verschwindet. 

Nimmt  mon  an,  dass  bei  übrigens  endlichen  Gliedern  der  Reihe 
dieReate  unendlich  werden,  so  muss  natijrlich  uuch /"(^j  unendlich 
idn.  Diesen  Fall  könnten  wir  von  unserer  Betrachtung  ganz  aus- 
ichliaaaen,  allein  es  ist  der  Sache  angemessener,  den  Begriff  der 
CoDTergenz  auch  darauf  auszudehnen.  Der  Rest  verschwindet  näm- 
Ueh  hier  nicht  absolut,  sondern  im  Vergleich  zum  Werthe  \i\uf(a:V 
aa4  weil  dieser  unendlich  ist,  so  muss  man  natürlich  den  Rest  bis 
ina  DDendliche  hinausrücken.  Es  ist  noch  immer  ein  grosser  Un- 
tersehied  swischen  einer  divergirenden  Reihe  und  einer  solchen, 
deren  Summe  unendlich  gross  ist.  Bei  der  ersteren  konn  von  einer 
Sammirung,  d.  h.  Zusammenrechnung  der  Glieder  auf  keine  Weise 
die  Rede  sein.  —  Olivier  hat  in  einem  Aufsatze  in  Crelle's  Journal 
einen  ähnlichen  Satz  aufgestellt,  als  ich  hier,  allein  er  lässt  solche 
leihen ,  die  eine  unendlich  grosse  Summe  haben ,  an  dem  Begriffe 
der  Convergenz  nicht  Theil  nehmen,  auch  redet  er  nicht  von  ent- 
wickelten Reiben,  sondern  setzt  dieselben  als  ursprünglich  gegeben 
TOrana.  Ihn  sollte  eigentlich  der  Satz  zu  der  Entscheidung  führen, 
eh  die  Somme  einer  gegebenen  Reihe  endlich  oder  unendlich  sei, 
nnd  daa  kann  derselbe  nicht  leisten. 

Doch  wir  wollen  uns  dabei  nicht  lüngcr  aufhalten;  wir  sehen, 
daaa  wenn  f{sp\  einen  endlichen  Werth  hat,  der  Rest  seiner  Ent- 
wickelung, deren  Glieder  wir  endlich  voraussetzen,  auch  nur  end- 
lich sein  kann.  Werden  dann  noch  die  Glieder  der  Reihe  über  alle 
Grausen  klein,  so  convergirt  sie,  und  diese  Wahrheit  überhebt  uns 
vieler  nutzlosen  Rechnungen  und  bringt  uns  auf  ein  freundlicheres 
Feld  der  Wissenschaft,  wenn  wir  nur  unablässlich  die  einzig  ihrem 
Charakter  entsprechende  Methode,  die  der  Entwickelungen  nämlich, 
sie  aeien  direct  oder  indirect,  verfolgten  wollen.  Für  jene  Fehler, 
die  man  durch  den  Gebrauch  divergirender  Reihen  bekommen  ha- 
b^n  will,  werden  sich  sicherlich  bessere  Erklärungsgründc  auflin- 
den lassen,  als  die  Divergenz,  und  die  Wisscnschatt  wird  aus  den- 
selben einen  grösseren  Gewinn  ziehen,  als  durch  alle  Untersuchun- 
gen über  die  Convergenz. 

11* 
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Ich  koniBe  nno  noch  zur  EDtwickelung  der  Exponentialreihey 
für  welche  ich  nur  die  Gültigkeit  der  Binomialreihe  bei  ganzen  po- 
sitiven und  negativen  Exponenten  voraussetze.  Ist  sie  fiir  solche 
Exponenten  entwickelt,  so  lässt  sich  ihre  Allgemeinheit  sehr  leicht 
darlhun  und  daraus  dann  rückwärts  auf  die  allgemeine  Gültigkeit 
der  BiDomialreihe  schliessen.  Ich  meine  gerade  nicht,  dass  .aut  die- 
sem Wege  etwas  Wesentliches  gewonnen  werde,  obschon  man  da- 
bei auch  nichts  einbüsst;  mein  Zweck  ist  nur,  die  Methode  der  un- 
bestimmten Coefficienten  in  ein  klares  Licht  zu  setzen. 

Die  Entwickelun^  d^r  Exponentialreihe ,  die  ich  hier  gebe,  ist 
keine  andere,  als  die  von  Tnibaut  in  der  allgemeinen  Arithmetik 
angedeutete,  aber  nicht  bis  zu  den  Anforderungen  der  neueren  Ma- 
thematik durchgeführte^  Sie  besteht  lediglich  in  einer  anderen  An- 
ordnung der  Binomialreihe.   In  a^  setze  ich  a  =  1  +  ^  und  erhalte 

also  wenn  ich  ^      ,  =/?  setze: 

^^l  +  a:ß+^^^ß'  + j-^-| ß*  +  .... 

Löse  ich  hier  die  Faeultäten  aller  Glieder  auf  und  bezeidrae  dorcli 

r 

C(m)  die  Summe  aller  Producte  zu  je  r  Factoren  aas  den  Zahleii 
von  1  bis  My  so  wird: 

1 
jc.a:  +  l  =  a;*  +  C(X)a: 

1  s 

ISS 

^.^-|-l.Ä'  +  2.;r  +  3  =  ^*  +  C(i)Ä?«  -f- €{t)a:^ -f- C(g)ag^ 

u.  8.  w. 

Stelle  ich  nun  hier  alle  Glieder  zusammen,  welche  ffleicbe  Potenzen 
von  a:  enthalten,  so  bekomme  ich  die  neue  Entwickelung: 

u.  s.  w. 
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-was  wir  küner  mit 

I 

beieidiDen  wollen.    Hier  ist  nun 

1  j 

III.    ^(.)  =  [frH-;ffi,/^^i  +  ^^^'^^^^ 

r 

Dabei  ist  aber  nocb  zu'  bemerkeii,  dass  diese  Entwickelong  so-   ' 
wohl  fnr  positire  als  aucb  für  negatiye  >r  ^\t    Bei  letzteren  ninss 
iwar  die  Reibe  endlicb  abbrechen,  indem  'sich  or-«  auf  (1  —  ß)^  re- 
dncirt,  allein  da  dann  alle  Glieder  der  Reihe,   welche  man  nach 

Sleiehem  Geseti  fiber  das  Glied  j^'  hinaus  bildet,  der  0  gleich  wer- 
en,  so  ist  die  Portfiihmn^  bis  ins  Unendliche  immerhin  zulässig. 
Die  Bntwiekelnng  ist  in  Bezug  auf  a:  eigentlich  schon  voÜ- 
ständig,  es  bedarf  bloss  noch  einer  Rednction  der  Coefficienten  und 
der  Nachweisnng  der  Conrcrgenz,  um  jetzigen  Anforderungen  zu 

m 

genügen.    Weil  aber  überhaupt  C([p}=  1.2. 3  •»..«§,  so  .wird 

IV,    ^  =  ß^-iß*^\ß*'t'iß^'h.... 

Mit  meinem  oben  aufgestellten  Satze  darf  ich  eigentlich  die  Con- 
Terffenz  dieser  Reihe  nicht  beweisen,  weil  ich  die  Function  /(ß) 
noch  nicht  kenne, ^  ans  welcher  ji  entwickelt  werden  kann.    Da 

indessen  /?r^r— ä  ^^  g,  ^^  *^'®  positive  d  ein  echter  Bruch 
ist,  so  fällt  die  Reihe  A  schneller  als  die  geometrische  ß  +  ß* 
+  /?•  -4-  . . . .  =s  T~j  =  ^j  und  es  ist  folglich  ^  <  ft 

In     ji{k)     ist     der     Coefficient     des     allgemeinen     Gliedes 

r 

r.  ,  ^  .  ft  ^\^  ,  ^»  nnd  es  ist  derselbe  kleiner  als  der  CoefB«^ 
eient  von  ß^  in  der  Entwickelnng  von  (1  —  ß)r^9  d.  h. 

r 
C'(»4-r-l)  ^t       %  %\ 


Denn  das  grösste  Prodnct  in  C([iH-r— i)  ist  ii.ii+l.«i+^««**^s-H* — 1» 

nnd  da   -^^ — .    '**, "I    ""    ;;=(ii  +  r  —  l)(r)  die  Anzahl  al- 

ler  Producta  ist,  so  hat  man 

r 
€^i,4.r-l)'<(M  +  r —*  l)(r)  iS.  »+ 1  •  l»  +  2  ••••'*  +  '*—' 1> 

und  daher 


\     • 
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Qi»4-r-l) ^       <>     /_    .     ^        |v 

woraas  obige  Bebaoptnoff  sogleick  kerrorgeht.  Daher  sind  alle 
Glieder  der  Reibe  ^(j.)  Jüeiser  als  die  gleidbzaliligeD  in  der  Ent- 
wickelnog  ß^{l  —  ß)r*9  nnd  folglich,  weil  hier  C^overgenz  atatt 
tiodet. 


Aoi)<(rz:7)",  d.  h.  ^r»)<Ä-. 


Also  sind  die  Glieder  der  ExponeBtialreibe  säaiMÜich  kleiner  als 

die  gleicbzähligen  in  der  Reibe  1  -|-  daf^t — j— 5  +  ,   ^  a  •  •  •  •»  ^^^ 

da  diese  schon  bis  ins  Unendliche  abnebsien,  so  darf  aian  nach  mei- 
nem obigen  Satze  auf  die  Con?ergenz  der  Exponentialreike  ackiiessen« 
da  die  8nmme  derselben  zu  Folge  der  Ealwickelnng  aichta  anders 
als  a'  sein  kann. 

Bisher  haben  wir  directe  Eotwickelnng  nnd  dieselbe  ist  aigant- 
lieb  in  so  fern  schon  vollständigt  als  der  Werth  von  m*  durch  die 
Reibe  U  schon  berechenbar  ist  Da  aber  A^  ^q)  •  •  • .  ^9)  Functio- 
nen von  /?,  d.  b.  von  a  sind,  so  könnte  es  kommen,  dasa  eine  gp* 
wisse  einfache  Relation  zwischen  den  Coefficienten  statt  hi&tUy  wel* 
che  aas  A  alle  übrigen  finden  Hesse.  Um  diese  Relation  auf  di- 
rectem  Wege  sn  enraecken,  müssten  wir  tiefer  in  die  Natir  des 

r 

Aasdrucks  C\m)  eingeben,  allein. um  dieses  xn  vermeiden,  bedienen 
wir  uns  der  Methode  der  unbestimmten  CoefEcienten,  d.  h.  wir  sn- 
eben  die  Relation  der  Coefficienten  A ^  Aqi^  . , .  •  A^f^)  durck  die 
Eigenschaften  der  Function  0^. 

Wir  setzen  daher  iT  +  y  statt  ^  in  II.  nnd  erhalten  dorch 
Auflösung  der  Potenzen  von  o?  +  y  leicht  folgende  nene  Anord- 
nung: 


1.2      '    1.2.3 


•  •   •  • 


-*- 1^ -*- ^öj* + -r2- -*- rm -»- •  • -ly 

n.  s.  w., 

womit  ich  meine^  dass  die  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von 
9/  geordnet  sein  soll.  Aus  a^^^=:a^ay  erhält  man  aber,  wenn 
man  für  aV  die  Entwickelung  einsetzt: 

VI.    a^iH-y  =  a^  +  Aa^p  +  ^( W'  ^ 

Hier  meint  man  nun  gewöhnlich  noch  fernere  Umbildungen  machen 
zu  müssen,  um  zu  beweisen,  dass  in  V.  und  VI.  die  Glieder,  wel- 
che die  erste  Potenz  von  y  zum  Factor  haben,  wirklich  gleich  sind. 
Ich  halte  diese  Bemühung  für  sehr  überflüssig,  denn  es  handelt  sich 
liier  nicht  um  eine  numerische  Gleichheit  beider  Entwickelungen, 
es  ist  ja  die  Frage  darnach,  welche  Relation  zwischen  den  Coeffi- 
cienten Ay  A{2)  ***'A{n)  statt  haben  muss,  damit  die  Entwickelungen 


jtj 


167 

in  V.  vnd  VI.  durchaus  identiich  werden.  Hierdurch  wird  ja  die 
Mantität  der  gleiehgebildeten  Glieder  in  beiden  Reihen  zur  unmit- 
telharen  Bedingung.  Man  hat  daher »  wenn  man  die  Glieder  ohne 
jfferglaichti 

wie  nothwendig.    Alsdann 

L  k  wann  wir  wieder  statt  a*  die  Reihe  II.  einsetzen : 


1.2      ■    1.2.5^ 
1.2      "*■   1.2.S 


•  •  •  • 


■ri  folgUch  Jf(^)=u4^,  ^(S)  =  u4jf(3)=:u4*y  A{fy=iAA{ty=LA* .... 
Danar  )iaben  wir 


1.2      ■    1.2.S  ^^  1'.2.S.4 


. .  •  • 


ass 


«•  nun  die   Bntwickelung  vollständig   ist.     Die  Gleichung 
ss^  fuhrt  uns  lugleich  auch  zu  dem  schönen  Resultate,  oa 

r 
JU  C(ii+r-l)  ^    ^ 

"^i»  +  l.»i^2....ff+r''^  •'  ' 

Bs  ist  nun  noch  zu  beweisen »  doss  die  Reihe  VIU.  allgemein 

et.    Zu  dem  Ende  bemerken  wir,   dass  A  eine  Function  von  a 
,  die  wir  mit  ^{a)  bezeichnen  wollen.    Setzt  man  «*"  statt  a, 
wo  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  ^(t^)  aus  9(0).    Da  aber 

(a«)*  =  a*"  =  1  -h  Amx  +  — j— 5 — h . .  • .» 

10  sehen  wir  sogleich,  dass  ^{aiF)  =  m^(a)  sein  muss.  Dieses  gilt 
nnaiShst  für  ganze  positive  oder  negative  m,  kann  aber  leicht  auch 
filr  gebrochene  m  bewiesen  werden.    Man  hat  nämlich 

p  p 

»(•) = ^ .  »(«^)  =  ^ .  y[(« '  )7l  =  ^9i>(« ' ). 
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Demnach  ist  aach 

\_ 

—  H- SP («)  •  7 -»- TTä- •  ^  ■+■  •  '  • 

d.  b.  die  Exponentialreihe  gilt  für  alle  positive  oder  oegative  flranze 
oder  gebrochene  Werthe  des  EzpoDenten.  Daher  gut  auch  die 
Reihe  J.  für  jeden  Werth  von  ^,  und  wenn  man  sie  wieder  so  re- 
ducirt,  dass  die  gleichen  Potenzen  von  ß  zusammen  kommen,  dann 
statt  der  combinatorischen  Ausdrücke  wieder  die  Facultäten  setzt, 
so  erhält  man  die  Binomialreihe  wieder,  die  folglich  ganz  allgemein 
gilt. 

Der  Werth  von 

»  =  f-^)-'-*(^)+*(^)'  +  ...: 

zeigt  uns  auf  das  Unzweideutigste,  dass  für  a  eine  solche  Zahl 
existiren  müsse,  wodurch  ji=zl  wird.  Bezeichnen  wir  sie  «it  e, 
so  haben  wir 


^*  =  1  -H  ^ 


1.2  ^1.2.S^*"*'' 
also  für  ^=sl 

1.1.  1 


<?  =  2 


1.2  ^^1.2.3  ^^  1.2.3.4 


Wir  mächen  nuii  e  zur  Grundzahl  eines  LogarithmensyatemS) 
das  wir  das  natürliche  nennen.    Weil  dann  für  ^  =  1 : 

so  folgt 

^  =  log  nat  tf. 

Da  nun  <g  =  . ,  so  folgt  sogleicht 

log  nat  (1 -/?)  =  -.  (/?  +  i/?»H-i/?»H-^/?*-h..,.). 

Einen  wichtigen  Zweifel  dürfen  wir  uns  jedoch  jäm  Ende  nicht 
verhehlen,  den  ich  absichtlich  in  die  Rechnung  des  vorigen  Paragra* 
pben  legte.  Die  Aufgabe  war,  in  den  Reihen  V.  und  VI.  die  Coef- 
licienten  so  zu  bestimmen,  dass  beide  identisch  werden.  Dieas  er- 
fordert, dass  die  gleich  gebildeten  Glieder  identisch  sind.  In  der 
That  liegen   auch  die  von  y  freien  Glieder  o^  und  1  +  Ax  + 

'  ,   «^-  +  • .  • .  schon  als  identisch  vor.   Dann  machten  wir  die  Glie- 
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der  Bit  der  ersten  Potenz  fon  y  identiBch,  Bimlich  A  .m^  ^=s  ji 

+  ^(ao^H — 1^  +  •  • . .  und  dieses  fahrte  uns  auf  eional  snr  Be- 

stuBBWSg  der  getneiiten  Relation  iwisehen  den  CoefficienteB  A^ 
Ali9)  .  • . .  A(Hh  Demnach  werden  in  V.  und  VI.  die  swei  ersten 
Glieder  heider  Reihen  identisch,  aher  wie  steht  es  denn  nift 
den  Gliederny  welche  die  höheren  Potenzen  yon  y  su 
Factoren  hahen? 

Man  hilft  sich  hier  gewöhnlich  damit ,  dass  man  heide  Reihen 
einander  gleich  setzt,  die  gleichen  von  y  unabhängigen  Glieder  dann 
weglässt,  mit  y  dividirt  und  zuletzt  y=0  setzt,  wodurch  man  die 
BeetimmungsgleicbuDg  för  alle  Coefficienten  erhält.  Dieses  Verfah- 
ren ist  im  Grunde  mit  dem  der  Differentialrechnung  ganz  einerlei, 
«leoD  man  erhält  dadurch  die  derivirten  Functionen»  und  ehen  da- 
hinaus konimen  auch  andere  Umbildungsmethoden,  z.  B.  die  im  ma- 
thematischen Wörterbnche  Bd.  V.  Th.  1.  S.  500  in  Anwendung  ge- 
brachte. Aber  es  bleibt  hierbei  immer  der  oben  ausgesprochene 
Zweifel;  es  werden  ;iwar  zwei  Glieder  der  beiden  Kntwickelnngen 
für  a^*^-*^  identisch,  aber  nicht  alle.  Vielleicht  ist  dieses  ein  Haupt- 
ffrand,  warum  die  Methode  der  unbestimmten  Coefflcienten  nicht  be- 
friedigen wollte.  Denn  die  Relation  der  Coefficienten  soll  ja.  so 
bestimmt  werden,  dass  die  Bedingung  a^^^^=sa',av  erfüllt  wird, 
nicht  dass  bloss  ein  Paar  Glieder  von  beiderlei  Entwickelnng  iden- 
tisch werden. 

Man  hat  hier  offenbar  ein  Princip  in  die  elementare  Analysis 
herabgezogen,  ohne  davon  nur  die  mindeste  Rechenschafit  zu  geben. 
Wenn  daher  die  Methode  nicht  befriedigt,  so  kann  man  doch  des- 
wegen den  Grund  nicht  den  unbestimmten  Coefficienten  zur  Last 
legen.  So  wie  diese  Methode  vielfach  angewandt  worden,  ist  sie 
eigentlich  nur  durch  eine  gut  begründete  Derivationsrechnung  zu- 
lässig. 

'  In  unserem  Falle  lässt  sich  freilich  die  vollständige  Nachwei- 
lung  leicht  geben.  Die  vollkommene  Identität  der  beiden  Reihen 
y.  und  VI.  erheischt,  dass  überhaupt 


AiH)a^  und  Jf («)  -H  ^(«-i-i>r  +  -772"      "*"  TTSTä*^ 


•  •  • . 


vollkommen  identisch  werden,  wie  sich  sehr  leicht  ergiebt,  wenn 
man  ans  den  Reihen 


und 


a-y  =  l+^(^  +  y)  +  ^®¥^ 


a^l  +  As^^^^  +  ....)  =  a^.ay 


die  Glieder  heraussondert^  welche  den  Factor  ^  haben.  Setzen 
wir  nun  statt  A(n)y  ^(n+i),  Ain-^y  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Werthe  Jl»,  Ji'H-i,  ^»-1-2,  so  ist  die  Identität  der  obigen 
allgemeinen  Gleichung  sogleich  einleuchtend,  und  die  Entwickelung 
der  Exponential-,  so  wie  auch  der  Binomialreihe  ist  auf  das  streng- 
ste gerechtfertigt. 

Aber  so   leicht  dürfte  4ie  Rechtfertigung  in  anderen  Fällen 


^    \ 
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nicht  Min,  daher  allerdinn  in  rathen  ist,  di6  Methode  der  snbe- 
stimmten  Coef&cienten  nicht  hei  Seite  zu  legen,  denn  wir  würden 
dann  die  Anaijsis  an  ihrem  innersten  Wesen  verletsen;  wohl  aher 
ist  zu  rathen,  die  Schwächen,  welche  den  elenentaren  Bntwicko« 
lungen  hier  nnd  da  noch  ankleben,  durch  kluge  Maassregeln  lu 
heaeitigen. 


XI. 

Dissertation  sur  la  throne  des  axes  principanx 
et  des  axes  pennanents^  de  rotation. 

Par 
Monsieur  Steichen^ 

ProfesMur  a  l'^cole  militaire  de  Belgiqu« 

a  Bmxelles. 


f.  1.     Theorie  des  axes  principanx. 

1. 

L^objet  de  cette  dissertation  est  de  simplifier  et  de  compl^ter 
la  th^orie  des  axes  principanx,  et  pour  atteindre  a  ce  but,  nous  re* 
prendroDS  en  entier  le  probl^me  qui  s'y  rapporte  et  nous  haserona 
notre  Solution  sur  quelques  d^finitions  et  notions  fondamentales  de 
m^caniqoe,  qne  i'on  adnettra  probablement  saus  difficult^)  car  ees 
notioDS  ne  renferment  en  elles-mömes  rien  de  i^ratnit,  et  ellea  of- 
frent  l'avantage  de  conduire  par  le  moyen  de  l'analyse  ordinaire  k 
la  Solution  ilirecte  des  question«  k  traiter« 

Concevons  un  Systeme  mat^riel  homogene,  pourvn  d'un  axe 
fixe  qui  le  traverse  en  son  centre  d'inertie,  a  Pinstar  d'nn  essiM 
raide  et  in^branlable,  et  imprimons  au  corps  un  mouvement  de  ro- 
tation-sur  cet  axe.  Sera*t-il  possihle  de  trouTcr  a  cet  axe  nne 
Position  pour  laquelle  les  forces  centrifnges,  qui  nafssent  de  cette 
rotation,  sc  fassent  ^qnilihre  et  ne  tendent  pas  a  le  d^placerf 

Pour  s'aasnrer  de  la  possihilit^  de  la  question  et  pour  en  tr^a« 
Ycr  en  m6me  tempa  nne  Solution  directo  et  g^n^i^ale,  il  hsA 
commencer  par  exprimer  analytiquement  les  conditiona  m^caniqnea 

3u'elle  entraine.    Or  comme  lea  forces  centrifug^s  ntf  doi? enft  point 
epiacer  l'essieu  de  rotation,  lors  mdme  qu'il  serait  libre,  il  faut  que 
la  aoiuMa  alg^brique  de  lenrs  composantea  suivant  nn  axe  qoelcon- 
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f$it  soit  BBlIe,  et  ^e  de  plu  lenr  Energie  totale  a  tenraer  l'enieH 
fte  rotaiioD  aatoar  4'nii  autre  aze  quelconfae,  paMaat  par  le  eeolre 
Mt  anlle  anasi.  Mais  en  tra^aat  par  oe  centre  oq  plaa  aoraial  a 
Vmme  fixe  pri»itif,  et  ttraat  daas  ce  plaa  desz  axca  reetaagalairea 
eBtr^eaz  xr,  J^,  on  obtieat  an  ijateaie  d'azea  eeordeandi  reetaa» 
ftee  J%\  If/f  JjB^j  doat  le  deraier  eoincide  atee  l'aze  de  ratalioii, 
tt  doat  lea  deax  preaiera  leront  cea«^  fisea  daaa  le  eorpa,  naia 
«ebiica  avee  loi  aatear  de  lae^.  Si  doDC  ü  d^aote  la  t ite«e  aa- 
galaire  da  ayatbaie  tournaat,  et  qae  jr',  </»  %'  loieat  ka  ^ordo— lea 
d'oB  poiat  »aft^riel  qoeleoaqae  m  da  aoude,  ob  aora  lea  forcea  eea* 
tgjfiyce    particUea,    repr^atdea    par    lea   expreaiioBat    «  •  ü'  • 

l^y»-f-«'»,  «•'.£•. l^y»-f-jr» ;  et  toBtea  cea  foreea  dlaat 

Boraales  de  directioo  ä  l'axe  Ia:\  la  soaiflie  de  leara  jprojectioBa 
eitbogoBalea  aar  ttite  lig^e  aera  aalle  ^elle  -  »^aie.  II  faadra  doae 
les  esti»er  par  rapport  ä  aae  aatre  droite  ayaat  aae  pesitioa  noiaa 
particBÜere,  et  Toa  poarra  toajoBra'coai»eBcerpar  preadre // pcar 
axe  de  conparaiioB. 

1^   projcctjea   aar   cette  droite  de  la  force  ceatrifage  mO* . 

l^y»-i-V»  80  rddflit  k  aii2V>  ^  ^  bi^bm  sar  Taxe  I^  eUe  de- 
TieBt  mSt^ .  m'i  biom  d'aprea  la  preauere  coaditioa  qBi  doit  expriaier 
la  oallit^  de  la  traaalatioB,  ob  de  la  teadaace  da  aelide  k  la  traaa- 
lation,  le  loag  d*Ba  axe  qaelcoaqae,  il  £uidra  poaer  lea  ^aatioaa 
aBaljtiqBea: 

£*.^.a»y'=0,  £*.2.aH^  =  0 

hafellea,  par  aaile  de  la  ddfiaitioB  da  ceatre  d'iaertie,  aoat  aatia- 
bitea  d*elles- Bitees,  et  l'oa  aara  par  coas^Beat  pas  beaoia  de 


Qaeat  aa  mojeo  d'expriner  la  aecoade  coBditioa,  oa  doit  ao 
er  qae  l'eBcripa  totale  de  alBiieBra  forcea  ä  toaroer  aa  eoiaa 
r  d^aae  droite,  teile  qae  Jjf%  a^obtieat  par  la  pro^ectioB  de 
1  lea  foreea  aar  aa  ^aa  perpeadicalaire  a  la  droite,  etpar 
raddifioB  alg^^briqae  des  Boneati  dea  foreea  aiaai  arojetite.    Maia 
fereea  ceutiifagea,  projet^ea  par  exeoiple  aar  le  plaa  dea  j^a^ 


t  liefl  B  BB  groappe  de  foreea  parallelea  Q*  .  a»',  Q* .  i 
S^ . ■b'*. • . . ,  paiveqa'cUes  aoat  toatea  diiig^tai  daaa  dea  plaaa  per< 


a  Faxe  /a/;  de  plaa  le  BoaMBt  d'aae  foree,  teHe 
',  par  lappait  a  Faxe  Itf^  wt  eoaipoae  da  prodait  de  Q*^ 

ria  perpeadicBlaire  aliiiaafr  de  roiigiae  /  aar  la  directioB  de 
fiaree,  ob  par  rabadaae  jr^.  de  aoite  qae  ee  BMaieat  est  i^«aa 
.  jrV  et  le  soMst  total  aera  pareoaadqaeBt  ü*  .  2  .  maf^.  — 
#B  traBfeia  de  aitee  qae  l'eaerpe  totale  dea  foreea  a  tmmrwtr 
le  coipa  et  reaaicB  fjf  BBtoar  de  Taxe  /a'  eat  rnr^aC^  par 
ß^S.mup'f'^  et  paar  expriMer  qae  eette  doaUe  tOBdaace  a  la  ro- 
latioB   tat   aalle,   fl   fiuMlra  paaer    par  ceaa^qaeBt  lea  coBditlona 


2*.2.mjpf'=0,  Ii*.S.muK^%'  =  0. 


te  poBirait  peat-^tre  croire,  qae  eea  eoaditiooB  aoieat  iBaaSiiaBtes 
paar  «xpnaier  qae  les  forcea  ceatrifages  oe  teodeaft  pas  ä  deplaeer 
rasa  /jr';  auia  •■  Mit  rfBMgqBig-  qa'eUea  mt  aoat  paa 
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4euK  p^ewairgg,  et  qo'oBe  senle  d'eatr'dles  saffit,  puigae  noai 
■'iivooi  |iM  «wigB^  jafqa'iei  de  pontioa  paitiailiere  eaz  ezes  Tjr^, 
/%*  duDS  le  plea  Doraal  en  J  k  Ar'.  SeDieMeat  deaqa'oB  ee  doaae 
Im  directioD  de  //,  celle  de  /«^  ea  r^solle,  eoBMe  deraat  Mre  bot* 
»ele  k  l'eutre.  D^ailleara  11  est  »aaifeite  qae  U  rotatioa  de  Xjp 
ttVnt  powible  qa'eatoar  d'aa  axe  sita^  daas  le  plaa  ^%'.  8i  l'aa 
doaaait  toatefois  Taxe  I^  daas  le  plaa,  U  Caadrait  poser  k  la  foia 
l«s  deax  ^qoatioaa  jir^eldeatea ,  pareequ'alora  la  g3rrafioB  de  Ijt' 
autoar  de  Jy  pourrait  dtre  aalle,  aaaa  qa'elle  le  ftt  ea  aikae  teaipa 
autour  de  l^xe  Im',  aoriaal  k  Iff. 

Cela  pos^  tra^oat   an  centre  dUneitie  J  troia  aoaveans  axea 
reetaagles  Ja:^  ly^  1%  qui  soieat  fixes  et  inoiobilesy  et  aappoaaas 

cos (dr', or)  =  a,  cos (or'y y)  = /?,  cos(a/,«)  =  /' 
cos  (y'f  or)  =  II',  cos  (y',  y)  = /T,  cos(y,a)=;^ 
cos  (*',  Oß)  =  a",    cos  (*',  y)  =  /S",   cos  («', «)  =  y* 

de  plus  as^  y%  %  ddootant  les  coordonn^s  d'uo  point  es,  raapoitd 
aux  axes  fixes,  a  an  instant  quelconque  de  la  rotation,  ponr  leqael 
ce  wAme  point  a  par  rapport  anx  ax^s  mobiles  les  coordoaadei  sf^ 
y,  »',  OB  doit  afoir  d*apr^s  la  transformation  eonnfie: 

jr'  s=  a^  «f-  /9y  -4-  p'X 

»'  =o"a:  +  /y'y  +  y"* 

I 

ei  |es  stx  iquations  de  condition: 

a«'  +  /!^/»'  +  y/^  =  0,  cMi"  +  /J/J^-hyy"  =  0,  a'a^-h/?'/S"-Hy'y»=0. 
Mai«  ptiur  que  l'essieu  Maf^  jusqu'ici  arbitraire  de  direction  daas  le 

deplace  pas  d'nn  moUFement  gyratoire. 


lliaii  puur  que  ressieu  MiF^  juiqu  ici  aroicraire  de  di 

systeiutt   uittterittl«   a  cause  quMI  a  ^t^  rendu  ^'^^ 

rase  d*<iquilibration  des  forces  centrifuges,  p 

taut  reudu  lihre  il  ue  se  deplace  pas  d'nn  mouFe 

pDudaut  i^ue  1«  syst^uie  tuurne  aur  lui,  il  est  a^essaire  qae  les  aa- 

uUn  reltttit's  aux  cosiuus  n^ß^y  soient  ceux  que  forme  l'axe  d'dqni« 

nbrutiuu  avev  les  irois  axea  coordonn^s  fixes  /r,  Jy^  J%  qnf 

iiide|ittiidaiitri  du  ourus.  II  faut  donc  ^ue  les  deux  ^qaations  di 

ditiou  |iori6ttri  plus  liauti  subsistent  ici;  ou  bien  il  sera  n^ce 

du  luuiuH,  que  la  firemi^re  d*entr*elle8  soit  satisfaite»  Taxe  // 

däslurs  arbitraire  de  direction  dans  le  plan  y'V;  il  bat  et  il 


uitiH  roinui«  aux  duhiuus  u»  p,  f  soienc  ceux  que  lorme  raxe  a'eqai* 
nbrutiuu  avev  les  trois  axea  coordonn^s  fixes  /r,  ly^  J%  qni  soat 
indeiittudautri  du  ourus.  II  faut  donc  ^ue  les  deux  ^qaations  de  coa« 

''"■' '    "     —■--!-.— ^  -  -•  t.      ..  nÄjeeaaire 

//  ^tant 

t  il  snffit 

parcuuiequeut  que  Ton  fasse  dans  cette  bjpo'tb^se: 

Ü».i\ÄM^y=0,  ou  :f.aM?'y'  =  0. 

Mubstituaut  la  valeur  du  rectangle  en  jr'«',  en  fonctioa  de  ory, 
(•i  fi\  }'*  ^^  posaut  |iour  abreger: 

^'.a»*ry=/;     S,ma:%^=2g^   ^.myxzzzAy 
«lu  obtiDudra  |ittr  uu  valcui  rapide  et  facile  la  condition  traaaform^e: 
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a.o«'  +  *.|J/J'  +  c.yy'4-/.(o'|J-»-ojJ')  J  _ 

-»-«'(a'y  +  «y')4-Ä(|J'y-»-/Jy')....      j"  ' 

Et  comme  cette  ^uation  doit  6tre  satiifaite,  quelle  qoe  loit  la 
Position  de  l*aze  /^  dans  le  plao  normal  (y/s'),  eile  doit  encore 
itre  remplie  pour  le  cas  oä  apr^s  avoir  fai^  tourner  les  axea  /y,  1%' 
dana  ce  plan  on  a  amen^  //  dans  une  poiition  pour  laquelle  ^Ijc 
=  90®,  c.  ä  d.  pour  le  cas  de  a*  =  0,  et  pourvu  qu^on  tienne  compte 
de  la  condition  simplifi^e  /?/}' -4- p^^  =  0.  On  aura  done  ainii,  en 
lapprimant  le  facteur  commun  ß^x 

(6-c).ßr  +  f.ay-^'g.aß  +  (r*-^ß^)A  =  0....    (1). 

Mais  r^uation  de  condition  ff^n^rale  est  encore  satisfaite  pour  la 
poisition  particuliere  de  Taxe  iy  dans  laquelle  /^  =  0,  pourvu  qu'on 
tienne  compte  de  la  condition  simplifi^  otaf  +  y/^nOi  qni  en  r^- 
snlte;  on  est  ainsi  conduit  k  une  deuxi^me  relation  entre  qnantit^ 
connües  et  incoonües: 

(a  —  c)ay+/.ßr  +  {y*-'a*)g—a.ß.A  =  0....    (II). 

Or  ces  deux  ^qnations  particuli^res,  ^tant  jointes  a  la  relation  per- 
petuelle  a*  '^  ß*  +  y*  =  1  ^  sont  ^videmment  süffisantes  pour  d^ 
terminer  les  trois  inconnües  a,  A  y^  et  partant  la  position  de  Taxe 
d'^quilibration  des  forces  centrifuges  que  Ton  cherche;  mais  rien  ne 
nous  prouve  encore  que  cet  axe  existe,  puisque  nous  ne  savons  pas, 
si  r^hmination  nous  donnern  des  valeurs  reelles  ou  imaginaires 
pour  ay  ß,  y,  II  y  a  d'ailleurs  une  autre  difficult^,  c'est  que  rien 
n'emp^che  de  faire  a  son  touf  y^:=:0  dans  P^qnation  g^n^ale;  et 
tttte  snpposition  donnera  la  3^me  ^quation: 

{a--'6)a.ß+f{ß^'^a^)  +  g.ßy^A.ay  =  0....    (111) 

et  Ton  aorait  ainsi  quatre  ^oations  pour  d^terminer  trois  incon« 
sAes«  11  importe  donc  d'examiner  avant  tout  si  la  4^me  ^uation^ 
Biarqo^e  par  (III.),  n'est  pas  une  cons^qoence  des  trois  untres:  car 
ti  ce  cas  n'arrive  pas,  tonte  recberche  ulterieure  sera  inutile,  et 
Taxe   chercli^  sera  impossible.     Or  on  voit  ais^ment  qu'en  multi- 

{iliant  r^uation  (1)  par  a,  et  T^quation  (II)  parj?,  et  retranchant 
es  r^ultats  membre-a-membre,  on  obtient  en  effet  P^uation  (III). 
Ainsi  ces  conditions  analytiques  s^accordent  d'^uoe  moniere  remar- 
ouable  avec  l'observation  qu'on  a  prdsent^e  plus  haut  sur  le  nombre 
tt'^nations  de  condition- de  la  forme:  2.ma/y'=:0.  De  plus  en 
op^rant  sur  P^quation  2  .  maf%^  :=:  0,  comme  on  Pa  fait  a  P^gard 
de  Celle  ^.Ma/^=:0,  on,  obtiendra  manifestement  une  ^uatioo  gtf- 
adrale  qne  Pop  trouve  sans  nouveau  calcul,  en  changeant  a\  ß\  y* 
dans  Celle  d^ja  trouv^e>  en  a!\  ß"^  y"  respectivemeot.     Et  si  Pon 

{lOse  ensuite  a"  =  0,  /^'  =  0,  y  ^  0,  on  retrouvera  encore  une  fois 
es  relations  (I),  (II),  (III);  ce  qui  offre  la  confirmation  de  ce  qu^on 
avait  pr^vu  saus  calcul,  et  par  le  simple  examen  de  la  nature  m^- 
canique  de  la  question. 

« 

2. 

Toutes  les  difficult^s  de  la  question  sont  donc  ramendes  k  d^- 
terminer  les  trois  inconnües  a,  ß^  y  par  le  moyen  de  deux  quel- 
conqoes  des  ^quationa  (1),  (ll)y(lll)  et  de  la  relation  perp^tuelle  a* 


174 

y*=zl.    Si  dans  Is  Wie  de  rmeiier  edle -ei  k  nne  iden- 


tt  =  eos  17 . cos ^9  ß z=  cos d- . m $1,  y  =  B\n&^ 

Si  Tou  pose  eosaite^  pour  nieox  mbr^^r  T^iitare  des  formales: 

tang  ^  =  «,  tang  1?  =  5, 

OD  rednira  les  conditioos  tronv^s  plus  baut  ans  fomoles  soi- 
vantes: 

Si  Tod  mahiplie  r^aation  (I)  par  A,  l'^oation  (11^  par  gy  qne  Tod 
retranche  ensaite  Tane  de  Tautre,  et  qu'oo  eonsid^re  Ta  qiiantil^ 

<V^r+T*  comme  one  senle  inconDue  aaxiliaire  «,  od  anra  une 
^qnation  du  premier  degr^  en  «f,  pour  d^terminer  celle-ci  en  fonc- 
tioo  des  autres  quantitds;  de  mdme  l'eqaatioD  (111)  donoera  eocore 
n  par  le  premier  degr^  en  fonction  des  doun^es  et  de  l'iDeoDDue  ^. 
Egalant  donc  cette  double  yaleur  de  «,  od  en  tirera  par  nn  cal- 
cul  peu  compliqu^  une  ^quation  du  troisieme  degr^  en  (  qui  aura 
la  forme  suivante: 

dans  laqnelle  on  a  pour  abr^ger: 

C,  =//(2y»-A»-/»)-|-^(«-^)(«-c)  +  (2Ä-a  — c)/K 

R^marquoDS  qne  quand  on  fait  r^limination  entre  (I)  et  (II)  seule- 
ment,  on  parvient  ä  une  ^uatinn  da  4eme  degr^  dans  laquelle  le 
terme  eonstant  se  r^duit  a /**  .A — /''.^  =  0;  de  sorte  que  cette 
^quation  aura  une  nicine  nulle,  ce  qui  est  facile  k  Interpreter,  et 
l'autre  factenr,  apres  la  suppression  de  cette  racine  nulle,  repro- 
duira  l'^quation  dn  3^me  degrd,  trouvee  par  la  preraiere  m^node 
d'^limination,  cette  ^uation,  ajant  au  moins  une  racine  r^lle,  mon* 
tre,  qu'au  centre  d'inertie  d^un  Systeme  mat^riel  quelconque  donn^ 
il  existe  toujours  au  moius  un  axe  d'equilibration  des  forces  cen« 
trifuges:  un  tel  axe  est  ce  qu'on  pourrait  nommer  pour  plus  de  bri^ 
vet^  eocore,  axe  de  libre  rotation,  axe  d'inertie  du  corps, 
et  que  Ton  nomme  commun^ment  axe  principal. 

Au  contraire  quand  un  solide  est  mis  en  mouTcment  de  rot«- 
tion  autour  d'un  axe  excentrique>  et  qu'il  continue  a  tonrner. 
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cet  axe  poarvn  d'on  senl  poiat  fixe»  saas  qae  cet  axe  tonnie  oa 
tende  ä  tourner  sur  le  point  fixe,  sous  l'actioti  des  lealei  forces 
eentrifages,  Taxese  nommera  axe  d*^quil ib ratio b  relatif,  axe 


attenda  que  pour  un  point  difii^rent  du  centre  on  ne  saurait  plus 
avoir  leS  deux  conditioas ^ .  m^  =  0,  ^.«»^  =  0;  de  sorte  que  sans 
na  point  fixe  l'axe  de  rotation  du  solide  serait  an  moins  empörte 
d'uB  mouvement  de  translation  rectiligne  parallele,  en  m^me  temps 
que  le  solide  tournerait  sur  lui. 

3. 

L^existence  d'nn  axe  dMnertie  dans  les  solides  ^tant  d^jä  re- 
eonnüe,  si  Pon  diVige  Faxe  fixe  des  abscisses  la:  suivant  cettc 
ligne  foT'y  on  deyra  avoir  d'apr^s  la  condition  m^canique  de  la 
question : 

OQ  bien 

S,mjcy=zQ,  J?.m^«  =  0;  a  cause  de  af  z^x* 

car  Ja:  coincidant  avec  Z2/,  les  deox  autres  axes  fixes  /^,  J%  dea 
coordonn^es  doivent  4tre  dans  un  plan  normal  ä  la/ ^  pnisque  par 
hypoth^se  nos  trois  axes  directeurs  To?,  ly^  1%  sont  rectangulaires, 
et  que  d'un  autre  cut^  tont  axe  d*^qailibration  absolu  exiffe  que 
lei  soiAines  de  la  forme  2.ma:yy  2.mx%  soient  nulles,  quelle  que 
seit  d'ailleurs  la  direetion  des  deux  axes' restants  /y,  7«,  trac^ 
dans  le  plan  normal.  Donc  pour  le  Systeme  de  coordonndes  ainsi 
dbpos^  il  faudra  avoir/=2.sP9^y=0,  ^=^.m^x  =  0,  et  ces 
couditions  nous  donneront,   ^tant  introduites  dans  les  valeurs  de 

udf,  =0,  Ä/=0,  />,  =0,  C,z=Ä.[(a  — *)(«  —  <?)  — Ä»l. 
L'^ation  du  3^me  degr^,  r^dnite  an  senle  terme  Cx^=0  devient: 

Celle- ei  peut-6tre  satisfaiie  1)  par  Thypotese  ^  =  0,  et  cbacune 
4es  ^nations  (1),  (II),  (III)  donnern  poiir  a  la  yalenr  correspon- 
dante  a  =  0:  ainsi  l'on  est  ramen^  a  conclure  ce  qu'on  savait  ddjä, 
qae  Taxe  d^^uilibration  absolu  existe  et  qu'il  coiocide  avec  Ja:.  — 
i)  L'^quation  peut  encore  dtre  remplie  par  la  suppositiou  A  =  0, 
ee  qui  doniiera  encore  une  fois  a  =  0,  £  =  0«  «^  cette  circonstance 
pronve  qu'outre  Taxe  /r,  celui  des  /y,  ou  des  /»  peut  dtre  an  axe 
d'inertie  a  cause  qu'on  a  d^jay:=:0,  g=0:  mais  nous  ne  savons 
encore  rien  de  positif  k  cet  ^gard,  puisqu'aucbn  Symptome  ne  nous 
annonce  qu'il  seit  n^essaire  de  poser  A  =  0,  pour  satisfaire  k  Vi- 
l^lit^  Cj^  =  0.  Enfin  il  est  possible  que  le  facteur  entre  cro- 
äets,  savoir:  (a  —  d){a — c)  —  A^  soit  nul:  dprouyous  donc  anssi 
cette  sopposition:  et  soit  en  cons^uence: 
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(a  — Ä)(a  — c)5isÄ«....    (A) 
En  vertu  de  /==  0,  g^  0,  les  troii  ^quation  (1),  (II),  (III)  donneront: 

(a  —  c)  .ay  —  a .  /? .  ^  =  0      \  • .  •  •  (B) 
{a  —  b)aß  —  a./.^  =  0     .    )  ^ 

Si  Von  supprime  aux  deux  dernieres  le  facteur  a,  ou  si  sans 
le  supprimer,  on  traDsporte  chaque  teroie  en  h  dans  le  second  mein- 
hre,  et  qu'on  multiplie  les  r^sultats  merabre-a-membre  oa  reproduit 
la  condition  A*  =  («r  —  ^)  (^  —  c),  adoiise  ci-dessus  commi;  3eme 
cas  possible.  De  plus  la  seconde  ou  la  3eme  ^quation  donnc  y  en 
valeür  de  ßi  et  substituant  cette  valeur  dans  la  premi^re,  od  n'en 
d^uit  aucune  valeur  d^termiode  de  ß:  parceque  tous  les  ternes 
du  r^sultat  renfermeront  le  facteur  ß"^ :  ainsi  les  quantit^s  a,  ß^  y 
relatives  a  cbaque  axe  d'^quilibration  diffi^rent  de  celui  Ix  ou  Ja^^ 
resteraieot  iuddtermin^es,  et  le  probleme  gin^ral  serait  par  cods^- 
quent  aussi  ind^termind;  or  les  quantit^s  ayd,c^y^=ß^ß=XijAi  d^pen- 
dent  non  seulement  de  la  position  de  Taxe  /^  ou  Ja:^  mais  eucore 
de  la  forme  du  corps,  et  de  la  position  des  axes  7y,  /»,  qui  sont 
arbitraires  de  direction  dans  un  plan  d^fini:  il  est  donc  impossible 
d'avoir  (^^n^ralement  A^  =  {a  —  i)  (a  —  r);  car  qoand  m^me  cette 
equation  subsistesait  pour  une  position  speciale  des  axes  7^/  f%\ 
eile  ne  saurait  pas  rester  rraie  pour  toutes  les  positions  diffi^rentet, 
Ainsf  l'opdratioD  dans  la  quelle  od  supprimait  d  abord  le  facteur  a, 
co^iman  ä  tous  les  tcrmes  des  deux  oernieres  ^quations,  ou  k  sup- 
primer le  facteur  commun  a^ßy  aux  termes  de  la  combinaison: 

,    («  —  €?)(«  — %»/?y  — «»/?/. Ä»=0 

n^est  point  permise  g^n^ralement.     Donc  il  faut  qu'on  ait: 

ou  a  =  0,  ou  a  la  fois  /?  =  0,  /  =  0. 

Or  rbypoth^se  de  ß  =  0,  ^  =  0,  donne  a  =  },  et  ram^ne  a  l'aze 
Ja:  dlja  trouve.  11  faut  donc  encore  voir  si  celle  de  a  =  0  ne 
pourra  pas  amener  quelque  nouveau  r^sultat  Dans  ce  cas  les 
trois  ^quations  pos^es  plus  baut  se  r^duisent  k  la  lere: 

(Ä —  €•)/?.  y -f.  (/»— /?»)Ä  =  0 

a  la  quelle  il  faut  associer  ce  que  devient  la  relation  perpetuelU^ 
savoir: 

Si  Ton  pose  /?  =  cos  9,  partant  /  =  sin  9,  la  derni^re  deviendra 
identique,  et  la  l^re  donnera  pour  l'angle  ^: 

2k 
tang  25)  =  j^^ {c) 

L'^galit^  de  a  :;=:  0  montre  d'abord,  que  s'il  existe  un  2i^me,  3i^me, 
axe   d'^uilibratioD  alisolu,    il  doit  se  trouver  dans  un  plan   nor* 
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■al  a  celui  la/  qu'on  a  d^ja  reconnu.  La  valear  de  tang  2y  d^- 
■ootre  easnite,  en  calculant  lang  9  ou  tang  2gp,  qae  daaa  ce  plan 
il  existe  deux  axes  rectaDgulaires  entr'eux,  propres  ä  renplir  cha- 
enn  la  cöodition  prescrite.  Notre  ezamen  des  diffi^rentea  maDieres 
de  aatisfoire  a  l'^uation  C,^=0  prouve  d'ailleurs  ayec  ^videoce 
qoe  toat  autre  axe  en  (7)  ne  saurait  remplir  cette  mdme  conditioa 
d'^ailibre  des  forces  ceatrifuges  dans  le  eas  gdn^ral  de  la  question. 
Si  Ton  appliqoe  le  raisoDoement  pr^c^ent  an  eas  d'un  point  fixe 
<l'an  Corps  qaelconque,  on  trouvera  ^videmmeot  Ja  m^me  condnsion: 
ainsi  l'existeDce  des  trois  axes  d'^uilibration  absolns  ou  des  trois 
•zes  principaux  du  ceotre,  et  des  trois  axes  permanents  de  rota- 
tioa,  relatiis  k  un  ppint  fixe  quelconque  d'un  solide,  se  trouve  dd- 
■ontr^e. 

Remarque  I.  Les  axes  coordonn^s  fixes  ^tant  dispos^s  de  la 
saniere  indiqu^e,  si  la  forme  du  solide  est  teile  qu'on  ait  >&  = 
I.asfXssO  et  ^  =  r  o^  fy^dm=/%^dm  par  rapport  aux  /y,  /x, 
l'^oation  (C)  donnera  tang  29  =  §,  c.  ä  d.  que  dans  le  plan  nor- 
■u  k  on  axe  d'inertie  d'uo  solide  il  peut  y  avoir  une  infinite  d'au- 
tret  axes  d'inertie,  pour  certaines  foroies  particuli^res  de  corps  so- 
lides; et  alors  l'^quation  du  3ieme  d^gr^  devieot  identique. 

<  Remarque  11.  Nous  concevons  encore  la  possioilit^  d'exi- 
itcnee  d*une  espece  de  solides  pour  lesquels  T^quation  (A)  seit 
remplie;  mais  comme  alors  les  ^uations  (B)  laissent  ind^termin^es 
a  la  fois  les  trois  quantit^s  «,/}»/ 9  relatives  a  l'axe  d'dquilibration 
Doofeau  qu'on  cherche^  il  s'ensuit  que  quand  l'^galit^  {J)  est  rem- 
plie  aeulement  par  rapport  ä  deux  axes  particuliers  rectangles,  si- 
to^i  dans  un  plan  normal  en  7  ä  un  axe  d'inertie  donn^,  il  y  aura 
OB  qoe  du  moins  il  pourra  j  avoir  un'e  infinite  d'axes  principaux 
poflr  de  certaines  formes  sp^iales  de  corps  solides. 

Remarque  III.  Pour  abr^ger  le  plus  que  )>ossible  notre  dis- 
lertatioD  nous  passerons  sous  silence  quelques  propri^t^s  bien  con- 
lies  qoe  les  personnes  qui  voudraient  suivre  notre  m^tbode  dans 
PeDseig^eroent,  pourront  intercaler  ici  arec  facili^^,  et  nous  insiste* 
roBS  sor  quelques  observations  qui  nous  paraissent  utiles. 

1)  Si  un  Systeme  mat^riel  plan  est  dispos^  par  rapport  a  une  droite 
eeatrale  de  &^on  ä  avoir  des  quantit^  de  matiSre  Egales  et  a  Egales  di- 
ilincet  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  sur  une  m^me  normale, 
Nos  nommerons  cette  droite  une  ligne  de  sym^trie  m^canique 
do  Systeme,  ainsi  p.  ex.  pour  une  surface  plane  elliptique  chacun  des 
deux  axes  conjugu^s  rectangles  est  une  ligne  de  sym^trie  directe, 
tsadis  qu'un  simple  diametre  serait  seulement  une  ligne  de  sy- 
a^trie  inverse. 

Le  plan  de  la  base  commune  d'un  Systeme  poly^drique  et  de 
Ion  sym^trique  est  ce  qu'on  nommera  plan  de  sym^trie  directe 
da  Systeme  entier;  on  con^oit  de  möme  ce  quMl  faut  entendre  par 
plan  de  sym^trie  inverse.  La  ligne  d'intersection  de  deux 
plans  de  sym^trie  directe  d'un  Systeme,  si  tontefois  ices  plans  exi- 
stent, est  ce  qu'on  peut  nommer  ligne  de  sym^trie  directe  du 
Systeme;  on  con^oit  de  mSme  ce  qu'il  faut  entendre  par  ligne  de 
sym^trie  inverse  dans  les  solides.  Ces  notions  pos^es,  il  est  Evi- 
dent par  la  th^orie  des  moments,  que  tout  axe  de  sym^trie  directe 
d'an  Systeme  mat^riel  bomogene  est  un  axe  absolu  d'^quilibration 
des  forces  centrifuges,  partcint  que  pour  de  certaines  classes  de  so- 
lides, qui  existent  en  grand  nombre  par  le  fuit  de  la  oature  ou  de 
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r«rt,  le  calcttl  laborieuz  de  la  recherche  d'an  axe  principal  au 
moins  devient  inatile,  Qt  les  deux  autres  se  trouyeront  ensaite  d^ja 
moins  laborieusement  par  le  calcul  des  quantit^  hy  b^  e  de  l'^qna- 
tion  {C).  Si  le  solide  a  deux  axea  de  sym^trie  directe,  il  n'j  anra 
plaa  aucon  calcul  ä  faire,  puisque  le  3ieme  axe  d'iaertie  aera  nor- 
mal au  plan  des  deux  autres. 

2)  Dans  tont  solide  cylindrique  oo  prisnatique  homogene ,  en- 
gendr^  par  le  mouvement  de  transport  parallele  d'une  figure  plane 
snivant  une  droite  normale  au  plan  les  trois  axes  principaux  coin- 
cident  ruu  avec  l'axe  central  normal  au  plan,  et  les  ,deux  autres 
aveo  les  axes  d'tnertie  de  la  section  plane,  faite  dans  le  solide  par 
nn  plan  du  centre,  normal  h  la  directrice  du  mouvement.  Cette 
propri^t^  a  ^t^  Stabile  par  Mr.  Binet  (Journ.  de  l'Ec.  polyt.).  Nous 
en  omettons  poür  le  moment  la  d^monstration. 

3)  L'^uation  ff^n^rale  des  surfacea  du  second  ordre  rapport^es 
a  trois  axes  coordonn^  rectangles  d^montre  ^ue  ces  surfaces  ad- 
niettent  g^n^ralement  trois  plans  de  symdtrie  directe:  elles  admet- 
tent  donc  aussi  trois  axes  de  cette  espece:  or  si  l'on  consid^re  une 
teile  surface  comme  un  Systeme  mat^iel  continu  et  homogene,  les 
trois  axes  de  sym^trie  deviennent  a  leur  tonr  trois  axes  d'iquilibra- 
tion  des  forces  centrifu^es:  mais  ces  trois  derniers  sont  rectangles 
entr'eux;  les  trois  premiers  le  sont  donc  aussi:  ee  qui  dtablit  Fexi- 
atencQ  des  diam^tres  conjogu^s  rectangles  dans  les  surfaces  du  se- 
cond ordre;  et  Ton  en  rattacbe  ainsi  la  tb^orie  h  la  tb^orie  plus 
g^n^rale  des  axes  d'inertie  des  syst^mes  matdriels,  qui  compreaaent 
en  effet  le  cas  des  courbes  et  des  surfaces  oburbes,  cens^es  mat^ria- 
lis^es,  et  cette  mat^rialisation  est  permise,  qnisqu'elle  n'enl^? A  a  ces 
courbes  aucune  de  ieurs  propri^t^  g^om^triques. 

4)  Pour  nn  Systeme  mat^riel  plan,  c.  a  d.  ayant  toutes  ses  par- 
ties  materielles  sitif^es  dans  un  mime  plan,  (aciy)  par  exemple,  on 
a  identiquemeBt^.«»^«::=:0,  ^.«i^y^O,  ou  ^=0,  ^==0,  Taxe 
las  coincidant  avec  la  normale  en  7  au  plan:  et  des  ^nations 
(I,  II,  III)  on  eonclut  que  deux  des  trois  axes  d'inertie  sont  ä  angle 
droit  dans  ce  plan,  et  que  le  3i^me  tombe  sur  la  normale  Iac\  la 
Position  des  deux  lers  axes  se  calculera  donc  par  l'^uation  (^), 
en  ^valfiant  /i  =  2 ,mp»  a  Pinstar  d'nn  moment  d'inertie,  et  les 

Suantit^  iszzS.my*^  e::=:2.mx^:  cette  disposition  des  axes  d'inertie 
14  cas  actuel  est  aussi  Evidente  par  la  th^rie  des  moments,  pnisque 


le  plan  est  ^videmment  nulle  d*elle-m6me. 


§.  II.    Tb^orie  des  axes  permanents  de  rotation. 
Extension  de  la  m^tbode  pr^c^demment  expos^e,  et 
d^^terminatioQ  des  axes  permanents,  relatifs  a  un  point 
fixe  quelconque  du  solide,  par  rapport  aux  axes  princi- 
paux, dejä  censes  connus. 

4. 
H'apres  ce  qu'on  a  d^jä  remarqu^,  il  est  manifeste  qu'nn  corpa 
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Milde  stallt  nia  eii  moaveinent  de  rotadoti  eutear  d'nn  aze  OK^ 
piwmt  per  nn  point  d^ignd  (^|  du  solide,  les  forces  ceotrifoges 
le  Mareieat  plne  se  faire  ^uiliore  d'ane  mani^re  absolAe;  que  ai 
le  point  (O)  ii*eat  paa  fixe,  ce  poiot  et  Taxe  ^iST  aeroDt  emportda 
^■a  Teapaee  d*aD  mouvement  plus  ou  moina  compliqu^,  en  mdnie 
teapa  qoe  le  corpa  tourne  aur  0K\  la  qoestion  prec^demment  r^oloe 
ioit  dooe  6tre  modifi^,  et  poa^e  de  la  mani^re  auiyaDte. 

Dn  eorpa  aolide  eat  invariablement  li^  a  un  certain 
point  fixe  (0))  int^rienr  ou  ext^rieur,  et  Ton  demande 
aatonr  de  quel  ax^  OK  ^n  ce  point  il  faut  le  faire  tour- 
■erf  ponr  qoe  lea  forces  centrifugea  qui  nafaaent  de 
oatte  rotation,  ae  faaaent  ^qailibre  par  le  noyea  daaenl 
pnint  fixe, 

8olation.  La  condition  d'^quilibre  eat  ^videmment  remplie,  ai 
Pmi  ezpriaie  par  le  calcol  que  la  somnue  alg^briaue  des  ^nergiea  dea 
farcw  centrifugea  a  touruer  Vaxe  de  rotation  0ii  autour  d'une  droite 

rBleonoue  eu  (0),  aitu^e  daua  le  plan  perpendiculaire  eat  nulle. 
cet  effet  consid^rona  la  rotation  k  un  inatant  quelconque  autonr 
de  OK  cena^  d'abord  fixe,  comoie  dana  le  1er  cas,  et  concevona  par 
le  point  donn^  troia  axes  reetanglea  OX^  OY^  OZy  dont  le  1er  se 
aaperpoae  anr  la  droite  OK^  inconnue  de  direction,  et  dont  les  deux 
antrea  ae  trouvent  dana  un  plan  normal  en  (6^)  ä  OK  A  ce  möme 
inatant  le  centre  d'inertie  (/)  du  aolide  occupera  dana  l'eapace  une 
certaine  poaition. 

Coneerona   en  (7)   trois   autrea   axea  reetanglea  Zr,  Jp^  1% 


cend  ayat^me,  et  resteront  cependaut  perp^tuellement  rectangulaires 
enli'enx. 

Soient  (X»  F,  Z),  (^,  ^,  «)j  (or',  ^,  «')  les  coordonn^es  d'un 
point  quelconque  m  du  aolide,  rapport^  reapectivement  aux  ayat^mea 
(0X,  OY^  OZ),  {Ja:,  ly,  /«),  (/r',  Iy\  1%)  pour  Pinatant  oü  Ton 
eentfttre  le  nouvement;  et  nommona  x^yi^y  lea  coordonn^a  au 
inatant  dn  eentre  (/),  rapport^  au  prämier  ayat^me,  tandia 


qua  S^T^U  d^noteront  lea  coordonn^a  du  point  fixe  (6^)  par  rapport 
irectricea  d'inertie  {fa^y  f$/y  f*)y  lea  queliea aont  mobilea  avec 


directricea 
le  eorpa. 

Si  pour  abr^ger,  et  aoulager  la  memoire,  on  dreaae  le  tableau 
4e  notationa: 


eea  (  X,  a')  =  coa  (^,  a:')  =  a,    coa  ( F,  a/)  =  coa  (y,  a/)  =rr  /?, 

coa  (Z,^)  =  coa  («,  0^)  =  / 

caa  (X,  y')  =  coa  (ät,  y')  =  a',    coa  (  F,  y')  =  coa  (y,  y')  =  ß», 

coa  {Z,^)=s  coa  (*,  y')  =  / 

coa  (X,  %')  =  cos  (or, »')  =  a\    cos  ( F, »')  =  coa  (y,  *  )  =  ß", 

coa  (Z,  *  )  =  cos  (*, «  )  =  /' 

on  obtiendra  par  la  tranaformation  connike: 

12* 
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X 

=«4?' 

+  oy-ha'V 

} 

o»-ha'* 

+  «"» 

=1 

y 

=  /?ar' 

+/?y+r*' 

/?»+/?'» 

-f-/j^« 

=  1 

% 

=  yar' 

+  /y'+y^*' 

) 

r'+/' 

+/'• 

=  1 

a/?-ha'/?' 

+ 

a"/9^=0 

• 

«/  -H  «y 

+ 

ay '  =  0 

ßr+ß^/ 

+ 

ß^r"  =  0. 

Pour  fixer  les  id^s«  supposons  que  le  centre  (/)  se  trotive  dans  le 
tri  -  rectangle  des  X,  F,  Z  positifs,  et  comptons  lea  ^,  y,  x  dans 
le  mdme  sens,  que  les  X,  F,  Z;  le  point  (  6^)  se  trouvera  done  aiaii 
dans  le  tri-rectaa^le  des  ^,  y,  %  n^gatifs,  et  les  qaantit^  — a^^y 
—  y^y  —  »i  exprimeront  parcons^aueat  les  cobrdon^es  du  poiafc 
(0)y  rapport^  aux  axes  Jzt^  Jy^  J%,  Mais  d^ja  8,  T,  17 exprimeat  lea 
coordoDD^  de  (^)  rapport^  aux  axes  d'inertie  /r',  jfy,  J%^i  ob 
anra  dont  ^d^i)«!  par  les  formules: 

Pour  passer  easnite  des  coordopo^es  X,  F,  Z  aux  coordonn^es 
paralleles  a:^  y,  «,  on  a  les  ^uations: 

XY=a?y'^ya:^  +a;y^  -k-a^iy^ 

XZ  =  Ä?« -f- *^l  +  Ä?*  ,  +  AT,*, 

rZ  =  y*  +  *y, -Hy*, +y,*j; 

et  comme  par  hypothese  les  plans  coordonads  [a:%y  asy^  y%)  paaaeat 
par  le  centre  d'inertie,  on  a  Jl*. «»^r  ^ 0,  2'.My=0,  ^.imssO,  et 
partant,  M  exprimant  la  masse  enti^re  du  corps: 

2,mXY  =  Ma:iyi+2  ,ma?y 
2.mXZ  :=:ßia:iX^+S,ma:» 
2,mYZ  =ßfyi%i  +^.«»y«. 

Mais  Taxe  OK  ou  OX  devant  dtre  un  axe  d'^uilibration  des  forces 
centrifuges,  il  faut  que  la  somme  de  leurs  moments  a  toumer  OX 
autour  d'un  axe  quelconque  tel  que  OY  on  OZ  soit  nulle;  c'est 


plan  normal  a  ^X.    Ainsi  en  se  donnant  cette  latitude,  on  doit  se 
Dorner  k  faire: 

^.«ixr=o 

Ott  bien: 
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'  Si  1*00  sabstitae  daos  cetle  derniere  dquation  lei  faleura  de 
(**  y)>  (^it.yi)  «n  fonctioD  de  ^',y',*',  a, /?,  y,  a',/^,  y'....  S, 
Ty  E/y  OD  obtieDdra  T^quation  de  coodition  g^n^rale: 

-I-  arß"{MU*  +  2 .  ««'•) 

Cette  ^aation  devant  subsister,  quelle  i|ue  seit  la  valeur  de  /?,  ß'y 
f*y  anra  encore  lieu,  quaod  on  fait  tour-ä-tour  cb'acaoe  de  ces 
quantit^  nalle.    Si  donc  on  pose  pour  abr^er: 

M8T=zfy  M8ü=gy  MTÜ=h 

OB  obtient  les  ^nations  snivantes,  toutes  issües  de  la  coodition 

o'o^Jff'-h/ao''  — gwa'  +  Ä(a"»— tt'»)  =  0....  (10 
uafA'  -H  fd'ar + ^o"»  —  a»)  —  Äao'  =  0  . . . .  (IF) 
a^{A  —  i?')  +/(a'*  —  a»)  +  ^a"  —  Äao''  =  0  . . . .  (IIIO. 

Moltipliant  la  Ire  par  a,  la  seconde  par  a\  et  retrancbant  membre- 
a-aenbre^  puis  supprioiant  le  facteur  a''  commUD  aux  termes  re* 
itants,    on  ubtient  la  3i^nie  ^quatioo.     Aiosi  cette  deroiere  n'est 

r'ooe  coni^uence  des  deuz  autres,  ce  qui  pronve  que  jusqo'ici 
n'j  a  ancnoe  impossibilit^  ä  la  question  propos^;  car  on  n'a  de 
eette  nani^re  que  deux  ^quations  distinctes,  lesquelles  ^tant  jointes 
k  la  relation  perp^tuelle  a*  +  a'*  +  a''*  =  1,  serviront  ä  faire  con- 
naitre  les  angles  relatifs  aux  cosinus  a,  a\  aS\  et  compris  entre 
l'axe  OKy  et  eotre  les  axes  dMnertie  Ja:\  Jif,  I%\  De  plus  comme 
r^imination  de  a',  i£*  se  r^duit  a  nne  Operation  tonte  analogne  k 
Celle  qu'on  a  d^jk  effectu^e  pöur  le  cas  du  centre' d^inertie ,  et  qne 
4'no  antre  cdti^  les  trois  ^quations  pr^c^dentes  sont  aux  coSfficietits 
nnltiplicateurs  pr^s  les  mdmes  que  celles  du  premier  cas,  il  s^ensuit 
foe  81  Ton  pose  encore  une  fois: 

a  =  cos  d- ,  cos  17,  a'=  cos  ^ .  sin  17,  a"  =  sin  & 

|Hiis: 

lang  ^  =  «,  tang  17  =  £, 

OD  obtiendra  l'^quation  du  3i^nie  d^gr^: 

dans  la  quelle  on  a  sans  nonveaux  caiculs  et  par  comparaison  avec 
le  cas  Irait^ : 
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c,  =  Ä(2|r'  -  **  -/')  +/<rÄ'  4-  (Ä^'  -  gf){A'-B^ 

Soient  A^  B^  C  les  trois  momeDts  d'inertie  principaux  da  Gorpfi» 
relatifs  au  centre  (/):  on  aara  donc: 

et  pour  plas  de  clart^  dans  les  iiotatioos,  il  sera  utile  de  drener 
le  tableaa  suivant: 

A'  =  C—  A-\'M(S^  —  17») 

Ä'=  r— iff  +  ilf(T»  —  ^) 
A--^B'=B^A'^M(8*^T») 
f=MST,  g=MSU,  A=zMTU. 

Si  Ton  d^veloppe  maintenant  les  valeurs  de  A^^  B^y  C^^* D^  en 
foDction  des  constantes  A^  B^  Cy  qui  expriment  en  calcul  par  ienrs 
valeurs  respectives  le  mode  de  distribution  de  la  mati^re  inerte»  on 
ce  qu'on  pourrait  nomner  la  forme  m^caniqne  da  eorps,  et  en 
fonction  des  qüantit^  Sy  T,  ü^  coordonn^es  du  point  fixe  {0)  par 
rapport  aux  trois  axes  d'inertie  du  solide,  on  trouvera  par  des  r^- 
ductions  longues  mais  faciles: 

A^  =  ÜI*(Ä  —  C)8*  TU, 
ß,:=zM\C--A)ST*ü'^3i*(B'-A)SÜ*-^3P{C-^B){T»-U*)SU 

^M(C-^B){B'^A)SU, 
C,:=zM^{C'--B)S^  TU'^3P(B--A)TÜ*'^M^(C^A)iiS*'^'n)TU 

^M(B--A)C^A)TÜ, 
D.^M^iA'-Cr^ST^V. 

Ainsi  donc  ie  probl^me  gdo^ral  tel  que  nous  voulions  Fenvisager, 
se  trouve  compl^tement  r^solu:  car  un  solide  homogene  continu  oa 
discontinu  ^tant  donn^  de  grandeur  et  de  position  dans  PeapaGe, 
et  connatssant,  comme  cela  arrive  souvent  (remarq.  lil..  No.  d.)  la 
Position  de  ses  trois  axes  d'inertie,  on  obtiendra  celle  de  ses  trois 
axes  permanente,  relatifs  a  nn  poiot  fixe  quelconque  par  P^valua- 
tion  simple  des  qnantit^s  Ay  B^  C^  ilf,  et  des  coordonn^es  S^  T,  (I, 
qui  donnent  la  position  du  point  fixe  par  rapport  aux  trois  axes 
d'inertie.  Car  ces  quantit^s  Jtant  coonües  en  nombres,  on  obtien- 
dra la  valeur  de  £  par  la  rdsolution  d'une  ^quation  num^rique  dn 
3i^me  d^gr^.  Pour  tirer  ensuite  de  Ik  la  valeur  de  x  =:  tang  •5',  il 
faut  se  rappeler  que  dans  le  cas  du  eentre  (/)  nous  avons  trouv^ 

pour  äI/I  +  C*  la  valeur  k-^mC '  ^®  ^^xi^  qu^alors  U 

valeur  de  x  itait  connAe  en  fonction  de  £,  d^jä  censd  calcul^.    De 
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5' las,  pour  paiier  de  ce  premier  cas  au  ca«  aetuel,  il  faut  cbaager 
—  c  en  Ä',  «  -«  c  en  ^' 

mnüUafy  g^  Ä,   qui  d'a — ^ .-«-.w, 

i,^ßj»$yS,my%y  d^ignent  pr^ientement  les  quaotiti^i  M8T^  MStj\ 
MTüi  doDc  OD  aura  daas  le  cat  actuel: 


i\  partant^  «  ---  ^  en  .^'  —  iST,  puli  lei 
'abord  d^iignaieot  les  iommea  S,mwy^ 


(Ä-Ä'OKI  +  C« 
•a  bleu: 

ConoafissDt  £  et  x,  on  connaftra  lei  qaafiitit^i  a,  o',  o"  relatives  a 
SD  siftaa  aze  idcoddu  OK^  leqael  sera  par  suite  connu  de  position 
et  de  direction  dans  le  solide  propoi^. 

L*axe  OK  on  OX  ^tant  ainii  trouv^,  comtte  les  ^aatioDS  (F, 
Vy  UV)  sont  absolnnent  analogues  anx  ^qoations  (1,  II,  III)  du  Ter 
cas,  il  s'ensnit  que  lei  denx  antres  sont  dans  uo  plan  normal  en  ( 0) 
k  cet  aze,  et  qn^on  en  calculera  les  directions  par  F^quation  •ui* 
Taat«  qai  est  l'analogoe  de  T^nation  {(€).  No.  3.): 

(€ea*9— sin'9>).:?.si FZ— sing». cos9>.^.si(y»  —  Z«)=0....  {€') 

5. 

n  inporte  de  r^aarqner,  que  les  Talenrs  des  coeffieients 
A^fJS^jCifl^t  d^ndant  poor  tons  les  teraes  en  j^,£t,  C/S,T,t/  de 
Is  diSSrence  des  nosieDts  d'inertie,  pris  denx-a-deux,  ne  peurent 
p»  se  sinplifier  d'avantage  dans  le  cas  particnlier  d^nne  forme  de 
csfpa  donn^,  a  noins  que  cette  forme  ne  soit  donn^e  en  meme 
Impa  par  ses  dimensions.  On  Toit  anssi  par  les  formnies  g^o^rales 
fw  dcBz  solides  semblables  et  semblablem'ent  plac^  ont  les  sieaM» 
•sea  priaeipaaz,  oa  du  moins  des  azes  paralleles  en  denz  poiats 
bamologpaes  qnelconqoes. 

6. 

Qnand  le  solide  est  de  r^Tolntion  autonr  d'nn  axe  d'inertie 
/jr',  on  a  ^ —  C=0,  partant  ^,  ^0,  et  T^quation  trony^  pr^- 
«Memment  s'abaisse  aa  secoad  degr^,  car  eile  devient: 

i»,P+^i£-f-/^.=0....  (H) 

Dmam  ce  aitee  cas  oo  eonclirt  d^ja  par  la  tb^orie  du  §.  L  qae 
laut  plan  condnit  svivant  Faze  de  r^olntioa  est  na  platt  prineipal 
•a  d'inertie,  c.  k  d.  renfermant  denx  azes  principauz  d»  ceatre: 
4oBC  de  qnelqne  maniere  qoe  le  point  fize(^)  est  plac^  il  peut  dtre 
ceaa^  sitn^  dans  un  plan  d'inertie  central  (^/^,  et  il  est  parsnite 
permia  de  faire  £7=0,  ce  qui  donne  B^  :^0,  Ci  =0,  />,  =0,  et 
s=oe.  Ainsi  des-lors  un  des  azes  permanents  de  rotatiou  en  {0) 
ot  Bumal  an  plan,  que  d^terminent  Taxe  de  r^vohrtion  et  le  point 
ianwA  {O)',  et  les  denz  antres  sont  pafcons^quent  dans  ce  plan. 
Paar  y  tronver  lenr  position ,  on  peut  proc^der  par  le  moyen  de 
l'^qaatioa  (C^.    D'aillenrs,  si  avant  que  de  faire  f7=0  comnun  ä 
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tous  les  termes  de  T^oation  (/^)»  on  snpprime  ce  facteur,  et  que 
Ton  poge  ensuite  £7=0,  on  obtient  par  subatitutioD  de  B^^C^^JD^ 
et  en  ^ard  a  JB -^  C=zO,  la  relation  •uivante: 

laquelle  donne  la  yalear  des  angles  qae  forinent  avec  l'aze  de 
fiffure  Ja:  les  deux  axes  principaux  en  {0)  sitQ^s  dans  le  plao 
(OIj/)i  et  l'oD  voit  encore,  ce  qu*on  savait  d^ja  g^D^ralement,  qae 
ceux-ci  sont  a  aogles  droits,  pnisque  les  racines  ^,C^  donoent  la 
conditioD  et" -1-1  =  0. 

Quand  en  un  point  d'un  solide  donne  il  existe  une  infinite 
d'axes  permanents,  tous  situ^  dans  nn  mSme  plan,  ce  point  pent 
Stre  consid^r^  comme  an  centre  d'axes,  et  on  le  nommera  par  cette 
raison    centre    de    rayonnement    on    centre    de    radiation 

flane,  tandisque  nous  nommerons  centre  de  radiation  abso- 
üe  tont  point  d'un  solide  pour  lequel  il  existe  une  infinit^  d'axes 
suivant  toutes  les  directions  possibles  de  Tespace. 

D'apres  ce  qui  pr^c^de,  il  est  facile  d*obtenir  les  centrea  de 
radiation  plane  des  solides  de  revolution.  En  effet  noar  troaver  lei 
coordonn^es  d'un  tel  point,  il  faut  exprimer  que  les  racines  C)  {T 
sont  ind^termin^es,  ce  qui  exige  qu'on  fasse  a  la  fois: 

ST=0,  et  B-'A  =  M{T»^S*). 

La  Ire  de  ces  ^galit^  est  satisfaite  par  S=Oy  et  par  7==0.  Si 
Taxe  de  fignre  est  un  axe  de  moment  d*inertie  maxinoa,  am  fera 
7=0,  et  11  vient: 


is^±Y 


A-B 


Ainsi  dans  ce  cas  le  solide  renferme  deux  foyers  de  radiation 
plane,  situ^s  sur  l'axe  de  figure  a  ^gale  distance  du  centre:  ce 
sont  donc  deux  foyers  de  radiation  conjugn^s. 

Si  faxe  de  figure  est  un   axe  de  moment  d'inertie  minimum, 
il  faudra  faire  au  contraire  ^$^=0,  ce  qui  donne: 


r=±l/^. 


Ainsi  dans  tout  solide  de  revolution  autonr  d^un  axe  de  aoment 
minimum,  il  existe  une  infinite  de  centres  de  radiation  plane,  tous 
distribu^s  sur  le  Heu  d'une  circonference  de  cercle,  trac^e  dans  le 
plan  normal  a  Taxe  de  figure,  et  le  quel  plan  passe  par  le  centre 
dMnertie:  le  rayon  de  cette  circonference  est 


V 


B--  A 
Jd 


A  la  verit^  la  Solution  prec^dente  ne  semble  d'abord  donner  que  denx 
points  conjugu^  de  cette  esp^ce:  mais  il  coovient  de  se  rappeler 
que  toulc  droite,  tir^e  par  ie  centre  d'ioertie  normalenent  a  Taxe 
de  revolution  est  un  axe  d'inertie,  et  en   r^alit^  la  Solution  noaa 
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tediqoe  qa'aoe  teile  droite  renferme  deoz  points  de  radiation  cod- 
jign^:  eile  montre  dooc  qu'en  effet  chaqae  point  de  la  circooftf- 
reoce  en  qoestioo  est  ud  centre  de  radiation  plane. 


7. 

Obaenrons  que  les  propri^t^s  pr^Mentes  subsistent  encore  pour 
de  certaines  classes'  de  solides  qui  ne  sont  pas  de  r^volution.  Con- 
eerons  p.  ex.  le  solide  mat^riel  bomogene,  engendr^  par  le  mou- 
Teaeot  d'uoe  figure  plane  dont  le  centre  d^nertie  semeat  sur  une 
4roite  normale  a  son  plan,  et  d'un  mouvement  de  transport  commun 
•  tons  les  points  de  la  figure.  Si  pour  les  deux  axes  dMnertie  de 
li  figure  plane  les  moments  d'inertie  correspondants  sont  ^gaux 
entr^eux,  le  'solide  engendr^  aura  aussi  ses  moments  6gaux  relati- 
Tenent  a  ses  deux  axes  principaux  lesquels  sont  dans  un  jjlan  nor- 
nal  a  Taxe  directeur,  et  de  plus  paralfeles  aux  axes  principaux  de 
la  figore  mobile,  tel  est  p.  ex.  le  cas  d'un  parall^lipipede  droit  a 
lue  quarrt  ou  a  base  lozange,  d'un  cylindre  a  base  circulaire, 
floiqne  appartenant  d^ja  aux  solides  de  r^volution.  II  existe  d'ail- 
lenni  d'autres  cas  de  solides  qui  saus  Stre  compris  dans  Tune  ni  dans 
Tantre  des  deux  esp^ces  pr^c^dentes  ont  n^anmoins  deux  moments 
d'JDertie  principaux  du  centre  ^gaux  entr'eux:  tel  est  p.  ex.  l'octa^- 
dre  forme  par  deux  pjramides  Egales  r^guli^res,  appuj^s  sur  une 
mkmt  base  quarrte,  et  mdme  lozange.  Les  diagonales  de  cette  bäse 
•ODt  ^videmment  deux  axes  principaux  k  moments  ^gaux,  tandis  que 
b  3i^me  axe  d'inertie  central  r^pondra  en  g^n^ral  a  un  momeot 
plis  fort  ou  plus  faible.  - 

8i  Fon  demandait  les  axes  permanents  de  rotation  d'un  tel  so- 
Hde,  relatifs  a  un  point  fixe  quelconque  ( 0)^  la  Solution  de  la  que- 
sdoB  se  trouverait  tonte  faite  par  nos  formules  g^n^rales.  En  nom- 
■ant  lar  Taxe  du  moment  dMnertie  inegal,  on  aurait  ici  B=C^ 
partant 


C,  =  M\B  —  A)TÜ{8^  ^T^^U*+  ^s^h 


Si  Pon  porte  maintenant  dans  cette  derniere  les  valeurs  de 
B^^  C^,  B^y  00  pourra  y  supprimer  ensuite  le  facteur  commun 
H*{B  —  ui)U  toutes  les  fois  que  le  point  fixe  (0)  ne  se  trouve 
point  plac^  dans  le  plan  $/a::  car  alors  U  ne  sera  pas  nul.  Ayant 
noe  fois  ^  par  T^uation  ainsi  pr^par^e,  on  aura  egalement  %  con- 
forn^ment  aux  indications  de  la  fin  du  No.  4.  Ainsi  la  question 
actnelle  est  resolüe. 

8i  Ton  resout  l'^quation  en  C)  on  reconnaitra  que  pour  les 
points  de  radiation  des  solides  de  cette  classe  il  faut  avoir  encore 
C,  =0,  Äi  =0,  partant: 

i«#»(Ä— ^)W===  0,  iif»(i»--^)T^(Ä» -- T»  -  ^»  Hh ^^)  =  0. 
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De  \k  OD  coneint  1)  qoe  qnand  Taxe  directenr  du  mouvement  de  1« 
figrure  g^D^ratrice  (ou  Taxe  du  momeDt  in^al  daDS  d'antres  cai) 
est  uo  axe  de  moment  d'inertie  maxiianm,  il  existe  sur  oet  axe  deuc 
foyers  copjugnds  de  radiation  plane,  et  dUtaats  du  centre  d'inertie 

d'une  quantitd  y — ^~~*  V^^  ^^  ^^  coutraire  cet  axe  central  est  nn 

axe  de  moment  d'inertie  minimum^  les  foyers  de  radiation  plane,  eon- 
jugu^s  denx-k-denx,  se  trouveront  snr  une  circonförence  de  eercle 
sitn^  dans  le  plan  normal  en  (/)  k  l'aye  dont  il  i'agit,  et  dtorite 

avec  un  rayon  1/ — ^— .  Bxaminons  de  plus  pr^s  la  demUre  hy- 
poth^se  laquelle  admet  B'^A^  et  dpnne  parcons^quent: 

Ä  =  0,  et  TXi«^— T»— 17»+^^)  =  0. 

L'^quation  i9  =  0  montre  d*abord ,  qne  si  les  centrea  de  radiatien 
plane  existent,  il  fant  les  chercfaer  tous  dans  le  plan  {f/J%).    La, 
2i^me  6qnation  est  ensuite  satisfaite  par  P^galit^  a  z^ro  de  chaean 
de  ses  factenrs^  ce  qni  donne  tonr-k-tonr: 

T=0,  et  r»+  ü^=:^^. 

Mais  r^qnation  T=:0  pronve,  que  le  point  £/=  ■  ^      du  solide 

est  Ini-mdnie  ud  foyer  de  radiation  plane,  c.  a  d.  que  tous  les  azis 
en  ce  point  situ^s  dans  nn  certain  plan  peuvent  6tre  des  axea  per- 
manents  de  rotation:  mais  ^Tidemment  ce  n'est  Ik  qu'une  Solution 

particuliere  de  la  circonförence  7^  +  27*  =     ^    .    Si  Ton  a  encore 

B^A^  ee  qui  est  la  Hmite  de  l'in^ation  B'^A^  il  trieDdira  k 
la  fois  Ä=z=0,  T»+  £7»=0,  ou  iSr  =  0,  T=0,  £7=0:  c  k  4. 
qu'alors  le  centre  d'inertie  est  un  foyer  de  radiation  plane  d*axes 
principaux,  ce  qni  n'est  encore  qu'une  suite  n^cessaire  de  la  eir- 
confi^rence  reconnüe. 

II  est  .du  reste  facile  de  se  convainere,  que  lea  points  ainsi  ob« 
tenus  sont  de  radiation  plane;  car  par  exemple  la  supposition  de 
£7=0,  T=0  donne  s  =  oo,  de  sorte  quMl  y  a  toujonrs  un  axe 
permanent  qui  coincide  au  point  doan^  avec  la  normale  au  plan 

L'bypo th^se  8=iij  M(T^  ^  D^)=zB  —  A  r^uit  la  valeur  de 
X  a  «  =  -37 ,  et  fait  voir  que  Fun  des  trois  axes  permanents  en 

nn  point  quelconqne  pris  snr  le  cerele  M{T^^  U*)=:B  —  Aj  a 
une  inclinaison  d^termin^  snr  le  plan  (^V)>  «i^pendante  de  la  po* 
aition  particuliere  de  ce  point,  et  que  les  auires  axes  permanents 
en  nombre  illimit^,  sont  cependant  tous  sitn^s  dans  un  m6me  plan 
normal  au  1er  axe. 

La  condition  de  C^^  —  kB^D^  =^9  <]U>  exprime  que  lea  denx 
racines  de  ^  sont  Egales  entr^elles,  ue  conduit  k  ancune  conclusiom 
qui  ne  seit  d^ja  connüe;  on  trouverait  faciUment  qu'elle  ne  saurait 
dtre  satisfaite  qne  par  la  supposition  de  C|  =  0,  Bi=zO  qu'on  a 
d^jk  examin^e«   y 
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Lei  raeinei  de  r^uation  Bit*  +  Cii+i^i  =0  iie  MoraieDt 
JMiMuift  devenir  imeginairei,  parceqne  U  qnantit^  C^*  —Aß^D^  le 
iMuit  k  UDe  quantit^  eBsentielleaent  positite: 

Jf*(Ä  —  J)^T*Ü^{S*  —  T»  —  ^  H-  ^^)' 

AiBti  coDform^meDt  aux  codcIusiods  de  la  m^thode  g^ndrale  U 
i^exigte  ici  aucun  poiat  exUrienr  da  solide,  qui  n^admette  au  moias 
Mb  axes  permaDentB. 

Lei  deax  racines  de  F^nation  tronyee  sont  Egales  et  de  signes 
contraires  dans  tous  les  cas  particnliers  oii  Ton  a  C,  :=:0,  et  eiles 
ierieoneat: 


c=*i/=|r=* 


y^t»+in' 


JkuB  ce  cas  il  faat  que  le  point  (0)  soit  plac^  sur  one  inrfaee  dn 
aeeoad  ordre  C,  =zO  on: 

iSf»— T»  — £7»  =  ^y5, 

la  ^elle  conpe  les  plaas  principaux  (ar^y,  j/%')  suivaat  deux  hy- 
paiboles,  et  le  plan  \$/x')  suivaat  uue  circonfi^rence  imagiuaire  ou 
tkllt^  Selon  que  Taxe  Ijc'  du  moment  inegal  est  de  maximum  ou 
46  Minimum:  ainsi  la  surface  sera  nn  hjperboloTde  de  r^volution  a 
imx  nappes  dans  le  -premier  cas,  et  a  une  seule  nappe  dans  le  se- 
CQBd  cas.     Oo  obtiendra  d'ailleurs  saus  difficuU^  la  valeur  de  % 

T 
CMTCspondante  a  celle  de  C==i=j7^=^  <1bbs  la  formnie  g^n^* 

nie  qui  dooae  %  en  £,  Sy  T,  Uy  etc 

Pour  Tesp^ce  de  solides  dont  on  Tient  de  s^occuper,  ou  ne 
Mirait  faire  s^par^ment  i9,  =0,  ni  Z^,  =0,  sans  admettre  que 
Iji  poiat  {0)  soit  plac^  dans  l'un  des  trois  plans  principaux  du  so- 
Uf.  jOr  cette  positioa  particuliere  du  point  (0)  m^rite  saas  doute 
fieitjue  attention:  mais  on  peut  Penvisager  d'une  mani^re  plus.g^- 
iteue  et  mdme  pour  les  corps  qui  ont  a  la  fois  leurs  trois  moments 
(Tinartie  principaux  du  centre  in^gaux  entr'eux.  Cet  examen  fera 
Tobjet  du  No.  suivant. 

8. 

Od  demande  de  d^terminer  les  axes  permanents 
<l'nn  «olide,  relatifs  a  un  point  situ^  dans  Tua  quel- 
«^aque  des  trois  plans  principaux  du  centre  de  ce  so- 
lide. 

Solution.  Supposons  d'abord  que  le  point  (0)  soit  situ^  dans 
le  plan  priocipal  (^»y');  on  aura  donc  27=0,  partant  A^zzzOy 
Bi  =0,  Ci  =0,  Dl  =0,  car  U  est  un  facteur  commnn  a  tous 
ces  Goefficients.  11  sembie  donc  que  pour  le  point  ainsi  plac^  il  y 
ait  une  infinit^  d*axes  permanents,  ou  que  du  moins,  s'il  n'y  en  a 
«|ue  trois,  leur  d^termination  ^chappe  a  la  m^tbode  g^a^rale.    Mais 
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OD  s'apper^it  en  mßme  temps  qn'en  supprimant  le  facfear  U  com- 
mnn  k  tous  les  termea  de  r^nation  du  di^me  degr^,  et  cfaerchant 
ensuite  ce  que  devieDoent  les  qaantit^  A^\ü^  B^\  U,  C^  :  D^ 
D^iü  par  ]a  supposition  de  17=0,  on  parvieut  a  Pdquatioii  v^ri- 

table  qui  convient  a  ce  noaveau  cas.    NommaDt  Cyfj  la  valeur  de 

•^  qui  r^sulte  de  cette  faypodi^se,  (jr^  ^^He  de  -^,  et  ainsi  de 
sUite  pour  C^^D^^  on  aura 

(f>+(^>+§>+(f)=«.  . 

et  cette  ^quation  ponrra  servir  a  d^terminer  les  trois  axea  perM«- 
nents.  Mais  eile  ne  fait  pas  connaitre  d'une  mani^re  ff^n^rale  la 
Position  mutuelle  de  ces  lignes,  et  c^est  cependant  la  Tonjet  auqnel 
il  faut  attacber  ici  le  plus  d'importance.  En  se  reportant  ici  aux 
^quatiops  g^q^rales  (T,  ir,  llf)  et  remarquant  que  U  =  0  donne 
^^=0,  ^:=0,  on  obtient  les  relations  simplifi^^s: 

(1)  a'a"Ä'+/cea"  =  0  \A'  =  M8*  ^C^A 

(2)  aa"^'Hh/a'a" =0  >  Jff=  MT^  ^C-^B 

Si  Ton  supprime  d'abord  le  factenr  a"  dans  cbaque  membre  des 
deuz  premi^res  conditions,  on  a: 

Tirant  de  la  les  valeurs  de  a',  et  les  galant  entr^elles,  on  obtient 
la  condition: 

et  comme  on  ne  peut  avoir  g^n^ralement  le  facteur  /**  —  A'B^  %al 
a  z^ro,  a  moins  que  le  point  (0)  d^ja  situ^  dans  le  plan  (o/y^  ^1 
oceupe  une  position  particuliere,  il  est  manifeste  qu'on  aoit  faire 
a  =  0;  ee  qui  donne  parsnite  0^=0;  ces  valeurs  ^tant  introduites 
dans  la  relation  perp^tuelle  a'+....  =  l  donneront  a''=zi=l. 
Ainsi  dans  ce  cas  I'un  des  trois  axes  chercb^s  est  paral^Ue  k  1% 
ou  se  trouve  normal  au  plan  principal  dans  lequel  on  a  plae^  le 
point  (^).  Quant  aux  deux  autres,  ils  seront  parcons^qnent  sitnds 
dans  ce  plan  mSme  oii  ils  occupent  une  position  qu'on  peut  d^ter- 
miner  par  la  m^tbode  de  l'^quat.  {C\  No.  4.;  mais  on  peut  aassi 
les  d^duire  des  ^quctions  de  conditions  pos^es  ci-dessus.  En  effet 
les  deux  premieres  doivent  dtre  satisfaites  aussi  par  la  supposition 
de  a^'  =  0,  ce  qui  laisse  les  cosinus  a,  a  encore  inconnus.  Mais 
comme  on  a  outre  la  3ieme  ^quation  celle-ci:  a^'\-d^'=,\^  on 
aura  deux  relations  pour  d^ferminer  deux  inconnües.  L*61iminatioD 
donnera: 
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Si  donc  on  pose  o=:cos9,  et  que  Ton  d^note  psr  qf^  tp''  les  an- 
glet qni  r^pondeDt  aax  deux  racines,  on  obtient: 

(/»)....  cos«  y' =  i- +  i.  ^7^==j^p  =  i. -+- y^, 

ponr  abr^er.  La  valeur  a'*  =  0  montre  qn^un  ou  deux  des  axes 
chercb^s  sont  sita^s  dans  le  plan  d'inertie  (^rV),  et  les  valeurs 
^9 19"  ^^  dobnent  tang  q>  .  tang  9"  +  1  =  0  dous  apprennent 
qn'effectivemeDt  ces  axes  sont  au  nombre  de  deux  et  qu  ils  sout 
a  angles  droits.  De  plus  leurs  directions  par  rapport  a  Ja:  se 
tronyent  d^termin^es  par  les  ^quations  en  9',  9".  Ainsi  la  question 
actnelle^est  resolAe. 

Poar  comprendre  la  direetion  de  ces  deux  axes  dans  une  seule 
forauilej  on  observera  que  cos'  9  =  ^  +  ^K  donne : 

Biii'5P=j^ — \Ky  cos*5p— öin»9p:=iSL;  4sin'9)  cos'9=l — ^» 

paitant: 

__      2/ 2MST  

tang  2^-^2nrff  —  B^A^MiS^'-T^y 

r6niliat  anquel  on  parvient  aiissi  par  la  m^tbode  qui  emploie  di- 
reetenient  l'angle  anxiliaire  9.  Le  r^snltat  pr^c^dent  et  notamment 
la  valeur  de  cos  9  ou  celle  de  tang  29  nous  fonmit  le  moyen  de 
de  d^terminer  les  centres  de  radiation  plane  situ^s  dans  le  plan  prin- 
dpal  (^V)*  ^^  ^^^^  ^^  ^^^^  qu'on  n'a  qu'a  exprimer  analjtique- 
Ment  Ja  condition  que  l'angle  9  reste  ind^ermin^,  ,ce  qui  revient 
b  fisire  ä  la  fois: 

iSrT=  0,  Ä  —  ^  +  üf(iSr»  —  T»)  =  0. 

81  Ton  9k  B'^A^  on  fera  i9£=0,  et  il  vient: 


M 
Si  ron,a  B^A^  on  fera  T=0,  et  il  vient: 


*=±v^- 


On  conclut  de  la  que  Taxe  du  moment  d'inertie  maximnm  dans  nn 
solide  quelconque  renferme  toujours  deux  fojers  conjugu^s  de  ra- 
diation plane,  qui  a  Heu  dans  le  plan  principal  mdme  form^  par  les 
deux  autres  axes  d^inertie  du  centre. 

On  d^montrerait  de  mSme  que.  Taxe  principal  du  moment  d'iner- 
tie noyen  du  solide  renferme  deux  fojers  conjugu^s  de  radiation 
plane  qni  se  fait  dans  le  plan  form6  par  les  deux  autres  axes  prin- 
cipanx.    La  distance  des  foyers  au  c%ntre  est  dans  ce  dernier  cas 
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dgäle  a  1/    !T   .    Od  suppose  alors  A'^  B  et  B^C\  Taxe  du 

moment  dUaertie  minimum  ne  reaferme  qae  des  foyers  de  radiatioa 
imagiaaires.  Daas  le  cas  des  solides  de  r^volatiop  oik  Ton  a  B:^Cy 
la  distance  focale  devient  nulle ^  et  Toa  ea  'Coaclnt  ce  qu*on  sarait 
d^ja:  qu'e  daas  les  solides  de  r^volutioa  et  dans  ceux  ayant  seule- 
ment  deux  moments  ^gaox,  toiis  les  axes  du  ceatre,  trac^s  daas  le 
plan  normal  a  Taxe  de  figure  ou  a  Faxe  du  noment  inegal,  sont 
des  axes  principaux. 

9. 
Nous  afODs  concln  de  r^nation: 

(/»  -  >Ä>  =  0, 


que  Fun  des  trois  axes  permaneats  est  normal  au  plan  prineipal  oü 
le  poiat  fixe  (  0)  se  trouve  plac^:  mais  si  le  pomt  ayäit  dans  ce 
plan,  daas  celui  des  (ss^^)  p.  ex.  une  position  partienliere  propre 
a  satisfaire  a  l'^galit^  a  z^ro  du  1er  facteur  c.  a  d.  a  l'^ali^: 

on  ne  serait  plus  en  droit  d'admettre  cette  conclusion,  relative  ä 
la  direction  de  Faxe  chercb^;  car  les  quantit^  a,  a\  oT  toat  tou- 
jours  assujetties  aux  conditions  (1,  2,  d)  resteraient  ind^tenun^es 
entre  de  certaiaes  limites.  Or  la  condition  f*  —  JtB =0  nevt 
6tre  remplie  de  deux  mani^res:  1)  par  l'hypotb^se  de  /z=zQ^'  JtR' 
=  0  a  la  fois;  2)  par  Tbypoth^se  de/'  =  ^i^,  ^uation  qtti  pent 
subsister  sans  qu'aucune  des  quantit^s  /*,  ji'y  B  soit  s^pmMent 
nnlle.  Examinons  d^abord  le  cas  de  la  premi^re  suppositioD.  Blle 
exige  qu'on  ait  k  la  fois/'=0,  ^=sO,  ou  bien  /  =  0,  H'ssO. 
Or  cbaque  Systeme  de  ces  ^uations  ramene  aux  propri^t^  pattien- 
lieres  que  Ton  a  d^jä  reconnues.  Reste  donc  a  Interpreter  l%ypo- 
tbese  plus  g^n^rale: 


laquelle  ^tant  d^velopp^e  deyiendra: 

Si  C  est  le  plus  g^and  des  trois  moments  d'inertie  principaux,  la 
courbe  pr^c^dente  est  imaginaire. 

Si  C  est  le  minimum  de  ces  trois  moments  d'iaertie,  la  courbe 
de  cette  ^quation  sera  une  ellipse,  trac^e  dans  le  plan  form^  par 
les  axes  du  moment  maximum  et  du  moment  moyen. 

Si  C  est  le  moment  d'inertie  moyen,  11  y  aura  an  terme  fMNiitif 
dans  le  premier  membre,  tandis  que  l'autre  est  n^atif,  et  le  aecond 
membre  devient  positif.  Ainsi  d^slors  la  courbe  de  F^quation  sera 
une  byperbole  concentrique  au  Systeme  et  trac^e  dans  le  plan  prin- 
cipal  torm^  par  les  axes  des  moments  minimum  et  maxiMum. 
De  plus  la  supposition /^  =  ^iff'  reduit  les  ^uations  (1)  et  (2) 
a  une  meme  condition:  * 
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•  laqnelle  il  faut  joindre  la  relatioD,perp^taelle: 
ü  l'^natioB  (3): 

K  l'on  Biippoie  d'abord  cT  =  0 .»  il  restera  pour  la  d^termioatioh 
dei  ^aatitlSs  a,  a'  lea  deux  ^quation«  de  condition : 

aa'iJ'  —  Ä')  +/(«'»  —  a»)  =  0; 

cir  alon  cette  derai^re  n'est  plus  une  coBs^uence  des  deux  autres 
1  canae  de  c^zz=0.  Or  ce  cas  d'^linination  a  ^t^  d^ja  trait^,  et  il 
aana  a  dopD^  ud  ayst^oie  d'axes  permanente ,  l'un  normal  au  plan 
jlieitie  (o/y'),  et  lea  deux  autres  situ^s  dans  ce  plan  au  point 
tennd  {S,  T),  Pour  Tun  de  ces  derniers  on  a  trouv^  qu^il  fait  avec 
l'axe  des  abscisses  un  angle  y>'  dound  par  P^quation  (b)  du  No.  8. 
laqnelle  devient  ici  en  vertu  de  la  valeur  de  f*i 

cos»  9^=  Y  "^  iCf^ßd  ®'  *•"**  ^'  ~  i' 

m 

Man  l'nn  de  ces  axesjbrme  ayec  Taxe  des  abscisses  un  angle  dont 

la  tangente  est  dtzy-^y  et  Tautre  un  angle  de  tangente  ::|=l/_. 

Ibis  noB  dquations  de  condition  doiTcnt  6tre  satisfaites  aussi  ind^- 
pendamaient  de  la  valeur  particuli^re  a"  =  0  attribn(te  a  a".  L'^- 
fpation  (3)  n'est  d'aillenrs  qu'une  consdqoence  des  deux  autres 
\\i^)%  ü  Pon  ne  suppose  pas  d  a?ance  a''  =0;  et  il  suffira  parcon- 
i^ent  de  poser  g^n^ralement 

aJ'-|-/a'  =  0,  a» -h  a'» -h  a''»  =  1. 

Or  si  Pon  d^ote  par  17  Tangle  compris  entre  Taxe  lud  et  entre  la 
mjection  snr  le  plan  {afff")  de  Faxe  d'equilibration  chercb6,  et  par 
^  son  inclinaison  a  ce  plan,  on  pourra  faire: 

a  =  cos  ^.cosf/,  a'  =  cos  ^.sini7,  tt"  =  sint^. 

Da  Ik  on  conclut: 

^' cos^.cosf/H-/ co8^.sini7  =  0,     , 

car  1»  relation  perp^tuelle  devient  identique.  La  demi^re  ^uation 
le  partage  en  deux  facteurs,  Tun  cos  ^  =  0,  qui  reproduit  la  Solu- 
tion de  raxe  normal  au  plan,  et  l'autre: 

^' cos  1/ H-/*  sin  12  =  0 
donne: 
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tangi7  =  -^'  =  =F:)/J, 


et  l'angle  d-  restera  ind^termiD^  partant  arbitraire.  11  en  est  par- 
coDsequent  de  mdme  des  trois  cosinus  a,  a\  o!',  Ainsi  toutea  lea 
lignes,  situ^es  au  point  doDD^,  d'une  mani^re  quelcoDqae,  dans  an 
plan  Dormal  an  plan  d'inertie  et  passant  au  point  donn^,  sont  des 
axes  d'^quilibration.  Mais  en  substituant  pour  A\  B'  leurs  valeurs 
dans  Texpression  de  tang  17,  on  peut  s'appercevoir  que  tous  les 
axes  se  projettent  suivant  la  normale  a  la  section  coniqoe  aa  point 
donn^,  et  que  la  Solution  particuliere  qui  provient  de  a"  =  0  est 
coDiprise  dans  la  Solution  g^n^rale.  Nous  sommes  donc  en  droit 
d'^DOocer  les  propositious  suivantes,  dont  la  premiere  n'est  qu'une 
n^gation: 

1)  Dans  le  plan  principal  du  centre,  form^  par  les  axes  de  mo- 
ments  mojen  et  minimum  il  n*existe  aucun  point,  aucun  lieu  g^o- 
m^trique  de  foyers  de  radiation  plane. 

2)  Dans  le  plan  principal  du  centre,  form^  par  les  axes  de  Mo- 
ments maximum  et, minimum,  il  existe  toujours  nne  hyperböle 
concentrique  au  solide  dont  cbaque  point  est  un  fojer  de, radiation 
plane  normale  d'axes  permanents:  c.  a.  d.  que  ces  axes  sont  toas 
distribu^s  dans  le  plan  normal  au  plan  principal,  et  men^  mivant 
la  normale  k  la  section  coniqoe  au  point  donn^. 

3)  Dans  le  plan  principal  form^  par  les  axes  des  momenta  ma- 
ximum et  moyen  il  existe  toujours  uue  ellipse  concentrique  an 
solide,  dont  cbaque  point  est  un  fojer  de  radiation  plane  normale: 
c.  k.  d.  que  tous  les  axes  permanents  en  ce  point  sont  sitn^  .dans 
un  plan,  normal  au  plan  principal  et  men^  suivant  la  normale  k  la 
section  conique;  de  plus  la  tangente  en  ce  mdme  point  ä  la  eonrbe 
est  Taxe  permanent  isoM. 

Si  l'on  se  reporte  sur  la  valeur  de  tang  17,  on  voit  qn'elle  est 
ind^termin^e  pour  le  cas  de  ^'  =  0^  /'=0;  c.  a.  d.  pour  8Tz=zO^ 
et  J/iS^' -f- 6^  —  ^  =  0,  ^quations  aux  quelles  on  peut  satisfaire  en 

prenant  T=0  etiS^=db|/ — ^— .    Cette  circonstance  semWle  an- 

noBcer  que  les  sommets  du  grand  axe  de  Tellipse  soient  des  foyers 
de  radiation  absolüe  et  universelle:  mais  il  n'en  estpas  ainsi,  parce- 

qu'en  ^crivant: ^  =  —  r^z^=^  on  obtient  tang  17  =  =p  1/ ^,  et 

Tbypotbese  de  ^'==0,  T=0  donnant  B'zzzC'-B,  il  en  r^ialte 

tang  17  =z=  =1=  Yj—.-^  =  0,  ce  qui  est  conf orme  a  l'^nonc^  g^n^ral, 

^tabli  plus  baut.  Mais  pour  la  classe  de  solides,  qui  auraient  denx 
moments  d'inertie  ^gaux  C^  B  ^  et  dont  le  trolsi^me  A  aerait  le 
plus  grand,  la  quantit^  tang  97  devient  cu  effet  ind^termin^e:  ainsi 
pour  cette  espece  de  solides  les  deux  points  de  Taxe  du  maximum 

situ^s  a  la  distance  =p  1/ — ^—  du  centre  sont  des  foyers  de  ra- 
diation absolus  et  universels  d'axes  permanents.  Cette  derni^re  pro- 
pri^t^,  et  Celles  relatives  aux  deux  scctions  coniques  de  radiation  ont 
et^  d^coovertes  pour  la  premiere  fois  par  M.  Biuet  (Journ.  de  TEcole 
polytecbn.).  Plus  tard  Ampere  y  est  parvenu  de.  son  cdt^  (Nou- 
veaux  M^moires  de  Flostitut).    Nous  les  avons  ^galemeot  troDvtoa, 
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aTADt  qne  d'ftvoir  prii  une  connatesance  approfondie  da  n^moire  de 
M.  Binet.  Qnant  k  Is  propri^t^  des  deaz  foyere  de  radiatioo  abio- 
liia  dteontr^e,  son  aDalofrue  se  troove  aoasi  d^montr^e  dans  la 
Bete  p.  49&  l^re  Mition  de  la  m^anique'de  Poisson:  maii  dohi 
prfoDB  le  lecteur  de  revoir  ce  passagf»  et  le  nenoire  de  M.  Biaet; 
il~  poura  ae  coo?aiocre  que  la  qaeatioo  a'y  tron?e  enTiaag^  aons 
«D  poiDt  de  fÄe  diffi^reot  de  ee  qae  noas  Teoona  de  präsenter;  c'eat 
ce  qn'oD  coocevra  d'aatant  nienx,  ai  Ton  a  dgard  a  ce  qae  noas 
dirona  aar  lea  moments  d'inertie  ^aaz  eotr'eax. 


10. 

Od  voU  par  les  Taleuri  deg  coef&cieatsuipiO,,Ci,/^i,  que  poor 
tcia  lea  aolides  ayant  leors  momeots  d'iaertie  priBcipaaz  du  centre 
^anz  eaftr^eaz,  les  racinea  de  l'^aatioo^  en  {  restent  ind^termin^es 
ra  iaeoBiiAea:  mais  il  y  a  ici  ou  du  moiaa  il  peut  y  a?oir  od  d^r^ 
fiaddterauDation  plus  ou  moins  coDsid^rable  et  avant  que  de  rien 
praBoncer,  il  fiiuara  soumettre  encore  ce  cai^  particulier  k  ud  exa- 
■ea  apifoial.  Oo  sait  ddjk  que  quaad  les  moments  priocipanx  du 
eratra  aont  ^auz,  tous  les  momeDts  relatifs  a  des  lifjpoea  centrales 
fuelconqiies  da  solide  sont  ^gaux  entr'eux.  De  lii  il  est  ais^  de 
eoadure  qoe  de  tous  les  axes  eo  an  point  qnelconque  (60  d*UD  tel 


Ji  oeeigDanc  le  monent  ceaurai,  et  a  iiDciinaisoi 
s  la  ligoe  Ol,  cousid^r^e  comme  axe  coniaue« 
iiit  a  penser  que  si  pour  le  point  (  ^)  il  exii 
faxea  d'^uilibration,  ils  doivent  au  moins  se  tr< 


4jBi  plna  toas  les  axes  en  (0)  situ^s  dans  an  plan  normal  a  Ol  cor- 
niBOBdent  a  des  moments  d'inertie  ^ganx.  Enfin  tous  les  axes  en 
(0j  aita^  en  dehors  de  ce  plan,  mais  distribu^  sur  une  m6me  sur* 
nee  «aniqae,  concentrique  a  OJy  ont  encore  des  moments  d'inertie 
^pmk  dont  la  ?aleur  commune  est: 

J-hM.  0/^  .Aa^a, 

A  dMgnant  le  moment  central,  et  a  Pinclinaison  de  la  g^n^ratrice 
Li    ■•         ^w  .j^-.     — --\%.    De  la  on  eti  con- 

existe  une  mnltiplicil^ 
trouver  tous  daos  un 
plan  normal  en  ( ^)  a  Ol.  Or  cette  propri^t^  peut  6tre  en  effet  d^- 
BOBtr^  d'une  mani^re  rigoureuse  k  Vaide  des  ^uations  de  condi- 
tion  g^n^rales  (F,  ir,  III',  No.  4.);  car  de  quelque  mani^re  que  le 
fsint  fixe  (  0)  se  trouve  plac^,  on  peut  dire  qu^il  est  place  sur  un 
axe  priodpal  du  centre /^\  et  faire  en  cons^uence  T=0,  £7=0: 
ee  qai  doone/^sO,  ^=0,  ^  =  0,  partant: 

ir=0,  a'a"ir=0,  oa"^=0,  cfa'(^'— i?0=O  ....  (g) 

et  k  caase  de  JB'^zO,  il  reatera  simplement: 

ao"^'  =  0,  aa^jf  =  0. 

Cea  conditions  sont  satisfaites  1)  par  a":=:0^  a'==:0  a  la  fois:  ce 
qoi  donne  a  =  l,  et  fait  voir  que  i'un  des  axes  cberch^  coincide 
ifec  Ol  ou  a/7$  ce  qui  est  Evident.  Mais  elles  sont  encore  satis- 
fidtea  par  a  =  0;  et  comme  oo  a  d^slors  a''4-u''  =  l,  il  s'ensuit 
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qae  les  antras  axes  cherch^s  sont  dans  un  plan  normal  en  Oh  01<i 
et  qn'iU  s'y  trou? ent  en  nombre  infini,  paisqoe  les  quandt^i  a',  oT^ 
quoiqne  li^es  par  la  relaüon  o'*  +  a''':=l,  reitent  arbitraires  on 
ind^termin^ea.  -—  Ainsi  en  nommant  avec  Euler  solides  de  l^re 
classe  ceux  des  solides  qui  ont  lenrs  trois  moments  principanz  du 
cenftre  ^g^nx,  nous  pouvons  ^tablir  dans  nbtre  langage,  que  toat 
poiot  fixe  d'un  solide  de  l^re  classe  est  nn  centre  de  radiation  plane 
normale  d'axes  permanents,  tandisque  le  centre  d'inertie  est  an  ibyar 
de  radiation  absolüe  et  universelle. 

Remarque.  On  nous  objectera  peut-dtre  que  notre  raison- 
nement  est  iosußisant,  en  ce  que  nous  admettons  a  la  fois  les 
trois  ^quations  ....  (g),  tandis  qu'ailleurs  nous  avons  remarqn^ 
que  l'une  d'entr'elles  u'est  qu'une  cons^quence  des  deox  autres. 
Mais  il  Convi^nt  d'observer  que  dans  le  cas  particnlier  actuel  la 
l^re  condition  a'od'B'  =  0  est  satisfaite  d'elle  -  mSme  k  cause  de 
^9^  =  0;  si  donc  on  la  supprime  ou  qu'on  la  n^glige,  il  fandra  te- 
nir  compte  des  deux  autres  a  la  fois,  car  od  doit  dans  tous  lei  cas 
exprimer  completement  la  nature  m^canique  de  la  question  qoi  vent 
que  Pdnergie  totale  des  forces  centrifuges  a  tourner  l'essieu  de  ro* 
tation  du  solide  autonr  de  deux  axes  au  moins,  situ^s  dans  «n  plan 
normal,  soit  nulle.  Notre  raisonnement  ne  nous  paraft  donc  ponr  le 
moment  snsceptible  d'aucune  objection  fond^e. 

11. 

En  examinant  avec  quelqn'attention  la  loi  de  composition  d^s 
coSfficients  A^yB^^O^D^  de  T^quation  du  3eme  d%r^  en  C>  ^^  re- 
connatt  qu'ils  ne  changent  pas  de  valeurs  quand  on  cbangd  ä  la  fots 
les  ^sijgfnes  des  coardonn^s  Sy  7,  £/,  sans  älterer  lenrs  valeurs.  Donc 
en  joignant  un  point  quelconque  {0)  de  Pespace  äu  centre  dlnerde 
d'un  Systeme  rigide,  et  prolongeant  la  droite  Ol  d'une  quantit^ 
IO'z=zIOy  on  obtient  un  point  (^),  pour  lequel  les  axes  permanents 
de  rotation  du  solide  sont  respectivement  paralleles  a  ceux  du  point 
{Oy  Cette  propri^t4  a  ^t^  aassi  reconnAe  par  Mr.  Binet,  maiaparaa 
marcbe  plus  savante  et  plus  laborieose. 

12. 

Les  racines  de  l'^uation  du  S^me  d^grr^  en  ^  ne  sanraient  de- 
venir  ind^termin^es  que  quand  on  suppose  a  la  foi8u^|=0y^i=0, 
C^  =0^  Z^,  =0.  Si  donc  on  se  reporte  de  nouveau  a  la  ddcom- 
Position  de  ces  coöfficients,^  on  s'appercoit  que  dans  des  solides 
quelconques '^il  ne  saurait  exister  aucun  foyer  de  radiation,  qoi  ne 
soit  situ^  dans  Tun  des  trois  plans  principaux  du  centre  du  solide, 
et  comme  ces  plans  ne  renferment  que  des  centrea  de  radiatiom  plane 
normale,  il  s'ensuit  que  les  solides  en  g^n^ral  n'admettent  aucun 
centre  de  rayonnement  absolu  et  universel.  Le  cas  exceptional  ä 
cet  ^gard  a  it€  sigoal^  plus  haut. 

13. 

Pour  d^terttiner  les  axes  permanents  de  rotation  d'un  Systeme 
matMel  plan ,  relatifs  a  un  point  ^xe  (  0)  dn  plan ,  on  fera  passer 
par  ce  point  denx  axes  rectangles  (0ar,  Oy)  paralleles  aux  axes  prin- 
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dpauz  {Ise'yJ^),  et  eD  d^iffttant  par  9  l'angle  incoBBimle  Taxe 
chercb^  avec  Oa:,  et  par  S^  T  les  coordonn^B  de  (0)  relati?ea  k 
la^y  //,  ou  ce  qui  revieDt  an  mSme  ici«  Celles  de  /  relati?ea  k  0ar, 
Ofy  on  aura: 

.         « .  2MST 

Ponr  avoir  tai^g29  =  f,  il  fiandra  donc  poaer  k  la  fois: 

Soit  A'^JB,  et  poBona  en  cöus^quenoe  7=0;  d'oii  Ton  tire: 


^=±1/ 


n  i'eiliDit  de  la  qo^  pour  tont  Systeme  mat^riel  plan  il  eziste  gnr 
Faxe,  dn  moment  dMoertie  maximnm  central  dn  plan  deux  fojers  de 
radiatioD  plane  conjoguds.  II  est  bien  entendu  qne  le  3^me  axe 
pcraanent  est  unique  ou  isol^  et  normal  au  plan.  L'exemple  de  la 
nr&ce  elliptique  homogene  est  bien  remarqnable  ici.  Bn  effet  non- 
■ant  q  sa  density,  a,  b  les  demi-axes  principanx  du  centre,  on 
obtient: 

ce  qui  donne: 

iUaii  les  foyers  m^caniques,  oa  les  centres  de  radiation  plane 
de  la  surface  elliptique,  se  trouvent  plac^s  sur  le  petit  axe  de  la 
fipM,  de  la  m^nie  nani^re  dont  les  fbyers  g^ometriques  ou  op. 
Ofiiet  de  la  cöurbe  sont  rang^s  sur  le  grand  axe. 

Ob  pent  encore  d^inontrer  facilement  qne  pour  nn  point  fixe 
(0)  pris  sur  Tun  des  deux  axes  d'inertie  d'une  surface  plane  ma- 
t^elle  les  trois  axes  permanents  sont  constamment  paralleles  a  eux 
■6ae»  et  k  ceuz  du  eentre;  qu'enfin  le  liea  des  centres  de  paral- 
Misne  d'axes  permanents  dans  le  plan  est  une  byperbole.. 

•  ■ 

14. 

Sur  le  plan  d'inertie  central,  comprenant  les  axes  des  moments 
■axiMum  et  moyen,  d^rivons  l'ellipse,  lieu  dea  foyers  de  radiation: 

et  concevons  en  un  point  qaelconqae  du  perhnetre  curviligne  un 
mteme  d'axes  rectangulaires,  Fun  Oa:  tangent  a  la  courbe,  l'autre 
Uy  normal,  et  le  3^me  0%  parallele  k  I%\  Si  Ton  d^note  par  ör, 
if  c  les  trois  angles  d'une  droite  qneteonque  OK  avec  ces  otMi 
coardoBB^s  et  ^ur  Jp^ilm  on  pnS.mp^  le  moment  d'inertte  du  so- 
lide par  rapport  a  uK,  on  aura  en  nommant^^,  B\,  C\  les  trois 
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moments  d'inertie  du  solide,    relatifii  aux  azes  permaDents  Oae^ 

Si  Ton  appelle  ii{  Tangle  de  l'aze  0^  ayee  Paze  /ir',  on  aura: 

et  si  17  exprime  l'aDgle  de  la  normale  Oy  avee  Zr',  il  Yient: 

tang*i7=^,  C08»iy  =  ^      ^. 

Or  en  concevaDt  par  le  centre  /  denx  axes  /«,  Iv  paralleles  a 
Oa:<i  Oy^  respectivemeDt,  on  aara  le  moment  d'inertie  relatif  k  Im 
^gal  k: 

A  cos*  f^+iO  €08*17,  car  co8(«/«)=:0; 
et  celni  relatif  a  Iv  ^al  a: 

A  cos*  1/ H-  iff  sin*  f|; 
et  par  Substitution  ees  quantit^a  dcTiendront: 

ab'+a:b         , 

^     ^  ■  ponr  Jv. 

Pour  obteuir  maintenant  les  yaleurs  de  A'^^  J^a  on  ft'a  qa*ii 
ajonter  anx  pr^ddentes  le  produit  de  la  masse  par  le  quarrt  de  la 
distance  p  entre  Af,  Oa?y  et  par  celui  de  la  aistance  ^  Mitre  Iv 
et  Oy»    Mais  on  a: 

d'oü  Ton  tire: 

et  Ton  aura  ensuite  pour  C\ : 

C\  =  C+  ÜI(Ä^  +  T»). 

11  nV  aura  plus  qu'a  substituer  ces  yaleurs  de  A\^B^^^C\  dau  1'^ 
quation  premiere  pour  avoir  le  moment  S.mp^, 

Si  ron  tient  compte  de  la  relation  entre  S  et  T,  on  trcayera 
ais^ent: 
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d^oii: 


le  Ik  on  coDclut  aussi: 

A\  +  B\  +  C,  =  C+  2Jf(/8r»  4-  T»), 

ee  qni   ezprime    unc  propri^t^  facile  a  ^noi^cer  en  langage  ordi- 
Mire.  ^ 

Ppnr  avoir  le  moment  d'inertie,  relatif  a  une  droite  OK^  situ^ 
Ayui  le  plan  de  rayonnemeiit  normal  a  la  conique,  on  fera: 

cos  a  =  €08  ^ .  cos  17,  cos  b  =  cos  ^  .  sin  17,  cos  c  =  sin  ^, 

ee  qui  donne: 

cos  a  =  cos  ^ .  1/— =,  cos  ^  =  cos  d" .  l/-— s; 

r  Ji -^  tr  F   jl -Y- D 

DoBC  le  moment  dUnertie  relatif  a  cette  position  particuliere  de 
Af  change  avec  son  inclinaison  sar  le  plan  prineipal  (a/ff)^  et 
eependant  toutes  les  lignes  en  ( 0\  sito^s  dans  le  plan  normal  sont 
fai  axes  permanents  de  rotation.  11  n'est  donc  pas  exact  de  suppo- 
«er,  comme  on  le  fait  dans  la  th^rie  ordinaire,  que  les  lifi^nes 
breites,  pour  dtre  axes  permanents  de  rotation  en  un  point  quel- 
eonqne,  doiyent  correspondre  a  des  moments  dMnertie  ^aux  entr'eux. 
L*kypGtli^se  ri^ciproque  serait  ^galement  erronn^,  puisque  Pon  a  d^ja 
reconnn  pIns  baut  des  axes  k  moments  %aux  qui  ne  sont  point  des 
nes  permanents. 

81  Ton  consid^re  l'un  des  sommets  du  grand  axe  de  la  courbe, 
on  anra:  M8*=:A^C,  T=0,  -^  =  0,  B'^iC-^B;  partant 
A'-^-B^C^B,  et  A\=:B  +  A—C,  B\—A,  CP^—A^ 
ee  qni  est  evident  aussi  par  la  transformation  directe,  parcequ'alors 
Oy  coincide  avec  Ia:\  Par  rapport  k  la  droite  en  ce  sommet,  situ^ 
dans  le  plan  {0^^%%  le  moment  d'inertie  devient: 

:5.  «^»  =^  + (Ä  —  C)  cos»  ^. 

An  contraire  |>our  une  droite  en  ce  sommet,  dirig^e  d'une  maniere 
quelconque,  on  doit  avoir: 


^.  «^»=(i?+^— C)cos»0+^  co8»Ä-h^  cos'c=?Ldf-|-(Ä— r  Qcos'iar. 
Ainsi  toutes  les  g^n^ratrices  d'une  surface  conique  concentrique  a 


la  tangente  a  la  courbe  parallele  a  lif^  et  ayant  soo  sommet  a  I'qd 
des  sommets  du  grand  axe  r^pondent  a  des  moments  d'iDertie  ^gaux; 
et  cependant  aucune  de  ces  g^n^ratrices  n'est  dou^(B  de  la  propri^t^ 
d'ün  axe  permanent.  Pour  chaque  sommet  du  petit  axe  de  la  courbe 
on  a: 

^.mp'*  =  B  +  {J—  C)  cos*  «, 

ce  qui  r^pood  a  Qua  -  propri^t^  aoalogue.  Pour  les  tang^ntes  aux 
quatre  sommets  la  valeur  commune  du  moment  d'inertie  sera  A'\-B 
—  C.  On  pourra  r^p^ter  les  calculs  pr^c^dents  pour  Thyperbole  de 
radiation,  et  pour  tout  lixe  de  Tespace,  passant  par  un  sommet  de 
la  courbe,  on  ttoilvera: 

2 ,  mp^  =;  B  cos'  m-^A  sin'  a^ 

ce  ^ui  suppose  le  plan  des  axes  maximum  et  mioimum  dans 
celui  des  (ä/i/)*  De  la  on  d^duit  encore  Panalogue  d'une  concluaioD 
d^ja  Stabile. 

15. 

Supposons  qne  le  point  fixe  {O)  soit  situ^  d^dne  maniere  quel- 
conque  sur  l'un  des  trois  axes  princtpadpE  du  centre,  sur  Jjt  par 
exemple.     On  aulra  donc: 

■  '      aW\2 .  «y  «  —  2 .  «f»'*)  =  0, 
aa"(^ .  iwät"  —  ^ .  «f«^*)  =  0, 

et  comme  pour  des  formes  quelconques  de  solides  on  n'a  pas  ^ga)lt^ 
entre  les  quantit^s  2'.^ar'',  S,my'^y  2.m»*y  on  devra  poser  simpte- 
ment: 

aa'  =  0,  aaf'  =  0,  a'a''  =  0, 

Ces  dquatiODS  de  condition  ne  sauraient  ^tre  remplies  que  par  lliy- 
potbese  de  l'egalit^  fi  z^ro  de  deux  quelconques  des  trois  qaaotit^ 
a,  a\  a",  On  conclut  de  la,  conform^ment  a  ce  que  Poissoa  a  re- 
connn  par  une  autre  voie,  que  pour  tout  point  sitae  sur  i'ton'  des 
trois  axes  d'inertie  d^uo  solide,  Tun  des  trois  axes  permaneDtfl  coio- 
eide  toujours  avec  cet  axe  m^me.  Mais  contrairemeot  a  soa  asser- 
tion,  les  deux  outres  axes  permanents  en  ce  point  sont  paralleles 
respectiven^ent  aux  deux  autres  axes  d'inertie,  car  en  dirigeant 
Taxe  Oa:  suivant  Ja/  qui  renferme  (0),  et  faisant  Op,  0%  paral- 
leles a,  Jy^  /s,  on  aura  pour  un  point  wateriel  quelcooque  y=y', 
et  %-=.%'\  partant  2,mf/%=:z2,my'z'z=zO]  et  comme  on  H  Q6}k  Oa: 
permanent,  il  s^ensnit  a  Ja  fo'is2,my%=zzO,  2 ,ma:3i=i0f  2.ma:y:=:0^ 
C^est  ce  qn'on  pourrait  aussi  demontrer  eocore  pur  d'autres  moyeos. 

16. 

Continuons  a  placer  le  point  Oxe  {O)  sur  i'un  des  trois  axee 
(l^iuertic,  sur  f.v'  pur  exemple,  et  admettons  que  le  solide  aoit  de 
r4vo)ution,  partant  qu'il  ait  ses  deux  moments  d'inertie,  relalift 
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axei  I^y  1%'y  ^anx  entr'eux :  d^slors  tous  les  axei  dans  le  plao 
(j/is')  seroDt  des  axes  d'inertie.  Dooc  puisque  les  denx  ligacs 
0y,  0%  paralleles  k  ces  axes  sont  permaneDts,  et  que  dans  le  plan 
(y/s')  chaque  axe  d'inertie  I^i/  reste  arbitraire  de  direction»  il  en 
est  de  mtee  de  la  direction  de  Oy^  0%  dans  le  plaD'(yy  «).  Od 
eonclot  de  Ik,  qne  quand  ud  solide  a  deax  moments  d'ioertie  prio- 
cipanx  du  centre  ^aux,  un  point  quelcoaque  de  Taxe  d'ioertie 
k  Bomeiit  iD^al  est  an  foyer  de  radiation  plane  d^axes  permanents, 
toM  sitnds  dans  un  plan  normal  en  ce  point  a  Faxe,  on  ponr  le 
iire  plus  abr^viativement,  c'est  un  foyer  de  radiation  plane  nornale 
d'axea  permanents.  Cette  propri^te  reproduit  celle  du  No.  10.  rela- 
tiTe  aoz  aolidcs  de  preni^re  classe. 

Remarqae.  Nous  terminerons  cette  dissertation ,  en  suppri- 
■ant  qiieloaes  d^Foloppements  et  d^tails  qui  ne  nous  paraissent  pas 
4'nn  intmt  capital;  mais  il  nous  reste  k  faire  nne  derniere  obser- 
TStion,  et  k  räparer  une  Omission.  Les  deux  sommets  de  Pellipse 
4e  radiation,  relative  aux  extr^mit^s  de  son  fi^rand  axe,  son  sitn^s 
lar  Paxe  du  moment  d'inertie  maximum,  aux  distances  du  centre 

d=  y — ^~~i  tmSa  ce  mdme  axe  renferme  les  deux  sommets  de  Pby- 

perbole,  distants  du  centre  des  quantit^  ±1/—^-:  les  denx  ex- 

tr^mit^s  du  petit  axe  de  Pellipse  se  trouvent  au  contraire  sur  l'axc 
da  moment  moyen.  Concluons  de  Ik  que  dans  tont  solide  Taxe 
central  du  moment  d'inertie  maximum  renferme  deux  couples  de 
fsyers  conjugu^s  de  radiation  plane  normale,   exprim^s  par  les  di- 

ittaees  J==irl/    TT     ,  rf*  =  db  l/— -^r!^,   tandibque  Taxe  moyen 

se  renferme  qu^un  Systeme  unique  de  foyers  conjugu^s,  donne  par 
la  distaQce: 


i=d=V?E£ 


17. 

Notice  historique.  Segner  a  le  premier  reconnu  Pexistence 
des  axes  principaux  et  des  axes  permanents  de  rotatiou,  qui  tut  en- 
nite  d^montr^  par  Timmortel  Euler,  8a  demonstratiou  analytique  se 
trouve  reproduite  avec  plus  ou  moius  de  mudificatioDS  par  les  gdo- 
■^tres  mtoiniciens  plus  rdcents,  Laplace,  Prony,  Poisson,  etc.  La 
B^ode  de  Laplace  nous  parait  plus  rigoureuse  que  celle  de  Pois- 
son, en  ce  qu'il  fait  voir  d'abord  l'exisieoce  des  trois  axes  princi- 
paux, pour  en  cooclure  ensuite  la  r^alit^  des  trois  racines  de  Fe-r 
quation  du  Seme  d^gr^;  tandisque  Poisson  admet  par  une  esp^ce 
ae  reduction  a  Fabsurde  la  r^alit^  des  trois  racines  pour  en  conclure 
Pexistence  des  axes  principaux,  ce  qui  nous  semble  laisser  quelque 
cbose  a  d^sirer.  D'ailleurs  cette  derniere  maoiere  de  proc<^der  u'est 
pas  entierement  conforme  a  Fesprit  de  Faoalyse,  en  ce  que  Fun 
admet  d'abord  Fexistence  de  ces  axes,  pour  lu  v^rifier  ensuite  pur 
le  calcul;  ensuite  eile  offre  Fincouv^uient  de  rendre  solidaires  en- 
tr'eux  ces  trois  axes  et  de  ne  pouvoir  les  deQnir  que  par  les  ex- 
pressions  analytiques^./».ry  =  0,  '^,mx%'='^^  ^.^ys  =  0.  D'un 
autre    cotc    nous   faisons  contrc  cette   meihode  udq  lohjection  que 
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U0U8  reprodaisoDB  ici,  sans  pr^tendre  toutefois  qa'elle  soit  fond^e. 
11  noas  parait  que  la  r^lU^  des  trois  racines  de  l'^uatioo  da  3^me 


V 
quation  d^pendent  des  constantes  a,  ö^  c,/*,  g^  h  les  qoellea  d^ 

pendent  elles-m^aies  des  dimensioDS,  de  la  forme  et  de  la  »aase  da 
Systeme  et  de  la  dispositioD  des  axes  coordono^  fixes  ans  qaels 
il  est  rapport^:  il  se  pent  doDC  que  ces  axes  se  trouvent  dispos^ 
de  fagoD  que  T^uatioD  de  coDdition  entre  coostantes  qni  doit  dtre 
remplie  pour^reudre  deux  racines  imagiuaires  stoit  en  eftet  satisfaite, 
mais  deslors  od  aurait  un  axe  principal  seulement,  ce  qui  dans  la 
d^finitioD  puremeut  analytiqne  est  absolument  d^pourva  de  signifi- 
catioD.  Dans  sa  m^anique  analytiqne  Lagrange  traite  aassi  la 
question  des  axes  principaux;  mais  loin  de  les  rendre  solidairea  eo- 
tr'eux  il  d^montre  d^abord  par  ses  formnies  g^n^rales  du  monvement 
de  rotation  des  solides  Texistence  d^un  axe  de  libre  rotation,  et 
d^uit  ensnite  fiicilement  les  denx  antres  de  la  m^me  analyse. 

Dans  un  memoire  ins^r^  dans  le  Journal  de  T^cole  polyteehnique 
M.  Binet  traite  la  question  par  une  mdthode  fort  g^n^rale  dant  nons 
ne  sanrions  ici  donner  Tid^e;  et  le  premier  il  a  ddcouvert '^cette 
belle  propri^td  de  Tellipse  et  de  t'hyperhole  de  radiation  qne  Tod 
9  stabile  ci  •  dessus.  Plus  tard  Ampere  s'est  occup^  de  la  a^me 
question  dan»  les  nouyeaux  m^moires  de  l'institut  de  France;  et  ses 
r^ultats  sont  pour  la  plupart  identiques  a  ceux  de  M.  Binet;  aa 
mdtbode  est  plus  g^om^trique,  mais  T^noncd  des  propridt^  qn^l 
^tablit  devient  embarrassant  et  quelque  fois  m^me  fort  diflSeile  a 
bien  saisir.  De  plus  aucun  de  ces  illustres  maitres  ne  s^6tait  aceap^ 
de  la  d^termination  des  axes  permanents  par  rapport  aux  axes  prin- 
cipaux d^ja  cens^s  connus.  Ainsi  donc  dans  notre  mani^re  de  Toir 
il  y  avait  encore  des  difficult^s  a  vaiocre  et  des  conclusions  non- 
velles  a  ^tablir,  conclusions  qui  devaient  r^sulter  de  cette  d^rmi- 
natioD.  En  commen^ant  notre  t^cbe  nous  avions  pour^but  de  faire 
une  th^orie  g^n^rale  compl^te  des  axes  principaux  et  permanents, 
une  tb^orie  susceptible  de  comprendre  toutes  les  propridtds  connoes 
et  nouvelles  de  ces  axes,  et  de  figurer  en  mSme  temps  dans  Ten- 
seignement  ordinaire  de  la  m(^anique.  Nous  allions  oublier  de  par- 
ier de  M.  Caucby  qui  a  traite  la  question  des  axes  principaux  par 
une  m^tbode  g^ometrique  remarquable  de  simplicitd  et  que  dans 
l'enseignemeot  on  pourrait  pr^f^rer  a  tonte  autre  marcbe,  qusnd  ojn 
aurait  peu  de  temps  a  consacrer  a  cette  mati^re:  en  outre  plus  r^ 
cemment  dans  le  Journal  matb^m.  de  M.  Liouville,  M.  Gascbeau  a 
monträ  le  moyen  de  d^duire  de  la  les  deux  sections  coniques  de  ra- 
diation; de  Sorte  qu^il  scrait  maintenant  facile  de  faire  de  cela  un 
tout  bieo  bomogeoe  qui  suppose  toutefois  Texistence  des  diam^tres 
conjugu^s'rectuDgles  des  surt'aces  du  second  ordre.  Mais  noua  ne 
croyons  pas  que  uotre  truvail  devienne  par  la  inutile,  et  e'eat  ce 
qui  nous  a  decide  a  le  livrcr  a  la  publicit^. 
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xn. 

Üeber  Enler's  Princip  der  Düferenzialrechnnng, 

ein  Zusatz  zu  des  Herrn  Dr.  Gerhardt  Anfsate 

im  II.  Band,  2.  Heft  des  Archivs  für 

Mathematik  und  Physik. 

Herrn  Doctor  Ludwig  Felix  Ofterdinger 

zu  TubingeD, 


Die  Derivatioos- Methode  fand  bei  deo  Deutecheo  solchen  Ad- 
iüaiiff,  dass  sie  in  fast  allen  Lebrbächero  der  Differenzialrecbniing 
si  Grande  gelegt  wurde ,  und  gilt  jetzt  noch  bei  manchem  Mathe« 
■itiker  als  die  wahre  Grundlage  des  höheren  Calcnls.  Es  ist  dies 
SB  so  auffallender,  als  Euler*)  schon  vor  Jahren  geseigt  hat,  wie 
jsnes  Princip  nicht  die  Grundlage  eines  wissenschaftlichen  Gebäudes 
min  kann»  als  ferner  Lagrange  selbst  in  seiner  M^caniqne  analy- 
ti<pi6  jenes  Princip  nicht  weiter  anwenden  wollte,  als  endlich  Caa- 
Aj  das  wahre  Princip  mit  einer  Wissenschaftlich keit  und  Eleganz 
inmellte,  welche  ihm  den  Beifall  aller  wissenschafitlichen  Mathe- 
■atiker  Tcrscbaffte.  Es  war  daher  von  Herrn  Dr.  Gerhardt  sehr 
Terdienstlicb,  dass  er  die  Sache  in  dem  Archiv  für  Mathematik  und 
Physik  (IL  2.  200.)  zur  Sprache  gebracht  hat  und  das  wahre,  ein- 
sig wissenschaftliche  Princip  der  Differenzialrecbnung  klar  aus  ein- 
•nder  setzte**^);  aber  eben  wegen  der  Wichtigkeit  der  Sache  möchte 
M  erlaubt  sein,  einen  Vorwurf  zu  beseitigen,  welcher  einem  der 


*)  Elller  insdtutiones  calculi  diflPerentialis. 

**)  An  der  Tübinger  Universität  wurde  noch  im  Jahre  1842  folgende  Preist 
anfffabe  gegeben:  „die  Erfahrung  lehrt,  dass  die  Methode  des  Un- 
enduchkleineD,  selbstst'ändig  vorgetragen,  für  den  Anfanger  etwas  seh- 
Mysteriöses  hat,  und  dass  ihm,  wenn  auch  dieses  durch  Gründung 
derselben  auf  die  Ableitungsmethode  vermieden  wird,  die  Sicherheit  der 
Anwendung  in  allen  Fällen  zweifelhaft  erscheint,  in  welchen  er  nicht 
im  Stande  ist,  die  Ableitungsmetbode  der  Methode  des  Unendlichklei- 
nen zu  substituiren.  Da  nun  die  letztere,  ihrer  Kürze  wegen,  in  den 
Schriften  über  angewandte  Mathematik  die  herrschende  ist,  ihre  Ueber- 
tragun^  in  die  Ableitungsmethode  aber  noch  in  man<ihen  Fällen  Schwie- 
rigkeiten darbietet,  so  würde  die  Beseitigung  dieser  Schwierig- 
keiten ein  verdienstliches  Werk  sein.  Die  Fakultät  macht  daher  das- 
selbe zur  Aufgabe  mit  dem  Wunsche,  dass  bei  Lösung  derselben  das 
Liehrbuch  der  Mechanik  von  Poisson  besonders  berücksichtigt  werde." 
Diese  Aufgabe,  in  einer  Stadt  gegeben,  in  der  L'Huilier  seine  prin- 
cipiorum  calculi  differentialis  et  integralis  expositio  ele- 


202 

grössten  Mathematiker  gemacht  wird.  Herr  Dr.  Gerhardt  sagt  näm- 
lich pag.  202: 

,,OnDgeachtet  dieser  Vorgän|[e  entbehrte  doch  noch  das  am  diese 
,,Zeit  im  Jahre  1755  abgefasste  Lehrgebäude  der  Differenzialrech- 
,,Dung;  anseres  unsterblichen  Enler  die  feste  Begrttndnng  daroh 
j,dle  Xlrenzmethode,  aber  er  setzte,  in  der  Ueberzeugung,  dass  vor 
,, allen  Dingen  die  so  Tagen  unendlich  kleinen  Grössen  ans  der  Dif- 
,,ferenzielrechnung  entfernt  werden  miissten,  mittelst  eines  kühnen 
,,Gewaltstreicnes  dieselben  =0  and  legte  diesen  Nullen  einen 
,, intensiven  Werth  bei.  Nach  seiner  Meinung  müsse  man  auf  ihre 
„Entstehung  Rücksicht  nehmen,  dann  dürften  sie  auch,  je  nachdem 
„sie  aus  einer  grössern  oder  kleinern  Grösse  entstanden  wären, 
„einen  verschiedenen  Werth  unter  einander  haben,  obgleich 
„sie  durch  dasselbe  Zeichen  dargestellt  würden.  Diese  Annahme 
„veranlasste  aber  bei  der  Bestimmung  der  Differenziale  vielfaehe 
„Schwierigkeiten,  zumal  da  Enler  durch  die  Differenzenrech- 
„nung  und  mittelst  der  Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen 
„dahin  gelangen  wollte,  und  in  der  That  ist  die  Dunkelheit  und 
,,llnver8tändlichkeit,  die  in  den  ersten  Capiteln  der  Enler^schen 
„Pifferenzialrechnung  herrscht,  eine  merkwürdige  Erschei- 
„nung  für  jeden,  der  mit  der  äusserst  lichtvollen  Darstellung 
„Bulers  vertraut  ist^' 

Es  ist  diese  Ansicht  über  Eulers  Differenzialrechnung  nicht  neu» 
denn  schon  im  Jahre  1786  hat  sich  W.  J.  G.  Karsten  in  seinen 
mathematischen  Abhandlungen.  Halle  1786.  pag.  fö  seq.  ver- 
anlasst gesehen,  gegen  dieselbe  zu  schreiben.  Wäre  das  Werk  von 
Karsten  der  jetzigen  Generation  so  bekannt  als  das  Archiv,  so 
könnte  man  einfach  darauf  verweisen,  so  aber  wird  es  nicht  uimö- 
thig  sein,  an  der  Hand  des  Euler^schen  Werkes  das  Irrige  obiger 
Behauptung  zu  zeigen. 

Euler  eröffnet  die  Vorrede  mit  der  Frage:  quid  sit  calculus  dif- 
fereotialis,  atque  in  genere  analysis  infinitorum?  Er  beantwortet 
diese  Frage  dahin:  dass  eine  Antwort  nicht  möglich  sei,  so  lang^ 
nicht  bestimmte  Begriffe  vorher  festgestellt  seien,  daher  er  zuerst 
die  Begriffe  von  Function  aus  einander  setzt.  Ferner  sei  p^zaF*^ 
und  JT  wachse  um  ci>,  so  muss  y  um  »  wachsen,  und  es  ist  also 
X  =  2a:cD  +  co^ ,  also  z  :  oi  z=:2^  -f-  co  :  1.  Ebenso  kann  man  in 
allen  andern  Fällen  beide  Incremente  vergleichen,  ja  sogar, 
wenn  ta,  also  auch  x  wieder  verschwinden,  wo  «:«^==2ar:l  sich 
verhalte.  Jetzt  erst  gab  Euler  eine  Antwort  auf  obige  Frage;  er 
sagt,  die  Differenzialrechnnng',  qui  est  methodus  determinandi  ra- 
tionem  incremeoiorum  evanescentium ,  quae  functiones  quaecunque 
uccipiunt,  dum  quantitati  variabili,  cujus  sunt  functiones«  incremen- 
tum  evanescens  tribuitur.  —  Calculus  igitur  differentialis  non  tam 
in  his  ipsis  incrementis  evanescentibus ,  quippe  quae  sunt  nalla, 
exquirendis,  quam  in  eorum  ratione  ac  proportione  mutua  scrutanda 
occupatnr;  et  cum  hae  rationes  finitis  quantitatibus  exprimantnr«  etiam 


incntaris  vor 40  Jahren  und  Bobnenberger seine  Anfangsgründe  der 
liölieren  Analysis  Tor  33  Jahren  geschrieben  hat,  und  welche  den 
jetzigen  Stand  der  Wissenschaft  völlig  ignorirt,  daher  vor  30  Jahren, 
aber  nicht  jetzt,  an  der  Zeit  gewesen  wäre,  konnte  natürlich  keine  be- 
friedigende Losung  erhalten,  und  der  Verf.,  der  sich  mit  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  abmühte,  konnte  nicht  einmal  eines  Lobes  theilhaflig  werden. 
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hm  uAtüluM  ciro«  qnaDtitoies  GniUs  venari  est  cenieDdns.  Quamvis 
•dIv  praecepta,  ud  vnlgo  tradi  folent,  ad  ista  incremeota  eTaneaceatia 
difinianda  videaatur  acconodata;  nunquam  tamea  ex  iis  abiolnte  spe» 
alKtia,  aad  potim  semper ex  eorum  ratione  concluiionea dedueuotur*).  Die 
vanchmadeaden  lacremente,  fährt  Euler  fort,  lieisaeD  Differeasiale, 
aveli  nneDdlich  kleiae  Grössen,  die  der  Natur  der  Sache  Dach  gleich 
0  §^m9Ut  werdea  müssen,  was  in  einem  Beispiel  gesei^  wird,  wobei 
aber  Balar  bemerkt,  dass  man  ja  nicht  glauben  müsse,  die  Differeniial- 
msbDan|[  gebe  Regeln,  die  Differeniiaie  eu  finden^  sondern  nur  ihre 
YtrkiUtBiase^  welche  endliche  Grössen  seien.  Cum  antem  hoc  modo, 
qtti  aoina  est  rationi  consentaneus,  principia  calcnli  differentialis 
atnlnlinBtPr,  omnes  obtrectationes,  quae  contra  bnnc  caiculum  pro- 
Harri  aant  solitae,  sponte  corruunt^  quae  tarnen  snmmam  vim  retine» 
mit«  si  differentialia  seu  infinite  parva  non  plane  annihilarentur. 
PIvribUB  antem,  qui  calculi  differentialis  praecepta  tradidere,  yisum 
eat  differentialia  a  nihilo  absoluta  secernere,  peculiaremque  ordinem 
qaantitatnm  infinite  parrarum,  quae  nqn  penitus  evanescant,  sed 
qaaBtitatem  quandam,  quae  quidem  esset  omni  assignabili  minor,  re- 
tineant,  constitnere:  bis  igitur  jure  est  objectum,  rigorem  geome- 
rrlcnm  negli^i  et  -conclusiones  lude  deductas,  propterea  quod  hu- 
jnanodi  infinite  parva  negligerentur,  merito  esse  suspectus:  quan- 
tanvis  enim  exigua  baec  infinite  parva  concipiantur ,  tarnen  nou 
aolum  singulis,  sed  etiam  pluribus  atque  adeo  innumerabilibus  simul 
rejiciendis,  errorem  tandem  inde  enormem  resultare  posse**).  Es 
xeigt  nun  Euler,  dass  der  Sache  durchaus  nicht  geholten  sei,  wenn 
■lan  die  Uebereinstimmung  der  Resultate  mit  denen  anfiibre,  welche 
djnrdi  aebarfe  geometrische  Schlüsse  gefunden  worden .  seien ,  denn 
ein  Irrtbum  könne  den  anderD  nicht  aufheben,  vielmehr  werde  die 
Sache  nur  noch  verdächtiger.  Wenn  die  Differenzial-  oder  unend- 
lick  kleinen  Grössen  wirkliche  Nullen  seien,  so  entstehe  allerdings 
die  Frage,  wie  sie  mit  einander  verglichen  werden  können,  worüber 
Bnler  sagt:  incrementum  quantitatis  or,  quod  in  genere  indicavimus 

Eer  ai,  ad  incrementum  quudrati  o:',  ij^uod  est  2a:oi '^ ut* ^  rationem 
abet  nt  1  ad  2a:  +  ^>  qnoe  semper  differt  a  ratione  1  ad  2^,  nisi 
sit  oi^O;  at  si  statuamus  esse  ci>  =  0,  tum  demum  vere  afllrmare 
poaanmus  hanc  rationem  fieri  exacte  ut  1  ad  2a:,  Interim  tamen  per- 
apicitnr,  quo  minus  illud  incrementum  ci>  accipiatur,  eo  propius  ad 
hanc  rationem  accedi;  unde  non  solum  licet,  sed  etiam  naturae  rei 
convenit,  haec  incrementa  primum  ut  finita  considerare,  atque  etiam 
in  figuris,  si  quibus  opus  est  ad  rem  illustrandam,  finite  repraesen- 
tare;  deinde  vero  haec  incrementa  cogitatione  continuo  miuora  fieri 
concipiantur,  sicque  eorum  ratio  continuo  magis  ad  certura  queudaui 
limitem  appropinquare  reuerietur,  quem  autem  tum  demum  attingant, 
cam  plane  in  nihilum  abierint.  Hic  autem  limes,  qui  quasi  ra- 
tionem nitimam  incrementorum  illorum  constituit,  verum 
est  objectum  calculi  differentialis;  cujiis  igitur  prima funda« 
ment«  is  jecisse  existimandus  est  cui  primum  in  mentem  venit,  bas 
rationes  Ultimos,  ad  quas  quantitatum  voriabilium  incrementa,  dum 
Continus  magis  diminuuntur,  appropinquant,  et  cum  evancscuut,  tum 
demum  attiogunt,  contemplari  ^^^), 

•)  Piff.  Vlll.  und  IX. 
-)  Psg.  XI. 
—)  Pag- XIV. 
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Diese  Sätze,  welicbe  Boler  noch  weiter  ausfahrt,  sind  ebenso 
IkhtvoU  geschrieben  als  alles  andere,  was  ans  der  Euler'schen  Fe- 
der geflossen  ist;  sie  geben  dem  III.  Cap.  der  inst,  calcul  di£P.  eitt 
nnz  anderes  Aussehen,  als  es  ohne  dieselben  hat;  denn  wenn  jetzt 
Euler  die  Differentiale  =0  setzt,  wenn  er  denselben  verschiedene 
Werthe  beilegt,  so  hat  er  deutlich  gesagt,  auf  welche  Art  diese  zn 
vcrrstehen  sei,  nirgends  ist  ein  „Gewaltstreich'^;  die  Dunkel* 
heiten  und  Unverständlichkeiten  in  dem  ersten  Capitel  dea 
Bulerschen  Werkes  Yerschwinden,  so  wie  die  Vorrede  genau  sta- 
dirt  Ist.  Der  einzige  Vorwurf  möchte  Euler  gemacht  werden  kön- 
nen, dass  er  das,  was  er  in  der  Vorrede  gesagt  bat,  nicht  als 
den  Anfang  des  III.  Cap.  gesetzt  hat;  denn  die  Vorrede  wird  häufige 
entweder  gar  nicht  oder  nur  oberflächlich  gelesen,  und  deswegen 
wurde  ßuler  von  so  vielen  missverstanden  und  manches  für  dunkel 
und  unverständlich  gebalten,  was  klar  ist,  so  wie  man  die  in  der 
Vorrede  erklärten  Begriffe  mitbringt. 


Xffl. 

Ueber  einige  merkwürdige  bestimmte  Integrale. 

Von 
Herrn   Doctor   O«   S'chlömilch, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Von  dem  berühmten  Fourier'schen  Theoreme: 

cos  audu  /    f{t)  cos  uUU  =  -^/Ta),  a  _  0    (1) 
y^'sin  audu/^At)^^ri  utd$=^f(a),  a>0    (2) 

lässt  sich  bekanntlich  eine  wichtige  Anwendung  zur  Entdeckung 
bestimmter  Integrale  machen.  Wählt  man  nämlich  die  Function  f 
so,  dass  sich  die  jedesmalige  erste  Integration  nach  /,  nämlich 

f(t)  cos  utdt    oder  ^    f{t)  sin  utdty 

in  welcher  u  als  Constante  figurirt,  ausführen  lässt,  so  bleibt  noch 
eine  zweite  Integration  übrig,  für  welche  a  als  constant,  u  als  ver- 
änderlich angesehen  wird.    Diese  lässt  sich  sehr  oft  nicht  bewerk- 
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irtdli^D,  aber  man  kennt  schon  ihren  Werth,  nSmlich  -^ßfl^f  ^^^ 

mt  diese  Weise  gelangt  »an  znr  Kenntniss  eines  besäsuilen  la- 

Eiles,   das  man  nicnt  leicht  auf  anderem  Wege  finden  wird«, 
der  einfachsten  und   bekanntesten  Annahmen  dieser  Art  ist 

^v-/(tt)  =  ^  •    Man  hat  dann 


/(/)  cos  m$di  =  #     «  cos  m$df=sj— 


.a' 


ad  durch  Substitution  in  die  €rleichungen  (1)  und  (2): 

«•4  wenn  man  o/?  für  a  setst  und  w^-?-  nimmt: 

p 

8s  leicht  man  hier  zu  diesen  wichtigen  Integralen  gelangt  ist,  so 
Kkwer  schito  es,  die  Werthe  der  ähnlich  gebildeten  Integrale 

y^^tfcoso«  ,         ,    /**8iniwi, 
,        .  <fa  und  /     1 -^pm 

mfisufinden,  wenigstens  ist  dieses  Problem  bisher  ungelöst  geblie- 
kes.  Es  kommt  offenbar  bloss  darauf  an ,  eine  Function  f  zu  fin- 
'ea,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 

.       f^f(t)co»m$dt=:Y—?    (7) 
eder  auch 

fy{t)Anmtdt^j^,    (8) 

iity'  wobei  k  einen  constanten  Factor  bedeutet.    Dergleichen  Func- 
tionen nun  sind  folgende: 

/(/)  =  e+Mi(e-0  +  «^H(e+'),1ür  Gleichung  (7) 
und 

f{t)  =  e^  li  (e-0  —  ^*  H  («+*),  für  Gleichung  (8) 

wobei  das  Zeichen  li  den  Integrallogarithmus  bezeichnen  soll.    Da 
die  Definition  dieser  Transscendenten  selbst  durch  ein  bestimmtes 


IntegriJ  gegebeB  ist^  so  werden  obige  Si^bstitütionen  für/(t')  in  den 
GleicbuDgen  (7)  und  (8)  eine  doppelte  Inteffration  nöthig  macben. 
Diese  würde^  unter  Anwendung  der  gewöbDlieben  Formel  ffir  dcu 
Integrallo^ritbmus  besondere  Sobwfierigkeiten  darbiete»^  die  sieh 
aber  gänslicb  yenmideu  lassen,  welin  man  den  Integrallogarithaau 
in  eine  andere  Form  bringt. 


I. 

Die  Definition  des  lotegrallogsrithmus  liegt  bekanntlich  in  der 
Gleichung:  '    "" 

£^9  dx  -  /^  dx 

Nimmt  man  hier  zc^zpy^  so  wird  ^=:1,  y=:0,  wenn  a:^=:p 
und  ^  =  0   geworden  ist»     Ferner  ist  dann  da:^:zpdy^  ia::=zlp 
lac^  folglich 


Für  y^^e    wird  feroer  «  =  0  und  s:=roo,  sobald  y  die  Werthe  1 
und  0  angenommen  hat,  mitbin 


I 


Für  p  =  er-*y  p  =  e^  wird  hieraus 

r**  dx 

Setzt  man  endlich  »z=zta:^  so  ist 

e-HKe»-)^^fl^<r-*'    (10). 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  wollen  wir  uns  nun  an  die  Untersuchung 
der  Integrale 

und 

y     [^*  /i'C^O  —  ^    /iC^-^)]  sin  «/flf^ 
machen« 
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Am  Fonnel  (9)  folgt  durch  Multiplication  mit  cos  midi  und 
lillyitiiin  BWiMhcn  dei  GräDzeo  I=i0»  ^sszoo: 

'/    e+*ÄCe-0 cos  uttU=z^  /    cos  «^^/    r-"^ 

Da  es  aber  in  einem  bestimmten  Doppelintegrale  mit  zwei  Verän- 
deriiehen  gleichgültig  ist,  nach  welcher  Veränderlichen  zuerst  inte- 
ffrirC  wirdj  so  können  wir  im  vorliegenden  Falle  die  Integrationen 
m  umgekehrter  Ordnung  verrichten  und  zuerst  nach  t  integriren. 
Bs  wird  dann 


yf  rK  A(e-0  cos  fit  dt  =  ^f^:^f^e-'i  cos  u$dt 

Die  noch  übrige  Iute|(ration  nach  a:  hat  nicht  die  mindeste  Schwie 
rigkeit.    Es  ist  nämlich 

1  a: 


"*  1  -h  «*  ■      1  -f-  a?         n»  -l-  ar'  "*"  §*»  4-  o:«'' 

felglieh 

/dx  X 

1  4-a:  '  tt*-|-a:» 

=  Y^  I-  ^Cl  +  ^)  +  \I(u^  +  xr»)  -l-  f#  Arctan  -|]  +  Const. 
BeHMrkt  man,  dass 


s 


-^l  +  a;; 


ist,  folglich  für  ^  =  00: 


and 


Arctan  f  =  f 


wird,  so  ergiebt  sich  für  «7  =  00,  ^  =  0: 

t/o  l-f-o: 'M»H-;r»  ~1  +  M«  ^     2  ' 

und  die  Substitution  in  die  Gleichung  (11) 
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Etwas  Aehnliches  erhält  bmiii  ausFonpel  (10)  dardi  Multi^ie^liiMi 
mit  coB  midi. und  iDtegration  zwischen  den  GränzeD  ^=0,  ^:;=oe, 
nämlich  . 

/T^  /i(rK)  cos  ^d$  =/f  cos  uide/J:^e-t. 

0   1  —  d?*r  0 


Es  ist  aber 


X 


1- 

• 

tf'-|.ar' 

1 

Ll  — ar 

* 

•  j; 

1-h«* 

/r 

t 

dx 

dr 

^««•  +  ar» 

^•^ 

-.i-lif 

mS  iJ 

L-  /xS^ 'm 

folglich 


=  r+Ti?  Ly  rzr^  •^•^^•''  +  ^•)  —  •  ArcUn  —  J  +  Const, 

Die  erste  Integration  ist  noch  nicht  ansg^fiihrt,  weil  sie  zwei  ver- 
schiedene Werthe  gieht.    Es  wird  nämlich  für  op'^l 

folglich 

/'  dx  X. 

und  für  ar'<l 

folglich 

1  —  4? '  «I*  -h  ^* 

Der  ersten  Form  bedienen  wir  uns  für  ar  =  oo,.der  zweiten  für  o? 
=  0.    Wir  bekommen  dann  "        ■        . 
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üilglicli  dorcli  Substitution  iu  die  Gleichung  (13): 

Dirch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  (12)  und  (14)  er- 
giebt  lieh  jetit: 

y ["[«+'  ii{e-f)  •+•  e-f  /#(r+-Ol  cos  u^fU=^  r-^^    (15) 

/^r«*»  Ä(«r-0  -  «-'  /»(e-H)]  cos  «/d^f  =  +  y^.    (16) 

Kiaat  man  jetzt  in  der  Gleichung  (1) 

f{f)  =  e^i  nie-*)  •+.  <r-'  li{e^) 
nl  loch 

/(f)  =  r^^/#(e-0  -  e-'/«(e+0 

ii4  nibititnirt  die  Integrale  (15)  und  (16),   so  erhält  man  auf  der 
Stelle: 


/o*^T^^^«=  (^«> 


III. 


Darch  Multiplication   der  Gleichung  (9)  mit  sin  ^dt  und  inte- 
tnttioii  zwischen  den  Gränzen  f  =  0  und  ^  =  oo  ergieht  sich 

f^ tr** liie-t)  sin  «/rft  =  -/^'sin  i,tdtf'^-e^t. 
^  >it  aber 


1  4.  .r  ■  M»  -j-  «* 

J_  r_J £__    .  1       1 

1  +  «*  1.1  H-  .*         •»'  -f-  .»•*         "*  -+-  .r»J' 

# 

TliiU  V.-  14 
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1  -h  j;  '  t«*  *-f-  or* 
=  5^,  Wl  +  ^)---i^(«»'  +  ^')4-i  Arctan  ^Y+  Coiist., 
woraus  sich  für  a:  =  oo,  ar==:0  hidit  findet: 

folglich  aas  Gleichung  (19) 

Aas    der   Gleichang    (10)    folgt    ferner    durch   Multiplicaiion    mit 
sin  9itdf  und  Integration  zwischen  den  Grausen  ^  =  0,  /=oo: 

Es  ist  aher 


1 

] 

l-ar* 

1*2 -l_a:* 

• 

—   *   r 

1         , 

X 

—  1-1- ««a  Li 

-o:     ■ 

u^  J^X^ 

mithin 

durch 

r 

Integration: 

/-  flf^ 

1 

*  t*>  ->-  a:3 
=  n^l?[--^(-^--l)  +  i^(«'  +  ^')+i  Arctan^l,  fürar>l 

=  ilh?  f"~  ^^^  -  ^)  +  M«'  +  •^')  +  i  Arctan  -J^J,  für  a?<  1. 

Bedient  mati  sich   der  ersten  Formei  für  07=00,  der  zweiten  für 
a;  =  0,  so  erhält  man  leicht 

y^*  ^ar  1         ,  1  "     ,_1^     ^ -  ^ 

mithin  nach  Gleichung  (21) 

f^er~*U(e^*)  sin  «^//^r  =  f- .  j-i—  -  5^.    (22) 

DuroJi  Subtraction  und  Addition  der  Gleichungen  (20)  und  (22)  er- 
geben sich  jetzt  folgende  Integrale: 


211 

f*\g^li{e-*)  -  tr-Hi{fi**)\  «D  Mtm  =  -  j~i    (23) 
(*+'A(«-OH- «-*«(«+')]  sin  «**  =  -j--^.  (24) 

Nehmen  wir  nun  in  der  Gleichung  (2)  einmal 

f{f)  =  e^t  m^t)  _  e-t  li{e^) 
nnd  dann 

fit)  =  e+*  ii(e-t)  •+.  e-^  ä(^+'), 

so  erhält  man  auf  der  Stelle : 

y;'"^^^r=s_il^«Ä(r-«)-«-«Ä(rH«>]     (25) 

Diese  Formeln  entsprechen  ffanz  den  unter  (17)  und  (18)  darge- 
stellten. Man  kann  auch  (17)  aus  (25)  dadurch  ableiten,  dass  man 
die  letztere  Gleichung  partiell  nach  a  diiTerenziirt  und  auf  gleiche 
Weise  die  Formel  (26)  aus  der  in  (18). 

Set^t  man   nun  in  den  Integralen  (17)  und  (26)  uzs:—  und 

KIreibt  aß  fiir  tt,  so  ergeben  sich  die  folgenden: 

f^jr^^'f^  =  -  4I«^««Ce-«iS)  4-  e~»ß  ÄCe+«^)l    (27> 
/T  /»^^  ''•^  =  -  ^f**"^  ^*^'~'^^  +  «-«^ÄC«+-^)].    (28) 


»  • 


B>  man  für  den  Integrallorithmus  Tafeln  besitzt,  wie  für  die  L»* 
girifbrneci  und  trigonometriischen  Functionen,  so  sind  jetzt  die  obi- 
gen Integrale  als,  völlig,  entwickelt  «nd  bekannt  suizaaeben. 

Nim»t  BSB  attcb  in  den  Gleiefaungen  (18)  unti  (26)  m  ==•--, 

setst  aß  Ür  «  und  bemerkt,  dam  i^=:tjf — //9i8t,  so  erhält  man 
unter  Anwendung  der  Formeln  (5)  und  (6)  die  folgenderu  Ajisdrücka: 

14- 


A 
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*  xlx  •  sin  «07 


(la: 


•      ^'^*V  }   (30) 

welche  ebenso  wenig  bekannt  zu  sein  scheinen,  als  die  Forinfrf  b 

(27)  und  C^8). 


XIV. 

Geedätisc4ie  Aufgabe. 

Von 
4em  Herausgeber. 


Wenn  man  in  drei  ihrer  Lage  nach  gegebenen  Pank- 
t^en^,^!,^«  die  180**  nicht  übersteigenden  Winkel  ge- 
messen hat,  welche  die  von  den  Punkten  ^',  ^,,  ^^  »ach 
dem  seiner  Lage  nach  unbekannten  Punkte  J/  gezoge- 
nen Gesichtslinien  u4M^  ^t^M^  A^M'mit  drei  von  deo 
Punkten  Ay  A^^  A^  aus  nach  derselben  Seite  hin  geso- 
genen einander  parallelen  Linien*)  einschlies^sen:  lo 
soll  man  die  Lage  dieser  Parallelen  und  die  Lage  des 
Punktes  M  bestimmten. 

Man  bezeichne  die  Bekannten  rechtwinkligen  Coordtnafeo  der 
Punkte  A^  A^,  A^  respective  durch  «r,  d;  a^  ,^, ;  «r,,  ö^\   die  ge- 
suchten  rechtwinkligen  Coordinaten   des  Punktes  M  durch   ^,  y^ 
und  setze  der  Kürze  wegen  AM:=:Q,  A^M zi=  Qi.A^M==z  q^. 
Ferner  -  bezeichne  man  die  von  den  Linien  AlUt^  A^ßf^  A^M  un^ 
von  den  aus  dien  Punkten  A^  A^ ,  A^  gezogenen  Parallelen  mit  der 
Richtung  der  positiven  ersten  Coordinaten  leiogeschlosseiieii   Win- 
kel,  indem  man  diese  ^Winkel   von  der  Richtung  der  positiven  «r-, 
sten  Coordiniiten  an   durch  den  Ooordinatenwinkel  hindurcli  von  4^ 
bis  360®  zählt,   respective  durch  9,  gp^,  9,  und  a>;  so  hat  man  of-. 
fenbar  die  folgenden  Glieicbungen : 

a;  =  0r  +  ^  cos  y,        ^  =  ^  +  ^  sin  9; 

ar  =  «i  +^,  cos  5Pi,  y=:^i  +  ^,  sin  y^; 

^  =  »,  -I-  ^a  cos  9,,  y  =  ^3  -f.  ^,  sin  9,  ; 

- 

"*)  Etwa  mit  der  einen  Hälfte  des  magnetischen  Meridians. 
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MM  nd  kann ,  wie  sogleich  erhellen  wird ,  die  Werthe  der  DifTerenzen 

^p — -Wy  9), — a>,  ^3 — CO  immer  leicht  aus  den  gemessenen  Winkeln 

fiLnden,  weshalb  man   diese  Differenzen   als  bekannt  zu-  betrachten 

berechtigt  ist.    Bezeichnen  wir  nun  die  aus  den  gemessenen  Win- 

Bcelü  sich    ergehenden    Werthe   der  Differenzen.  q>  —  a>,  g>^  — a>, 

9,  —  fo  durch  a,  a,,  a,,  und  nehmen  an,  dass  diese  Werthe,  wie 

dies  u.  A.   hei  Messungen   mit  der  Boussole   der  Fall  'sein  könnte, 

fltämmtlich   mit  einem  und   demselben   constanten  Fehler  0  behaftet 

sind,  so  dass  nämlich  a  +  .@,  a, +0,  a, +  ®  die  uchtigen  Wer- 

Che  der  in  Rede  stehenden  Differenzen  sind;  so  ist 

9  —  ö>  =  a-|r0,         f)i=a  +  ci>-|-0; 
y,^  — w  =  ai+0,     gp,  =:aj -|-a>  +  0; 
9P,  —  co  =  a, -f-0,     9p,  =a, +  CO  +  0; 

folglich  nach  dem  Obigen 

jr  =  0  +  ^  cos(a  +  CO  +  0),         y  =  6  +  q  sin(a -fr  co  -h  0); 
4?=ff,  +^,  cos(a,  +  w-f-0)>  y=^i  +^i  sinCa,  47CO-f-0); 
a=a2  -h^a  cosC«, -l-co  +  0),  y  =  ^3  +  ß,  sinCa,  -|-(O  +  0); 

woraus  sich 

taug  (ce,  +  CO  -^  0)  =^-^, 

tangCa,  +  co  +  0)  =  j5^ 

ergfiebt..    Diese  Gleichungen  bringt  man  aber  leicht  auf  die  Form. 

i{r8in(«f  +  co  +  0}      — yeos(a  +  CD  +  0)    , 
==  a  sin(a  +.(0  +  0)      —  d  co8(a  +  co  •+•  0), 

.rsiu(ai  -f-co  +  0)    — ycos(ai  +co-f-0) 
==  «,  sinCttj  +  CO  +  0)  —  dl  cosCa^  +  co  +  0), 

a:  sinC«,  +  co  +  0)    -^ —  y  cos(a,  -f-  co  -|-  0) 
'  =  a^  sio^a,  '•^w-^^O)  —  d^  cos(tt,  -|-  co  -|-  0) ; 

■■d  erhält  aus  denselben  durch  Elimination  von  o:  und  y  die  Glei- 
ehnog: 


I  sinC«,  -|-coHP0)cos(a,-|-co-f-0)— cos(aj4-w+0)sin(aa+cö+0)  | 
X  |asin(a+co+0) — ^cos(a-|-co-4-0)} 
-4-}  sinCc«a-Ho-H0)cos(a+co+0)— cosCa,+(ö+0)sinCcH-co+0)  j 

X  {»iSioO»,-|-CO+0)— ^iCO8(c«i+CÖ-|-0)j 

-f-jsin(a-H«>-*-0)cosCai-Ho+0) — co8((H-(ö+0)sin(ai+co+0)| 
X  {a,8lnCa»-|-co+0)  — ^,co8Ca,-Hü+0)}; 


zu 

* 

"Setzt  man  der  Kürze  wegen. 

ir=     8iB(a,  —  «,)  (a  sin  a  —  h  cos  «) 

+  siD(a2 — a)(0risina| — £,  cosai) 

Zrf  s=     ,  siD^tti  —  a,)  Cup  cos  a  +  ä  sin  a) 

-i-8iD(a,  — a)  («j  cos«!  +^i  sinttj) 
+  siD(a  —  a|)(tf,  cosa^  +  lS'a  flfina,); 

so  nrt,  wie  sogleicli  erhetlen  wird: 

jr  cosCco  +  0)  +  Z  sinCco  +  0)  =  0, 

also 

K 
tangCca  -f-  0)  =  —  -£. 

Berechnet  man  die  Büfftfg^roBsan  f»,  %\  f»,,  1^^\  ]»,,  X,  auf  bekannte 
Weise ,  mittelst  der  Formeln 

«r  c=±  jjE^  cos  X/  ^  =  f^fsinl; 

«^=/*,-cosA.,  ^,  as/^isin^,; 

«r,  =/i&,  cosX,,  ^3  =  f^,  sin  A.3 ; 
so  ist 

£/  2=      ^  sin^a j  —  «,)  cos(a  —  V)  » 

'+j»j  slnC«,  —  a)«osCai  — Ai) 
-f-  /Urj  sin(a  —  «i)  cos^a,  -^  X,)^ 

mittelst  weletor  Forateb  die  Gröascn  K  «nd  Z^  ohne  Schwieng^V 
Lerechnet  werden  können. 

Zwischen  q  und  q^  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichunge 


^cos(a-|- w  +  0)— ^^  cos^ttj  +w-|-0)  =  «j^  — «, 
q  sinC« ^*  öj  -f-  0) .—  ^j  sinjC«!  -f-  w  -f-  0)  ^=  ^,  — ^T 

aus  denen  sich 

(«,  —  d)  sin(a,  4- ai  -f-^  — (^i  —  h)  cos(a,  -f-  01  -f-'^) 
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oder,  wenn  maD  die  Hiilfigrössen  k  und  i  mittelst  der  Formeln 

«1  —  azszk  C08 1,  ^1  —  bz=zk  sin  i 
bereekDOtt 

•  -sin (ct I  —  t  4- ft>H-  ^) 

ergiobt.    Hat  man  aber  auf  diese  Weise  q  geftinjen,  so  erhält  man 
die  Coordinaten  jp  und  y  leicbt  mittelst  der  Formeln 

ijr  =  «r  +  ^  cos(a  +  ci>  +  0),  y  =  ä  4-  ^  sin^a  4-  w  -f-  0) ; 

lind  dann  q^  und  ^,  mittelst  der  Formeln 

^'         co8(ai +o>-|- 6)         8in(ai -|.ai+ 6)' 

«_  ^  — «a  3_  y  — ^a 

^*        COS {a^'^ta-^  8)         sin(a,  -|-  w  -f-  ©)' 

Aocb  hat  man  nach  dem  Obigen  zur  Bestimmung  von  a:  und  y  die 
Gleichungen 

■ 

jrBin(a+w-*-0) — ycosCa+«+0)=fi8in(a — X+ctf+0), 
jrsin(a,+w+0)  — ycos(a,+cü+0)=/itj8iD(aj — ^i+ci>+0), 
«8in(a,+ci>+0) — yco8Ca,-|-(ü-|-0)=/itjjSin(a, — A,+w+0); 

ais  denen  sich  u.  A, 

8in(a — «,)  •  ' 

iisinfa— JlH-fiH-Ö)  *in(a  iH-o>4- O)— a ,  8in(a ,  — A ,  ^-01+0)  sin(a-|-oi-|-0) 
^  8in(a  — «,) 

«igiebt. 

Da  f  immer  eine  positive  Grösse  sein  muss,  so  kann>  wie  leicht 
«hellen  wird,  nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie  man  den  Winkel  ia 
+6  in  nehmen  hat,  wenn  man  denselben  mittelst  der  For^iel 

1  K 

tang(w  +  0)  =  —  "27 

krechnet.   Weitere  Bemerkungen  über  die  obige  Auflösung  können 
^fiiglich  dem  Leser  überlassen. 
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XV. 

Remarques  faites  k  roccasion  du  No.  XIII. 
T.  IV.  p.  113.  de  ce  journaL 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 


Dans  Particle  c\t6  M,  le  r^actenr  a  commoniqu^  uoe  ^uatioi 

fän^rale  de  M.  Bertrand  qui  sert  a  troaver  la  valeur  de  PiDtegral« 
^fini 


X  /^l-f-orw) 


0         1  -f-  Ol' 


i/o*. 


Cette  ^uation  est  la  suivatite 

(1)      /  /((Oya:)dü)=  r  9(ar)«te+  /    ^^{^x)da: 

dans  laquelle  ^{jod)  signifie  ce  que  derient  /(xm)  lorsqo'oo  ii 
a:  au  Heu  de  ci>,  et  SPa(w)   ce  que  de\ient  j  ,    *     da:  cd  ■ 

tant  jc  au  Heu  de  ia  apres  la  differeotiation  et  rint^gratioo. 
ce  long  avertissement  la  formale  (1)  n'a  aucuoe  signification  et 
serait    donc    un  grave  inconv^nieut  «i  cette  ^quation   De    poorrfl 
s^exprimer  d'une   maniere  plus  simple.     Or  od  verra  avec  peu  d'»'* 
tentioD  qQ'elle   n'est  autre  chose   qu'un  eas  particulier  du  priori 
de  la  differeotiation  sous  le  siffne  integral. 

En   effet,  soient  a  ^X.  b  des  fonrtions  de   a:  et  en   d^sigo» 

pour  plus  de  commodit^  la  d^rivee  -^ — -  d'une  fooction  qoeleoncs 
F(^x)  par  dxP(jxi)^  on  a  en  g^n^ral 

d'oii  Ton   tire  en  particulier,  en   faisant  ^  =  ^  et  «r  ind^peud^i 

de  a::  ^ 

« 

(3)    dxj  ^f(ui,a:')du)=zfQa:^a:')'\-J  ^  dxf(<(i>ya:)dw. 
Maiotcnant  si  l'on  fait 
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oa  anra 


(4)    äa,f{a:,w)=f'(a:,w) 
et 

Mais  00  voit  sans  pcine  qae  Pod  aorä 

en  ä«liBeUant  que   le   demier  membre  signifie  qu'il  faut  changer  oi 
eo  or  diios  Pexpression^     f{a7^w)da:  apr^s  l'iut^gratioo. 
11  suit  donc  de  (5)  et  (Ö) 

•  OQ  d'apres  (4) 

€e  qni  cliaog^e  (3)  en 

(7)     dx  f  /(a>,a?)rfw=/(^,a?)-f- f  /     djif\a:,ixi)da; 

Ja  .  \m  ß    tt  J..  =0? 

^r  J\x^oEi)  est  le   m^me  que  ce  qu'on  a  exprim^  par  ^C*^)  daos  la 
Sbrnale  (1)  et  \^    fAafC^^^^da:  l  _^     est  le  m^me  que  y»C^) 

^ans  cette  formale.     Duuc  d'aprös  cette  uotation  la  formale  (4)  ou 
iZ)  86  r^duit  k 

I 

et  en  iot^grant  par  rapport  a  a:  entre  ieü  limites  ^  =  a  et  a:z=:a; 
if  s'easuit 

00  puisque  /    f(iD^a)di»  eöt  ^videmment  ^gal  a  zero 

J^/(ui,a:')do)=J^^(^a:)da:  -^rj^^^^.as^da:. 

N 

11  r^snlte  de  ce  qui  pr^c^de  que  T^quation  de  M.  Bertfand  n'eit 
qo'un  cas  particulier  de  Piutägrale  de  la  formale  qui  sert  a  diffi^- 
reotier  soos  le  sigoe  iotdgral  les  int^ffrales  d^fiaies  par  rapport  a 
Qoe  variable  dont  les  limites  soot  des  fonctioos,  et  que  par  oons^» 
queot  toutes  les  cons^queoces  que  Tou  eu  peut  faire  se  ddduirou.t 


218 

aussi  de  la  fornnle  ^aivalente  (3)  et  a  fortiori  de  la  formule  g^- 
D^rale  (2). 


Ainsi  pour  tronver  li^  ?aleur  de  Tittt^gprale  definie 
Von  diffdreotie  par  rapport  a  ^,  et  la  formule  (3)  donne 

*  I 


qmAd 


mais  on  a 

Ol 


(1  ^.  0,8)  (1 -h  orai) 
d'oü 

tid(0  1 


En  substituant  cette  valeur  daos  (9)  on  obtieDt 


^xV 


I        I  HL 


^uation  qqe  Foo  peut  ^orire  «ous  la  fqr^e 

2</j;y  z=  /(l  -I-  ^')flfr  arctan  .  a:  ^  arct^n  .  acelxl*  (1  •+-  ^*) 

=  «tr[/(l  •+•  iO?')  ;  arctan .  ^J 

et  en  int^grant  par  rapport  k  ^: 

2y  =  /(l  +  ^')  .  arctao .  ^+  C. 

La   quantit^  C  ind^pendante    de  xc  est  d'aprfes  (8)  ^gale   k  z^ro. 
Douc  on  a 

f^^^dw  =  i/(  1  +  ^*)  •  arctan  .  a:. 


Quant  a  la  formule 

«ue  Ton  a  d^daite  de  r^natiun  (1)  et  |a  quelle  offre  uae  6xten$M 
6u  priucipe  de  riiit^gration  par  partie,  eile  a'ubtieui  de  wtee  de  T 
quution  (3),  mais  P^qqation  (2)  naiis  dona«  la  formule  plus  gdn 
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(10)  y][ V C^)^^)  ^^^  =  ^(v)y^jFCa:)(/a:  —  ip(ßi)  f ^ F(,:»ya: 

m  ti  V  d^ignant  des  foncHons  qoelconqnes  de  a:  ^\  n  iiiie  coii- 
lUote«  Cepeudant  od  o'u  pas  befloin  do  trausfurnier  (2)  pour  oi»re- 
■ir  la  formule  pr^c^dente,  parcequ'oD  y  parvieudra  immi^diatement 
tn  nnyeD  de  la  formule  conoue: 

«Erl^(^)  5P(;r)l  =X^)«try  C-^)  +  dxipia:) .  jpC^). 
Gar  en  int^grant  eutre  les  limites  ti  et  v  par  rapport  a  sc^  on  aura 

sab 

d'oä 
fp(i;)5p(v)  —  ^(ff)5p(«/)  =y^  \pa:dx^(a:)da;  -f- y  ^  dx^f(a:)^{a:)dx. 

PoaOM 

9)(a?)  =  y     F\a:)da:^ 
Ol  aora 

jp(«)  ^s:^f  F(x)dx,  vC»)  •=f^Fiaf)dx  et  ftyC^r)  =  /X^); 
fir  coDiequeiit 

Ki  renTeraant  lei  termes  oo  obtient  la  formule  (10),  par  laquelle 
'  i'oB  ktefpre  pmr  partie«  eatre  des  iimitea  quelconquei. 


mim 
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XVI. 

Uebungsaufgaben  für  Schaler. 


Aufgaben  aus  den  Cambridge  problems,  proposed  by  the 

moderators  to   tbe  candidates  for   mathematical  honora 

at  tbe  general  examination  1842  —  43  und  1843. 

Mao  soll  beweisen ,  dass  die  Summe  eines  Bruchs  und  seines 
reciprokeii  Wertbs  immer  grösser  als  2  ist. 

Man  soll  beweisen,  dass,  wcfin  ©  den  von  den  Diagonalen 
eines  ^arellelogramms,  dessen  Seiten  a,  d  unter  dem  Winkel  a  ge« 
fl^en  einander  geneigt  sind,  eingescblossenen  Winkel  bexeichnet,. 
jederzeit 

^       2aA  sin  a  2ab  sin  a 

ist. ' 

Wenn 

^,        cos  «  ^  ^         cos  a,      tanff  B  tancr  a 

cos0»  = T,  cos  0.'= s^,   - — ^-^  =- — - — 

cos  ß^  '  cos  /}  '    tang  O,  tang  a^ 

ist,  so  ist  immer 

tang  la  tang  {a^  =:tang  \ß. 

Wenn  E  und  JF^  die  Punkte  bezeichnen,  in  denen  die  Seiten 
^C  und  ^if  eines  Dreiecks  von  den  auf  sie  von  den  gegeniiberste- 
beoden  Spitzen  B  und  C  gefällten  Perpendikeln  getroffen  werden, 
so  ist  immer 

B€^  =  JB .  Br-i-  AC.  CE. 

Wenn  lar,  b,  c  die  Seiten  und  A^  By  C  die  gegenöbersteheoden 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  sind,  und  r  den  Halbmesser  des  ubi 
dieses  Dreieck  beschriebenen  Kreises  bezeichnet^  so  ist  immer 

a  cos  A^ö  cos  B  +  c  cos  C=kr  sin  A  sin  B  sie  C 

Wenn  die  Sinus  der  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  eine  arith- 
metische Progression  bilden,  so  bilden  auch  jederz'eit  die  Cotan- 
genten  der  halben  Winkel  dieses  Dreiecks  eine  arithmetische  Pro- 
gression. 

Wenn  A,  B^  C  und  A\  B\  C*  Punkte  in  der  Peripherie  eines 
Kreises,  und  die  Linien  AB^  AC  den  Linien  A'B\  A'(T  besie- 
hungsweise  parallel  sind,  so  sind  auch  jederzeit  die  Linien  JSC 
und  B'C  einander  parallel. 

Ein  rechtwinkliges  Dreieck  durch  eine  auf  seiner  Hypotenuse 
senkrecht  stehende  Linie  zu  balbireu. 
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f 

Wenn  zwei  Kreise,  deren  Halbmesser  a  uod  h  sind,  sich  von 
Aussen  berühren,  and  @  den  von  zwei  ffemeinscliaftlicben  Beriih- 
rungslinien  dieser  beiden  Kreise  eingeschlossenen  Winkel  bezeich- 
net, so  ist  immer 

sin  (5^  =  — -. 7— — • 

i 

W«nn  die. Zahl  n  sich  in  q  Quadrate  zerlegen  lässt,  so  lässt 
die  Zahl  2(^ — l)i»  sich  immer  in  q{q — 1)  Quadrate  zerlegen. 

Die  stereographische  Projection  eines  Cubus  auf  einer  auf  sei- 
ner Diagonale  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  wenn  dus  Auge  sich 
in  der  verlängerten  Diagonale,  befindet,  ein  gleichseitiges  Sechseck. 
Befindet  sich  das  Auge  in  einer  der  Diagonale  gleichen  lÜntfer- 
nnog  von  dem  Cubus,  so  verhalten  sich  die  Sinus  zweier  einander 
benachbarten  Winkel  dieses  Sechsecks  wie  8 : 5  zu  einander. 

Ein  leuchtender  Punkt  befindet  sich  in  der  grossen  Axe  einer 
Ellipse  in  der  Entfernung  u  vom  Mittelpunkte;  man  soll  beweisen, 
dass  die  Entfernung  Vx  des  Bildes  nach  der  ^ten  Reflexion  vom 
Mittelpunkte  durch  die  Gleichung 

ae  —  ( —  i)^ux  __^  /^i  -f.gN=^J^    ae  —  u 
, ae-{-  ( —  i)^ux         \l  ^  ej        *  ae-^  u 

gefunden  wird. 


Sätze  von  den  Kegelschnitten,  welche  zu  beweisen  sind. 

V«n  Herrn  Fr.  Sejdewitz,  Oberlehrer  am  Gymnasium 

zu  Ueiligenstadt. 

Nennt  man  eine  jede  Sehne  eines  Kegelschnittes,  welche  durch 
einen  .Brennpunkt  geht,  eine  Brennsebne,  und  je  zwei  solche  zu 
einander  rechtwinklige  Sehnen  zwei  zugeordnete  Brennsehnen  dem- 
selben, so  bat  man  die  Sätze: 

1.  In  jeder  Ellipse  und  Parabel  ist  die  Summe,  und 
in  jeder  Hyperbel  ist  die  Summe  oder  der  Unterschied 
der  recjproken  Wert  he  der  Stücke,  in  welche  eine  Brenn- 
sehne durch  den  Brennpunkt  zerlegt  wird,  jenachdem 
letztere  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Hyperbel  liegt, 
constant,  und  zwar  viermal  so  gross  als  der  i;eciproke 
Wei^th  des  Parameters. 

2.  In  jeder  Parabel  ist  die  Summe  der  reciproken 
Werthe  je  zweier  zugeordneter  Brennsehnen  gleich  dem 
reciproken  Wert  he  deiB  Pa  rameter  s,  injedejr  Ellipse  gleich 
der  Summe  der  reciproken  Werthe  des  Parameters  und 
der  Hauptachse,  und  in  jeder  Hyperbel  ist,  wenn  beide 
Brennsehnen  innerhalli'oder  beide  ausserhalb  derselben 
liegen,  die  Summe;  dagegen,  wenn  die  eine  innerhalb, 
die 'andere  aosserhalb  liegt,  der  Unterschied  ihrer  re- 
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eiftrokeo  Wertb«  gleich  4ea  üatersehiede  der  recipro« 
keo  Wertke  des  Paraaeter»  «nd  der  Baaptacbse. 

3.  1b  jeder  Parabel  ist  die  SuaiBie  der  reeiproken 
Wertbe  der  Reebteeke  zwiscbeo  den  dureb  deo  Breaa- 
puDkt  beitioiaiteD  Abschoitten  je  zweier  zogeordneter 
BrcDnseboea  deai  reciprokeo  Wertbe  des  Quadrates  des 
balben  Parameters,  ia  jeder  Ellipse  der  Summe  der  re- 
ciprokea  Wertbe  der  Ünadrate  des  balben  Parameters 
und  der  balbeo  Nebeaacbse,  uod  ia  jeder  Hyperbel  ist^ 
weuo  beide  BrenosebueD  innerbalb  ader  beide  avsaer« 
halb  liegen,  die  Summe;  dagegen,  wen«  die  eine  inner- 
halb, die  andere  ausserhalb  liegt,  der  Unterschied  je- 
ner reciproken  Wertbe  dem  Unterschiede  der  reciproken 
Wertbe  der  Quadrate  des  balben  Parameters  und  der 
halben  Nebenachse  gleich. 

4.  In  jed-er  gleichseitigen  Hyperbel  sind  je  zwei 
zugeordnete  Brennsebneo  von  gleicher  Länge,  und  die 
Rechtecke  zwischen  ihren  durch  den  Brennpunkt  be- 
stimmten Abschnitten  von  gleichem  Inhalte. 

5.  Die  Summe  der  reciproken  Wertbe  der  Quadrate 
über  den  vier  Abschnitten,  in  welche  je  zwei  zugeord- 
nete Btennsebnen  im  Brennpunkte  getbeilt  werden ,  ist 
für  die  Pa,rabel  24mal  so  gross  als  der  reciproke  Werth 
des  Quadrates  des  Parameters,  und  für  die  Ellipse  oder 
Hyperbel  24mal  so  gross  als  der  reciproke  Werth  des 
Quadrates  des  Parameters,  weniger  oder  mehr  dem  Dop- 
pelten des  Quadrates  der  halben  Nebenachse. 

6.  In  jedeV  Ellipse  ist  die  Summe,   und  in  jeder  Hy- 
erbel  ist  der  Unterschied  der  Rechtecke  zwischen  zwei^ 

*aar  Zuglinieo,  welche  von  beiden  Brennpunkten  nach 
den  Endpunkten  zweier  zugeordneter  Durebaiesser  ge- 
zo§^en  werden,  von  unveränderlichem  Inhalt^  und  zwar 
der  Summe  oder  dem  Unterschiede  der  Quadrate  der  hal- 
ben Achsen  gleich. 


f. 


xvu. 

M  i  s  c  e  1 1  e  n. 


In  Schumachers  astronomischen  Nachrichten  No.  491.  S.  171. 
hat  Herr  Professor  Anger  zu  Danzig  die  folgende  iatereasaBta 
Bemerkung  mitgei  heilt. 

Wenn  man  unter  dem  Höhendreierk  eines  Dreiecka  daa  Dreieck 
versteht,  welches  durch  Verbindung  der  Fnsspunkte  de^  drei  Uöbeo 
des  {gegebenen  Dreiecks  durch  gefade  Linien  entsteht,  mm  cicbt  es 
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switchen  dem  Radius  des  aoi  das  g^egebene  Dreieck  bescIiriebeDeii 
iLreiseiy  dem  Radius  des  in  dasselbe  beschriebeDen  Kreises,  dem 
Radius  des  in  dlui  Höheadreieck  beschriebenen  Kreises,  und  den 
drei  Winkeln  des  gegebenen  Dreiecks  eine  merkwürdige  Relation. 
Raaeicbnei  man  nämiich  den  Radius  des  um  ein  Dreieck  bescbrie- 
WBD  Kreises  durch  72,  den  Radius  des  in  dasselbe  beschriebenen 
Kreiacs  durch  r,  den  Radius  des  in  sein  Höheadreieck  eingescbrie- 
'benen  Kreises  durch  ^t  so  ergeben  sich  die  Cosinusse  der  drei 
Winkel  des  gegebenen  Dreiecks  durch  die  Auflösung  der  folgenden 
Cobiadien  Gleicfanng: 

eos*  tt  —  (1  +  JJ-) cos»  «H ^ in*     '    ^^^  ^^^R' 

Herr  Prnfessor  Anger  bemerkt  noch,  dass  sich  viele  interessante 
trigonOfnetrische  Sätae  aus  dieser  Gleichung  ableiten  lassen,  die 
wegen  Uirer  einfachen  Form  einige  Aufmerksamkeit  au  verdienen 
aebeine.  G. 


Ein6  Rechnungssptelerei 

ztLt  Spi'ache  gebracht  vau  Hefvn  Professor  Hessel 

in  Marburg. 


Bei   der   bekannten  Aufgabe ^    nach    welcher   man   die  Zahlen 
1  bis  9  so  in  ein  aus  9  Feldern  bestehendes  quadratisches  TäfeU 

eben  wie  |^^<^^[   einschreiben  soll,  dass  die  Summen  «r  +  ^  +  c, 

( ffAi ) 
rf+  tf +/,  g+  A  -{-  iy  «  -f-  ^/-f-  g,  Ä  +  ^-f-  /^  €r-|-/-f-  f, 

a'+'e  +  iy  c-^e  +  g^  gleich  gross  werden,  ist  ^  =  5,  z.  B.  1 951 J . 

(276) 
Man    ändere    nun    vorstehende  Aufgabe   dabin   ab,    dass   gefordeit 
wiiM,  es  ao\\a  +  6  +  c=:ä-{'e'{'/=ff'{'Ji  +  i  =  a-\-(l-^f( 
2=^ -H  ^  *i- ^  =  <?  +  /"+«  =  «-4-^ ■+•«  aber  verschiedeA  von 
c  +  e  +  gi  und  e  eine  von  5  verschiedene  Zahl  sein. 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  G.  D.  E.  Weyer, 
Assistenten  an  der  Sternwarte  zu  Hamburg,  an 

den  Herausgeber. 

Die  von  'Gerling,  Hansen,  Clausen ,  so  wie  von  Euer  etc. 
selbst  bearbeitete  geodätische  Aufgabe  gehört  nach  meiner  Meinung 
zu  den  einfachen  und  nützlichen  Problemen ,  die  beim  ersten  An- 


blick  die  AaflösiiDg  zu  fliehen  scheineti.  So  findet  sich  die  leich- 
tere  umgekehrte  Aufgabe  z.  B.  fast  in  allen  Nayigatlonsbncbern, 
während  die  gegenwärtige  wohl  mit  demselben  Rechte  einen  Platz 
darin  verdiente,  indem  die  unsichere  Messung  einer  Standlinie  auf 
dem  Wasser  dabei  wegfällt  und  zugleich  die  magnetische  Declina- 
tion  des  Compasses  (mit  Einscliluss  der  Lokalattraction)  bestimmt 
wird.  Ich  sehe  solche  Aufgaben  gerne  historisch  nacbgewieseo. 
Hier  ist  ein  Beitrag  dazu  aus  William  Payoe^s  Klements  of  Trigo- 
nometrie, London  1772: 

Uaving  the  distance  of  two  objects  A  and  B  (Taf.  II.  Fig.  0.), 
with  the  angles  observed  at  the  stations  C  and  D\  it  is  required 
to  find  the  distance  between  the  stations  6^ and  D.  —  Construction, 
Cpon  AB  describe  segments  of  circles  that  will  contain  the  giyen 
angles  ACB ^  ABB,  make  the  angle  ABEzzzABC,  draw  AE^ 
upon  ^^  describe  a  segment  of  a  circle  ^1^6!^,  that  will  contain 
the  Supplement  of  the  angle  ACB^  cutting  the  circle  ACB  in  C^ 
draw  ECB^  and  the  thiiig  is  evidently  done. ' —  CalcnlatioD. 
In  the  trianffle  CBA  are  given  all  the  angles,  and  bj  takjng  CB 
at  pleasure  (suppose  1000)  we  may  find   CA  etc. 


Noch  einige  Aufgabeu. 

1.  Wenp  die  Mittelpunkte  A^  B^  C  dreier  Kreise  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen,  und  die  (Lreise  B  und  C  den  Kreis  A  von 
Innen,  sich  selbst  von  Aussen  berühren,  so  ist  immer  der  ausser- 
halb der  Kreise  B  und  C  liegende  Tbeil  der  Area  des  Kreises  A 
der  Area  des  über  der  die  beiden  Kreise  B  und  C  berührenden 
Sehne  des  Kreises  A  beschriebenen  Halbkreises  gleich. 

2.  Die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  seien  den  Wurzeln  der 
Gleichung 

o;, -f- «Ä'j  H- ^^  +  c  =  0 

Eroportional:   man   soll   die  Summe   der  Cosinus  der  Winkel  dieses 
Dreiecks  finden. 

3.  Aus  drei  gegebenen  Punkten  als  Mittelpunkten  drei  sich 
gegenseitig  berühreiMle  Kreise  zu  beschreiben. 


■v 


xvin. 

Theorie  der  involutorischen  Gebilde  nebst 
Anwendungen  auf  die  Kegelschnitte. 

VOD 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  G^ntsium  zu  HeiligeiuUdt, 


(Foitietiung  des  Aufsatzes  No.  XXX.  im  dritten  Hefte  des 

Tiarten  Tbeils.) 

ir«b»r  das  Wesen  und  die  Eigenschaften  der  einem  8y- 
iteae  toq  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Sekanten 

pnd  Tangentendarchschnitte, 

f.  5. 

Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kegelschnitte. 

Steht  durch  unmittelbare  Anscbanunff  fest,  dass  eiaeEllipse 
aad  irgend  ein  anderer  Kegelschnitt,  welche  in  einer 

[  Ebene  beliebig  liegen^  wenn  sie  einen  Ponkt  gemein 
hsben»  ohne  sich  in  ihm  za  berühren^  nothwendig  einen 
iwelten,    und    wenn    einen    dritten,    nothwendig    einen 

;  Tiartan  Punkt  gemeip  haben  müssen,  so  zeigt  man  das  näm- 
Scha  TOB  swei  beliebigen  Kegelschnitten,  indem  man  alle  ihre 
Ptakte  mit  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  durch  Gerade  ver- 
Uadet  und  die  so  erhaltenen  Kegel  mit  einer  Ebene  schneidet,  wel- 
che einer  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  gehenden  und  einen  der 
Kegelschnitte  weder  schneidenden  noch  berührenden  Ebene  parallel 
ist  Und  hieraus  schliesst  man  dann ,  ^  dass  iwei  beliebige  JCegel- 
sehnitte»  welche  eine  Tangente  gemein  haben,  ohne  sich  aelbst 
llngi  danelben  lu  berfihren,  nothwendig  eine  iweita  n.  a.  w.  ge- 
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mein  babea  müssen,  weil  die  Polar -Kegelsclinitte  derselben  in  Be- 
zufi^  auf  einen  beliebigen  dritten  **)  einen  Punkt  und  folglich  zwei 
Punkte  gemein  haben. 

Es  seien  nun  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  K,  K^  von 
beliebiger  Gestalt  und  Lage  gegeben;  es  sei  A  eine  beliebicre  Ge« 
rade  dieser  Ebene,  und  ß^  B^  die  barm.  Pole  von  A  für  Jl,.  jflT,. 
Ferner  seien  a^  b^c^  d ,  •,,  und  a^,  6t,  c^^  ä^  , ,,,  der  Reibe  nach 
und  beziehlich  die  barm.  Polaren  der  Punkte  a,  (,  C,  b  . . . .  von  A 
für  iT,  ÜT,,  und  di«  Punkte  B^  B^  mit  a,  (,  C,  b  . . . .  durch  die 
Strahlen  o',  ^,  c',  «^' .  • . .;  n'i,  b\y  d^^tPy  ....  verbunden;  so  sind 
je  zwei  Strahlen  «r,  i^\  byb\,,,  für  JT,  und  a^^a\\  ^i»  ^i  •••• 
für  iSTi  zug.  harmonische  Polaren.  Man  hat  also  nach  §.  4.  1.  nm 
jeden  der  Punkte  B^  By  zwei  involutoriscbe,  a  potiori  also  projek- 
tivische  Strablbfiscbel  B  und  B\  B^  und  B\,  von  denen  überdi 
B*  und  B\  perspektivisch  sind»  nimUeb: ' 

Bia^b,  c^d,,.,)z=:ff{a\  ä',  c',  i/' . . . .)  =  -^(a^  b,  C,  b . . . .) 
^Biia\y  ^i,  e'^^  1^1  ..,.)=  Ä^(ai,  by^c^^  d^  ....), 

also  ist  auch 

B(a^  b^  Cy  d ,,,,)  =  Bi{aiy  b^y  £?,,  d^  ..,.). 


1.  Die  harmoniseheB  Po- 
laren aller  Punkte  einer  be- 
liebigen Geraden  in  Bezug 
auf  zwei  in  einer  Ebene  be- 
liebig      liegende       Kegel- 


1.  Die  harmonischen  Pole 
aller  Strahlen  eines  belie- 
bigen Punktes  in  Bexvg  anf 
zwei  in  einer  Ebene  belie- 
hig  liegende  Kegelschnitte 


')  Sind  nämlich  JT,  £\  zwei  beliebige  K«g«Iscbnitte,  ^,  ^,,  o,  /l,  /,  «f .... 
Tangenten  von  /Tj,  und  B^Bi  te^yß^f  yo><^o****  die  harmonischen  Pole 
derselben  für  K\  sind  ferner  0,  i»  C,  b .  •  •  •  und  <ii,  b|,  Ci,  b|  ••  ••  dit 
Durchschnittspunkte  von  A  und  J^  nut  «»A)^,«^*«.*,  und  Oyi^iLdm**» 
und  a^y  &i,  c^,  d^  ....^  die  Strahlen^  welche  beziehlich  B  und  6^  mit 
ctq,  /9o,  ^o)  cTq****  verbinden,  so  sind  a,  ä,  c,  «f....  der  Reihe  nach  die 
harmonischen  Polaren  von  a,  b,  (,  ^••..,  und  0,,  Ä|,C|,£f| ....  die  har- 
monischen Polaren  von  a^  bi,  C|«  bi ....  für  K\  also  sind  die  Punkte 
a', b\c\b'.*.*,  wo  ^  die  a^byC^a.*.,  sehneidet,  die  zugeordneten  htr^ 
raonischen  Pole  von  a,  b,  C,  b....,  und  die  Durcfascbnittspunkte  ofi,  fT,, 
C'i,  b'i-...  Ton  A.  mit  aiyb^yCi^d^,,»,  sind  die  zuff.  narm.  Pole  von 
An  bi^  Ci,bi ....    Nun  aber  ist  nach  §.  4.  1.  und  Einleitung  11. 

^»,  ^,  i:,rf.. ..)  S  ^(O',  b', C*, b' ...,)  =  ^(O,  b, C,b^..)  ass  ili(<li, b„ Ci,b,  .•-) 

ako  aueh  £f(a,^,  0,1/.. •.)  ob  ^,(a,,  ^i,c.,<l, ....),  d.h.  die  hsrnroni- 
schen  Pole  der  Tangenten  von  K^  für  AT  liegen  auf  einem  dritten  Ke^ 


gebchnitte  iT,.    Ist  nun  ex  die  Tangente  in  i?, ,  so  ist  0  die  Yerfci 

dungslinie  von  B  und  B^,  t  der  gegenseitige  Durchschnitt  ven  ^  ui 


Polare 


„ „_„ ^. und 

Ci  der  Berührungspunkt  von  A»,  also  sind  auch  die  harmonischen 
-  -.iren  aller  Punkte  von  AT,  für  A  Tangenten  von  Ki»  Haben  nun 
zwei  Kegelschnitte  eine  Tangente  gemein,  so  ist  der  harmonische  Pol 
derselben  fGr  K  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  ihrer  Polar-Kegelschnitte 
für  JT,  and  die  harmonischen  Polarea  der  beiden  gemeinsehsfÜicfaen 
Punkte  der  letsteren  siod  genMinschafcliehe  Tangenten  der  ersCerea« 
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felmitte  sehneidieD  sich 
paarweise  auf  dem  Umfaoj^e 
eines  dritten  Kegelschnit- 
te», welcher  anch  die  beiden 
hamonisehen  Pole  jener 
Garmden  anth&lt. 


liegen  paarweise  anf  den 
Tangenten  eines  dritten 
Kegelschnitts,  weicherauch 
die  beiden  harmonischen 
Polaren  jenes  Punktes  be- 
rührt •) 


Ist  üi  der  gegenseitige  Durchschnitt  der  harmonischen  Polaren 
ron  a,  so  ist  auch  a  der  Afeffeaseitige  Durchschnitt  der  harmooi- 
lehen  Polaren  von  üi  txLiJS^£^\  daher  nennt  Berr  Poncet  et  sol- 
che awei  Punkte  a,  ai  reciproke  oder  Wechaelnunkte  in  Bexug 
anf  Ü^.JTi,  und  in  deoMelhen  Sinne  sollen  awei  Gerade,  deren  jode 
die  harmonischeo  Pole  der  anderen  in  Bexug  auf  Ky  K^  eutbält, 
Wechselstrahlen;  ferner  soll  der  Keg4^l8chnitt,  dessen  sänulitli- 
che  Paukte  mit  denen  einer  Geraden  jtf^wAtt  von  Wechsel(ifink« 
tan  bilden«  der  Wechselpunkt- Kegelschnitt  dieser  Geraden, 
add  jener  I  dessen  sämmtliche  Tangenten  mit  den  Strahlen  eines 
Pimktes  Paare. Yon  Wechselstrahlen  bilden,  der  Wechselstrah- 
len-Cegelschnitt  dieses  Punktes  —  in  Bezug  auf  JT,  K^  — 
heissen. 

Die  Wechselpnnkt»  Kegelschnitte  aweier  verschiedenen  Geraden 
A^  A'  in  Bezug  auf  K^  JT,  haben  noth wendig  einen  Punkt  4,^ 
nftmßeh  den  Wechselpunkt  ihres  Durchschniltes  |  gemein,  a)  Be- 
rühren sie  eich  nun  nicht  in  diesem  Punkte  Oj,  so  haben  sie  aoth- 
wendig:  einen  zweiten  Punkt  p  gemein;  die  harmonischen  Polaren 
dieses  runktes  p  eonvergiren  sowohl  auf  A  als  auf  A\  ohne  durch 
4  V^  Ifeheni  also  fallen  aie  in  eine  einzige  Gerade  P  zusammen  $ 
lad  da  diese  Gerade  nua  jede  Gerade  der  Ebene  in  einem  Punkte 
schneidet j  dessen  harmonische  Polaren  für  ü^  JT«  durch  p  firehen, 
so  Ihaben  die  Wechselpunkt. Kegelschnitte  aller Cleraden  tvitK^K^ 
den  Punkt  p  gemein,  b)  Berühren  sie  eich  in  ((| ,  so  seien  iS,  Rf 
fie  harnu>niscben  Polaren  ¥on  q,,  die  also  durch  (^  gehen  müssen; 
es  aei  ß'  der  harmonische  Pol  von  IV  für  K,  B^  der  harmonische 
Pol  von  R  für  K^^  und  es  heisse  a,  als  harmonischer  Pol  von  il 
fir  uBT  und  von  IV  für  K^  beziehlich  B^B^.  Denkt  man  sich  nun 
die  Wechselpunkt- Kegelschnitte  von  R  und  IV ^  und  erwägt,  dass 
die  Geraden  BB\  ByB^  die  harmonischen  Polaren  von  q  fdr  K^ 
Kn  sind,  und  dass  in  den  projaktivischen  Strshlbüscheln  B^  B^ 
(JB'i  B'i)^  welche  den  Wechselpunkt- Kegelschnitt  von  R{IV)  er- 
zeugen, die  Tangente  in  0{ßr^)  dem  gemeinschaftlichen  Strahle 
JfiB(B'B^)  ent^ricbt,  so  «ieht  man,  dMS  die  Geraden  BjB  und 
B'B'i  jede  den  anderen  Kegelschnitt  in  qi  berühren.  Bildeten 
sie  nun  eine  p^emeinschafdiche  Taugente,  so  hätte  der  Punkt  q  fdr 
jK  und  üTi  einerlei  harmonische  Polare;  wo  aber  nicht,  so  hätte 
diess  neue  Paar  V4>n  Wechsebunkt- Segelschnitten  einen  zweiten 
Punkt  p  gemein,  welcher  für  JK  und  JS7  einerlei  harmonische  Po- 
lare haben  und  aftmmtlioben  Wcch8elpnnkt*K'egelsiAnitten  gemein- 
schaftlich angehören  müsste. 

2.    Sind  in  einer  Ebene  zwei  Kegelsclinitte  von  be- 


^  Da  die  hdideneitigen  lletrachtungen  dem  Wesen  nach  allemal  eins  sind, 
so  wird  man  die  eine  jedesmsl  gern  ei^lassett. 

15* 
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liebiger  GestAlt  uud  Lage  gegeben,  so  giebt  es  id  dieser 
Ebene  allemal 


einen  Punkt  p,  dessen  bar- 
ftioniscbe  Polaren  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  in 
eine  einzige  Gerade  JP  zu- 
sammenfallen. 


eine  Gerade  JP^  deren  har« 
monische  Pole  in  Besng  «nf 
beide  KegelBcbnitfe  sieh  ii 
einem  Punkte  p  Tereiniges. 


Dieser  Punkt  ^  liegt  nun  etatweder  1)  innerhalb  beider 
Kegelschnitte  iiT,  Aj,  oder  2)  innerhalb  des  einen  und  ans-'  ' 
serbalb  des  anderen,  oder  3)  ausserhalb  beider,  und  die- 
sen Fällen  entsprechend  wird  die  Gerade  7*  entweder  keinen  yon 
beiden,  oder  nur  einen,  oder  beide  durchschneiden.  Die  Inrolutie- 
nen  zug.  harmonischer  Polaren  des  Punktes  p  in  Bezug  auf  K  wni 
jITi  besteben  nach  §.  4.  1.  im  Falle  1)  beide  aus  gl  eich  lie- 
genden', im  Falle  2)  die  eine  aus  gleichliegendeilk,  die 
andere  aus  ungleicfaliegenden,  im  Falle  3)  beide  aus  vn- 

f  leichliegenden  Gebilden;  daher  haben  sie  nach  §.  3.  5.  im 
alle  1^  und  2)  allemal  ein  Paar  zugeordnete  Strahlen  /*,,  P,  ge- 
mein, im  Falle  3)  aber  nur  dann,  wenn  die  beiden  von  p  ausge- 
benden Tangentenpaare  sich  -ein-  oder  au sschli essen.  Diese  Gera- 
den jP|,  /'s  haben  die  Eigenschaft,  dass  eine  jede  die  barsioniichen 
Pole  der  anderen  für  ICy  K^  enthält,  Pole,  welche  übrigem  auch 
auf  P  liegen  müssen;  also  schneidet  eine  jede  die  f  in  einem 
Punkte  p^y  Pii  der  in  Bezug  auf  K  und  JTi  der  harmonische  Pol 
der  anderen  (P, ,  JP|)  ist.  Von  den  beiden  Involutionen  sng.  har- 
monischer Pole ,  welche  einer  dieser  Geraden ,  z.  B.  /*  angehören, 
sind  zwei  jener  drei  Punkte  p^Pi^Pti  also  hier  p^^  p^^  ein  Kern, 
zug.  Paar;  bedenkt  man  also,  dass  Pi,  p^  beide  ausserbalh  einss 
Kegelschnittes  /^(Jr,)  Hegen  müssen,  wenn  p  in  demselben,  und 
dass  der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb,  wenn  p  ausserhalb 
desselben  Heg^,  so  ergeben  sich  als  die  einzigen  I^gen,  deren  die 
Punkte  Py  Pii  p%  in  den  genannten  drei  Fällen  fabig  aind,  fol- 
gende: 

Ister  und  3ter  Fall. 

p  innerhalb  K  und  innerhalb  K^ ; 
p^  ausserhalb  K  und  ausserhalb  K^ ; 
p^  ausserhalb  K  und  ausserbalh  IC^^  $ 

2ter  und  3ter  Fall. 

p  innerhalb  K  und  ausserhalb  A". ;  • 
p^  ausserhalb  K  und  ausserhalb  A", ; 
p^  ausserhalb  AT  und  innerhalb  K^^ 

wo   jeder    der    drei  Punkte   mit  den  anderen  verwechselt  werdet 
kann. 

Offenbar  eher  muss  von  zwei  beliehigeo  Kegelschnitten  M^JC     \ 

innerhalb  des  anderen  oderb)eB'    ^ 


entweder  a)  der  eine  ganz 
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Jeder  gavx  Ausserhalb   des   andereii,    oder  c)  aum  Theil 
ittnerfaalb,  xnm  Theil  ausser balb  des  anderen  liegen.    Im 
Falle  a)  können  von  den  früheren  drei  Fällen  nur  1)  und  3)  ein- 
treten;  denn  läge  p  innerhalb  des  äusseren  und  ausserhalb  des  in- 
neren Reffelschnittes,  so  würde  p^  oder  p^  ausserhalb  des  äusseren 
und  innernalb  des  inneren  liegen  müssen,  was  uumöglich  ist.    Tritt 
aber  der  Fall  3)  ein,   d.  br  liegt  der  einzelne  Punkt  p^  den  zwei 
Regfei  schnitte   allemal    besitzen,    au<serhalb    des   inneren    und    des 
äosaeren,  so  schneidet  die  Gerade  P  beide  in  zwer  Funktenpaaren, 
Welche  sich  einschliessen ;  also  existiren  die  Punkte  p^p-x  im  Falle 
«I  allemal.     Im  Falle  b)  ist  der  Fall  1)  nicht  denkbar,  und  da  im 
FaHe  3)  die  Gerade  P  die  Kegelschnitte  in  zwei  Punktenpaaren 
schneidet,  die  sich  ausschliessen,  so  existiren  auch  im  Falle  b)  die 
Punkte  /»i,  p^   uobediogt.    Im  Falte  c)  endlich  haben  die  Kegel- 
schnitte, da  Berührungspunkte  ausgeschlossen  sind,  entweder  vier 
oder  nur  zwei  Punkte  gemein.    Ist  das  erstere,  so  bilden  die  vier 
Punkte  ein  vollständiges  Viereck,  dessen  Gegenseiten  sich  offenbar 
in  drei  Punkten  /i,  pi,P2  schneiden.    Demnach  kann  der  Umstand, 
dasa  awei  Kegelschnitte  nur  einen  einzigen  Punkt  p  in  ihrer  Ebene 
beaifzen,    einzig   nur   dann    statt   finden,    wenn   sie  bloss  zwei 
Punkte  gemein  haben.     Und   zwar  findet  er  dann  nothwendig 
Start;  denn  sonst  könnte  man  einen  jeden  der  gemeinschaftlichen 
Funkte  a,  ^,  z.  B.  a,  mit  einem  der  Punkte  p,  p^^  /»,,   z.  B.  mit 
Px9  durch  eine  Gerade  0/7,   verbinden,  welche  nicht  in  die  Rich- 
tung mb  fiele,  und  die  folglich  jeden  der  Kegelschnitte  K,  iST,  in 
einem  zweiten  Punkte  c^  c^   schneiden  mnsste;  dann   aber  würde 
JP,,   als  harmonische  Polare  von  p^  für  K^JK^^  die  o/?,   in  einem 
Punkte  schneiden,' welcher  sowohl  zu  0,  c^  Pi   als  zu  a,  <?,,  p^ 
der  vierte  harmonische,  dem  p^  zugeordnete  Punkt  wäre,  was  un- 
nSglicb  ist,  da  e  und  e,  nicht  zusammenfallen  sollen. 

Ebenso  zeigt  man,  dass  zwei  Kegelschnitte,  welche  nur  zwei 
Tangenten  gemein  haben,  auch  nur  eine  Gerade  P,  und  folglich 
auch  nur  einen  Punkt  p  besitzen.  Hieraus  folg^  dann,  dass  sie 
allemal  und  nur  zwei  Punkte  gemein  haben,  und  umgekehrt: 
Raben  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  Punkte  fi^emein,  so  haben  ihre 
Polar- Kegelschnitte  in  Bezug  auf  irgend  einen  dritten  nur  zwei 
Tangenten,  also  auch  nur  zwei  Punkte,  also  die  ursprunglichen 
allemal  und  nur  zwei  Tangenten  gemein. 

3.  Haben  zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Ke- 
((elschnitte 


nur    zwei  Punkte    gemein, 

io    haben  sie    allemal    und 

nur     twei  Tangenten     ge- 
mein« 


nur     zwei    Tangenten     ge- 

sie  allemal 
zwei    Punkte    ge* 


mein,  so  haben   sie  allemal 


und    nur 
mein. 


4.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kegel- 
Schnitte  haben  allemal  drei  zugeordnete  harmonische 
Pole  und  drei  zugeordnete  harmonische  Polaren  ge- 
mein, wenn  sie  einerseits  entweder  keinen  oder  vier 
Durchschnittspunkte,  oder  wenn  sie  andererseits  ent- 
weder keine  oder  vier  Tangenten  gemein  haben,  und 
zwar  a)  weipn  einer  der  Kegelschnitte  ganz  innerhalb 
des  anderen  liegt,  so  liegen  zwei  jener  drei  Pole  uusser- 
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lialli)  der  dfitte  innerhalb  beider,  und  iwei  jener  drei 
Polaren  schneiden  beide»  die  dritte  keinen;  b)  wenn 
ein  jeder  KegeUcbnitt  ganz  ausserhalb  des  andere» 
liegt,  so  liegt  einer  der  drei  Pole  ausserhalb  beider, 
und  in  jedem  der  Kegelschnitte  liegt  einer  der  beiden 
anderen;  eine  der  drei  Polaren  scnneidet  beide»  und 
jede  der  beiden  anderen  nur  einen,  nämlich  denjenigen, 
welchen  die  andere  nicht  schneidet;  und  c)  wenn  sie 
sich  in  vier  Punkten  durchdringen,  so  liegen  die  drei 
Pole  und  Polaren  entweder  wie  im  Falle  a)  oder  wie  im 
Falle  b).  Haben  sie  endlich  nur  awei  Durchschnitts- 
punkte oder  Tangenten  gemein^  so  giebt  es  in  ihrei 
Bbene  nur  einen,  aber  allemal  einenPunkt,  dessen  har* 
monische  Polaren  in  Bezug  auf  beide  zusammenfallen; 
und  dieser  Punkt  liegt  ausserhalb  beiden 

Man  sieht  leicht  voraus,  dass  die  Punkte  0,  pyy  p^  und  die 
Geraden  P,  jP, « /\  g&oz  eigenthümliche  Eigenschaften  in  sich  ver- 
einigen werden.  Denn  diese  Geraden  allein  sind  es,  deren  Weeb- 
selpunkt- Kegelschnitte  sich  auf  einen  Punkt,  und  jene  Punkte  al- 
lein sind  es,  deren  Wechselstrahlen  -  Kegelschnitte  sich  auf  eine 
Gerade  reduciren« 

Es  sei  A  ein  beliebiger  Strahl  eines  dieser  Punkte»  z.  B.  p^ 
so  lieffen  seine  beiden  harmonischen  Pole  By,  B^  auf  P^  und  nie 
oben  betrachteten  projektiv ischen  Strahlbüscbel  B^  Bi  >  deren  ent- 
sprechende Strahlenpaare  tf,  b^  0,  </..•.;  «,,  f,,  c,,  </|  •«•«  lick  in 
den  Wechselpunkten  von  A  schneiden,  sind  jetzt  offenbar  perspecti- 
visch,  weil  die  harmonischen  Polaren  von  p^  d,  h.  zwei  entspre- 
chende Strahlen  von  B^  B^  in  eine  Gerade  BBx  zusammenfallen« 

Der  Wechselpunkt.  Kegelschnitt  von  ^  geht  also  |etzt  in  ein 
System  zweier  Geraden  über»  deren  eine  (/*)  die  harmonischen  Pole 
von  Ay  die  andere  die  Wechselpunkte  von  A  enthält;  und  iwar 
ist  letztere  selbst  ein  Strahl  von  0,  weil  die  harmonischen  Polaren 
des  Durchschnittes  von  ^  und  P  durch  p  gehen  müssen.  AeBnU- 
eher  Weise  gebt  der  Wechselstrahlen  -  Kegelschnitt  eines  Punktes 
von  P  in  ein  System,  zweier  Punkte  über,  deren  einer  (/»)  die  bar« 
roonischen  Polaren  jenes  Punktes,  der  andere  die  Wechselatrahlen 
desselben  enthält,  und  dieser  liegt  auch  auf  jP. 

Zwei  Strablen  eines  Punktes  p$  P19  p^>  deren  Punkte  paar» 
weise  Wechsel  punkte  sind,  sollen  zwei  Wechselpunktstrah- 
len, und  zwei  Punkte  einer  Geraden  Pj  P^ ,  P,»  deren  Strahlen 
paarweise  Wechselstrahlen  bilden  zwei  Wechselst rablenpnnkte 
lieisseiu 

Aus  dem  Vorigen  ergieht  sich  eine  lineare  Construktion  des 
Punktes  p,  wenn  Xj  JK^  und  ein  beliebiger  Strahl  von  p  gegeben 
sind. 

Es  sei  jetzt  A  eine  beliebige  Gerade  ^  und  B^  B\  seien  ihre 
harmonischen  Pole  für  K»  K^ ;  durch  p  seien  die  Strahlen  0,  ^,  er, 
^. . .  k  gezogen,  welche  A  in  a,  i,  c,  b  .  • .  •  schneiden ,  und  durch 
denselben  Punkt  nach  den  Wecbselpunkten  ai>  b,,  c^,  b|  .»•«  von 
a,  b,  c,  b . » . .  die  Strahlen  «|,  ^,«  <t^,  «f^  . . . .;  endlich  werde  eatwe* 
der  B  oder  4^ ,  mit  a»  b>  c,  b . . « .  und  a,,  Bj,  c,»  b| .  • . .  durch  die 
Strahlen  u\  b\  c^  «T. • . .  und  0I ^y  b\^  c\^  if^..,.  verbunden;  lo  ist 
einmal 
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B(m\  Ä',  c',  ir  . . . .)  =  B(a\,  d\,  c\,  i/'.  . . . .), 

weil  die  Strableui^aare  iv',  <y\ ;  ^\  ^\  ....,  als  zugeordnete  harino- 
niscLe  Polaren  für  Ky  eine  Involution  bilden;  endlich  ist 

weif  die  Pnnkle  /y^  B^  a,,  b,,  c,,  b,  ....  auf  dem  Weebselpvokt- 
Kei^licboitte  von  A  liegen.^    Demnacb  ist  ancb 

p{a^  by  c,  d....)z:s:p(ai^  6,,  r,,  i/,  . . . .). 

Aber  je  swei  Strablen  a,«, ;  ^,^i;  .•••  sind  Wecbselpunktstrablen  ^  ea 
siftd  alao  nicbt  nur  ein  Punkt  «^  wo  a  die  ^,  und  ein  Punkt  o,, 
w«  iff  ^®B  Wecbaelpunkt- KegelsebaitI  scbneidet^  sondern  aucb 
cm  Pankt,  wo  «,  die  ^,  und  ein  Pankt«  wo  «  den  Wechselpunkt- 
Kagaiacbniftt  icbncidet,  sind  Wecbselpankte  von  einander,  d.  h.  die 
Strahlen  ar,  «^  entsprecben  aicb  in  doppeltem  Sinne;  also  ist 

p{tif   ifj  Cy   d.,,,    ^19  ^19^19^1  •.••)  =^(^19^|9<^19^1  ••••   ^)^9^9^****)l 

(t.  k.  die  Wecbselpunktstrablen  eines  Punktes  p^Px^Pt 
for  JK*!  JSTi  bilden  eine  Involution  von  Strablen;  und  glei- 
cher Weise  bilden  die  Wecbselstrablenpunkte  einer  Ge- 
radeu  /*,  P|,  iP,  eine  Involution  von  Punkten. 

Die  Uauptstrablen  einer  Involution  von  Wecbselpunktstrablen 
iolleii  Banptwecbselpunktstrablen,  und  die  Hauptpunkte  einer 
Involution  von  Wecbselstrablenpunkten  sollen  Hatiptwecbsel- 
atcahlenpunkte  beissen.  in  jedem  der  ersteren  fallen  zwei  Wecb- 
nlpuaktatrablen,  in  jedem  der  letzteren  zwei  Wecbselstrablenpunkte 
aBaammen;  jener  besitzt  also  die  cbarakteristiscbeEigenf 
■chftft«  dass  die  Wecbselpunkte  aller  seiner  Punkte  au- 
ihm  selber  lieffen;  dieser  die,  dass  alle  seine  Strablen  ibre 
Wechaelstrablen  in  ibm  selber  schneiden.  Man  kann  da- 
her als  sekundäre  Definition  der  Hauptwecbselpunktstrablen 
und  der  Hauptwecbselstrablenpunkte  aufstellen,  dass  die  zugeord- 
netea  harmonischen  Pole  der  einen,  und  die  zugeordneten  barmo- 
Mehea  Polaren  der  anderen  in  Bezug  auf  den  einen  Kegelschnitt 
«a  zugleich  auch  in  Bezug  auf  den  anderen  sind,  undnnsofern 
kSmte  man  einen  jeden  Hauptwechselpunktstrahl  eine  Gerade 
vereinigter  Paare  zugeordneter  harmonischer  Pole  bei- 
der Kegelschnitte,  und  jeden  Hauptwechselstrablenpunkt  einen 
Hitelpunkt  vereinigter  Paare  zugeordneter  harmoni- 
scher Polaren  beider  Kegelschnitte  nennen.  Fasst  man 
endlich  die  Hauptpunkte  der  Involution  jener  Pole,  und  die  Haupt- 
strahlen  der  Involution  dieser  Polaren  ins  Auge,  so  begreift  man, 
daas  die  harmonischen  Polaren  eines  solchen  Hauptpunktes  (wenn 
er  existirt)  in  Bezug  auf  K  und  K^  durch  diesen  Punkt  selber 
geben,  und  dass  die  harmonischen  Pole  eines  solchen  Hauptstrables 
auf  ihoi  selber  liegen  müssen,  d.  b,  ersterer  ist  ein  Durchschnitts- 
punkt,  letzterer  eine  Taugente  beider  Kegelschnitte.  Als 
tertiäre  Definition  der  Hauptwecbselpunktstrablen  und  der 
HauptweebseUtrahlenpunkte  ergiebt  sich  daher,  dass  jene  gemein- 
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scbaftliche  SekanteD,  diese  gemeinschaftliche  Ttiilg6ri<' 
tendurchschnitte  beider  KegelschDitte  sind;  und  zwar  heissen 
sie  reell  und  ideal,  jenikchdem  jene  Haoptf^ankte  und  Häaptstrah- 
len  existireu,  oder  nicht. 

Zn  jeder  Involution  von  Wechselpunktstrahlen  gehörcSn  nicbfc 
nur  zwei  der  Geraden  Py  Pi,  P^y  sondern  auch  die  beiden  harmo- 
nischen Polaren  N^  N^ ;  N\  N\  eines  jeden  Hauptwechselstrahlen- 
punktes  #,  t^^  welcher  der  dritten  angehört.  Denn  sind  0,  ai  zwei 
beliebiffe  Wechselstrahlen  des  Punktes  #,  deren  jeder  also  die  har* 
moniscbeo  Pole  des  anderen  enthält,  und  schneidet  a  die  N  in  a« 
a,  die  ^1  in  ttj ,  so  ist  a^  der  harmonische  Pol  von  a  für  /T,, 
weil  dieser  Pol  auch  auf  der  harmonischen  Polare  N^  von  9  für 
JIT,  liegt;  und  ebenso  ist  a  der  harmonische  Pol  von  0,  für  M\ 
also  schneiden  sich  die  harmonischen  Polaren  von  a  für  AT,  M^  ia 
Punkte  a,,  und  somit  sind  A^  JV^,  da  sie  nach  zwei  Wecbselpunk- 
ten  gehen,  Wechselpunktstrahlen  des  betreffenden  Punktes  ;9,/ii,/r,4 

Gleicher  Weise  gehören  zu  jeder  Involution  von  Wechselstrah- 
lenpunkten  einer  Geraden  iP,  P,,  P^  nicht  nur  zwei  der  Punkte 
Pi  Pii  p29  sondern  auch  die  beiden  harmonischen  Pole  «,  «j ;  y,  m'f 
eines  jeden  Hauptwechselpunktstrahles  Sy  S^y  welcher  dem  dritten 
angehört. 

Jedes  Paar  Hauptwechselpunktstrahlen  eines  Punktes  pyPnP^ 
heisst  ein  Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten, 
und  jedes  Paar  Hauptwechselstrahlenpunkte  einer  Geraden  /*,  P^^ 
P^  heisst  ein  Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Tan« 
gentendurchschnitte;  und  wieder  heisst  ein  Paar  def  er- 
steren  einem  Paare  der  letzteren  zugeordnet,  w^nn  jenes 
einem  Punkte  /?,  und  dieses  ciiner  Geraden  P  zugehört,  welche  die 
harmonische  Polare  von  p  für  JT,  K^  ist.  ^    ' 

Es  ist  nun  die  Fragä,  ob  zwei  Kegelschnitte  1)  jedesmal  ein 
Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  oder  Tangentendurch«* 
schnitte,  und  2)  ob  auch  jedesmal  zwei  zugeordnete  Paare  zugeordnete 
gemeinschafkliche  Sekanten    und  Tangentendurchschnitte  nesitzen? 

1)  Fasst  man  alle  Eigenschaften  eines  Punktes  py  p^y  p^  zu-' 
sammen,  so  erweist  er  sich  als  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  yoiI 
vier  Involutionen  von  Strahlen!  a)  der  zugeordneten  harmonischen 
Polaren  für  ^;  b)  der  zugeordneten  hal*monischeo  Polaren  für  J£g ; 
c)  der  Wechselpunktstrahlen  für  Ky  K^\  d)  derjenigen  Strahlen- 
paare, welche  nach  den  Wecbselstrahlenpnnkten  der  entsprechenden 
Geraden  P,  P^y  P^  gehen.  Zu  jeder  von  diesen  vier  Involutionen 
gehören  die  beiden  Geraden  JP,,/*,;  Py  P^i  P^  Pi  als  zugeordne- 
tes Paar.  Da  nun  zwei  Gerade  Pi,  iP,  nothwendig  existiren,  wenn 
eine  oder  zwei  der  Involutionen,  denen  sie  angehören,  ffleiehlie- 
gende  Gebilde  enthält,  und  nur  dann  möglicher  Weise  nicnt,  wenn 
alle  vier  Involutionen  aus  ungleicbliegenden  Gebilden  bestehen;  und 
da  sie  in  zwei  Kegelschnitten,  welche  nur  zwei  Punkte  nnd 
Tatigenten  gemein  haben,  in  der  That  nicht  vorhanden  sind,  so 
müssen  in  diesem  Falle  alle  jene  vier  luvolutiOnen  aus  ungleichlie- 
geuden  Gebilden  bestehen,  und  demnach  eine  jede  ihre  Hauptstfah- 
len  besitzen.  Solche  Kegelschnitte  haben  also  zwei  gemeinschaft- 
liiShe  Sekanten ,  und  aus  ähnlichen  Gründen  zwei  denselben  zuge 
ordnete  gemeinschaftliche  Tangentendurchschnitte;  doch  ist  natilr* 
lieh  die  eine  und  der  eine  reell,  die  anderen  ideale 

Besitzen  die  Kegelschnitte  drei  Punkte  Py  Pii  P2%  und  man 
stellt  sich    irgend  einen  innerhalb  des  Dreiecks  PPyP%  lie^endeu 
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hkmkt  H  Tor,  lO  liegt  mio  Wechselpunkt  üi  entweder  a)  ebenfalU 
iiMrbdb  deaielbeo,  oder  doch  b)  innerhalb  eines  seiner  WinkeL 
!■  Fall  *a)  erhält  man  drei  Paar  Wecbseipanktstrahien  pa^  pa^; 
fitt»  Jfitti«  Ji'iA» /^s^i«  «l^ren  jedes  das  concentrische  Strablenpaaf 
PjfJR^l  PiPti  -Pi-Pi  ansschliesst;  und  im  Falle  b)  scbliesst  alie- 
■u  «inet,  aber  auch  nur  eines  der  drei  ersteren  eines  der  drei 
Iditereo  aas.  Da  nun  diese  ebenfalls  Wechselpuuktstrablen  sind, 
M  aiDd  \m  Falle  a)  alle  drei  Involutionen  der  Wecbselpunktstrablen 
IM  ttDgleichlieg^liden  Gebilden  susammeogesettt,  und  es  giebt  also 
4rai  Paar  angeordneter  gemeiuschaftlicher  Sekanten,  welche  sämmt- 
Krii  reall  find^  im  Falle  b)  dagegen  giebt  es  aus  demselben  Grunde 
lleaal  ein  Paar  zugeordneter  gemeinschaftlicher  Sekanten,  aber  nur 
ttnea;  und  da  dieser  Fall  nur  solche  Kegelschnitte  betreffen  kann, 
welche  keinen  Punkt  gemein  haben ,  so  ist  jede  von  beiden  ideal 
Hd  gebt  somit  durch  einen  ausserhalb  beider  Kegelschnitte  gele- 
poen  Ponkt  p. 

Ebenso  zeigt  man  mittels  einer  beliebigen  Geraden  0,  die  alle 
Seiten  des  Dreiecks  pPiP^  ausserhalb  desselben  schneidet,  und  ihres 
Wecbeelstrahls  a|,  welcher  nothwendig  entweder  alle  3  Seiten  oder 
iir  eine  ausserhalb  des  Dreiecks  schneidet,  dass  zwei  beliebige  Ke- 
placbnitte  entweder  drei  Paar  zugeordneter  gemeinschaftlicher  Tan- 
gsateodurchschnitte,  welche  sämmtlich  reell  sind,  oder  nur  ein  ein- 
tirea  besitzen,  dessen  Punkte  beide  ideal  sind  und  einer  beide  Ke- 
gdiebliitte  durchschneidenden  Geraden  P  angehören« 

S)  Diese  Frage  betrifft  nur  noch  den  Fall,  wenn  drei  Punkte 

h  Pii  P%  und  drei  Gerade  P,  P^^  P^  vorhanden  sind.    Geht  durch 

P  eine  reelle  oder  ideale  gemeinschaftliche  Sekante  S^  und  sind 

p^pmi  die  zugeordneten  harmonischeo  Polaren  von  S  fiir  K^  K^^ 

N  haben  die  Geraden  Z',,  Z^,,  welche  ebenfalls  zugeordnete  harmo' 

kische  Polaren   fiir  K  und  K^  sind,  a)  wenn  p  innerhalb  K  und 

IT,  liegt«  sowohl  zu  S  und  pn  als  zu  8  und  pn^  eine  abwechselnde 

Lagei  b)  wenn  p  ausserhalb  K  und  K^    ü^gl^i  bo  schliessen  iP,, 

f^  fowoni  8  und  pn  als  8  und  pn^  aus  oder  ein;  c)  wenn  p  in- 

iwbalb  K  und  ausserhalb  K^^  so  liegen  iP,,  P^  zu  S  und  pm  ab- 

weeheelnd,  zu  8  und  pn^  aus-  oder  einschliessend.    In  den  beiden 

Flllen  a)  und  b)  müssen  also  die  Geraden  P^ ,  P^  die  Geraden  pn 

lid  jssiit  und  folglich  auch  die  Punkte  ;»,,  p^   die  harmonischen 

hie  «9  «1  von  8  aus-  oder  einschliessen,  im  Falle  c)  dagegen  lie* 

gen  Px^P%  ^^  P^*P^ii  und  somit  auch  Px^p^  au  «,  is,  abwech- 

•elnd.     Aber  pi^,p%  und  m,  m,    sind  zwei  Paar  Wechselstrahlen- 

^ttkte  von  P\  also  giebt  es  in  den  Fällen  a)  und  b)  allemal,  und 

in  Falle  c)  nie  ein  der  Sekante  8  zugeordnetes  Paar  gemeinschaft- 

iieber  Tangentendurchscbnitte. 

Haben  also  Ai,  ZST,  vier  Punkte  gemein,  so  besitzen  sie  entwe- 

4er     drei    Paar    zugeordnete    gemeinschaftliche    Tangentendureb» 

Schnitte  and  somit  vier  gemeinschaftliche  Tangenten,  oder  unrein 

^«Ichea  Paar  und  folglich  keine  gemeinschaftliehen  Tangenten,  je- 

^•chdem  zwei  der  l'unkte  p^  ;»,,  p^  ausserhalb  und  der  dritte  m- 

taerlialb  beider  Kegelschnitte,  oder  nur  einer  ausserhalb  beider,  ein 

Streiter  nur  innerhalb  iST  und  ausserhalb  A*, ,  der  dritte  innerhalb 

\   und  anaserbalb  K  liegt. 

Haben  sie  dagegen  keinen  Punkt  gemein,  so  besitzen  sie  nur 
fc^wei  gemeinscbaftliebe  Sekanten,  deren  Durchschnitt  p  ausserhalb 
^«ider  Kegelschnitte  liegt,  also  jedesmal  ein  diesen  Sekanten  zu. 
geordnetes  Paar  gemeinschaftlicher  Tangentendurchscbnitte,  welche. 
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wenn  die  Kegelschnitte  ausser  einander  Heffen,  beide  reell,  nenn 
aber  der  eine  den  anderen  einscbliessty  beide  ideal  sein  mii&sen« 

AiMlererseits  erf^iebi  sich)  dass  jeden  Paare  gemeinschaftlicher 
Tangentendurchschnitte I  deren  Verbindungslinie  P  beide  Kegel- 
schnitte durchschneidet  oder  beide  nicht  durchschneidet,  ein  Paar 
geBeiDSchaftliche  Sekanten  zugeordnet  sind,  dass  aber  solche  nicht 
existireu,  wenn  P  den  einen  schneidet,  den  andern  nicht;  dass  da- 
her awei  Keffelschnitte  mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  ent- 
weder drei  Paar  reelle  gemeinschaftliche  Sekanten  oder  nur  ein 
Paar  ideale  besitzen,  jenachdem  zwei  der  Geraden  P^  Pi,  P%  beide 
Kegelschnitte  durchsetzen  und  die  dritte  keinen,  oder  nur  eine  bei- 
den begegnet,  und  jede  der  beiden  anderen  nur  einem;  und  dasa 
endlich  zwei  Kegelschnitte,  welche  keine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente liaben^  allemal  wenigstens  ein  Paar  gemeinschaftliche  Sekan- 
ten besitzen»  welche  solchen  gemeinschaftlichen  Tangentendurcfa- 
schnitten  zugeordnet  sind,  deren  Verbindungslinie  beide  Kegel- 
schnitte schneidet. 

5.  Siad  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  von  be- 
liebiger Gestalt  undLage  gegeben,  so  giebt  es  in  dieser 
Ebene 


a)  allemal  entweder  drei 
oder  wenigstens  einen 
Punkt,  dessen  Strahlen 
paarweise  Wechselpunkt- 
strahlen bilden,  d«  b.  solche 
Strahlenpaare,  deren  jedes 
lauter  Wechselpunkte  ent- 
hält 

b)  Diese  Wechselpuakt- 
strablen  bilden  eine  Invo- 
lution von  Strahlen,  und 
diese  besteht,  wenn  sie  die 
einzige  ist,  allemal  aus  un* 
gleicnliegendea  Gebilden, 
und  wenn  ihrer  drei  vor- 
handen sind,  80  besteht 
entweder  eine  jede  dersel- 
ben,  eder  nur  eine,  deren 
Uittelpunkt  ausserhalb  bei. 
der  Kei(elschnitte  liegt, 
aus  solchen  Gebilden. 

c)  Die  Bauptstrahlen  einer 
»oLcbea  Involution  eder  die 

Ba uptwech  sei  pauk  tstrah- 
len  sind  zwei  Gerade,  von 
denen  eine  jede  lauter 
Wechselpunkteenthält  Da- 
her ist  ein  jeder  Uaupt- 
wecbselpunktatrahl  eine 
Gerade  vereinigter  Paare 
zugeordneter  harmonischer 


a)  allemal  entweder  drei 
oder  wenigstens  eine  Ge- 
rade» deren  Punkte  naar- 
weise  Wecfaselstraklea- 
punkte  bilden,  d.  h.  solche 
Punktenpaare,  deren  jedes 
lauter  Wechselstrahlen  entr 
hält. 

b)  Diese  Wechselstrahlen* 
punkte  bilden  eine  Involu- 
tion vonPunkten,  und  diese 
besteht,  wenn  sie  die  ein- 
zige ist,  allemal  aus  un- 
gleichliegenden Gebilden» 
und  wenn  ihrer  drei  ver- 
banden sind,  so  besteht 
entweder  eine  jede  demsel- 
ben oder  nur  eine»  deren 
Richtungslinie  beide  Ke- 
gelschnitte durchscbneidet,i 

[aus  solchen  Gebilden, 

c)  Die  Hauptpunkte  eiuer 
selchen  Involution  oder  die 

Hauptwechselstrahleu* 
punkte  sind  zwei  Punkte, 
von  denen  ein  j.eder  lauter 
Wechselstrahlen  enthält» 
Daher  ist  ein  jeder  Haupt- 
wechselstrahlenpunkt  ein 
Mittelpunkt  vereinigter 
Paare  zugeordneter  harmo- 
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Pole,  fL  b«  deren  Punkte 
paarweiee  xngeordnete  her* 
■loniipbe  Pole  inBeaug  auf 
beide  Kegelichnitte  su- 
grleich  iind.  Bndlich  Ut  je- 
der Banptpankt  einer  Idvq- 
lation  Tereinigter  Paare 
xVffeordneter  harmoniacber 
Pole  ein  beiden  Kegel* 
•efanitten  ffemeinschaftli- 
«eher  Darcnscbnittspunkt» 
uvd       inaofern      ist     jeder 

Haoptwechselpunktstrahl, 
jeaaeiideDi  er  einem  der  Ke^ 
gelaehnitte   begegnet   oder 

niebt»     eine     reelle     oder 

ideale       gemeinschaftliche 

SSekente  derselben. 


d)  Einer  jeden  Involution 
Vov,  Wechselpunktstrahlen 
iit  '  eine     lovolution     von 

Wechselstrahlenpunkten 
aogeordnet,  deren  Eicb- 
teogslinie  die  harnonische 
Polare  des  Mittelpunktes 
der  ersteren  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  ist« 
Oieae  letztere  besteht  aus 
nagle  ich  liegenden  Gebil- 
deoi  vrenn  die  erstem  ent- 
weder aus  ungleichlie^en- 
den  besteht,  und  ihr  Mittel- 
fankt  innerhalb  oder  aus- 
aerhalh  heider  Kegel- 
achnitte  liegt;  oder  wenn 
die    erstere    aus   gleiehlie- 

Senden  besteht^  und  ihr 
iittelpunkt  innerhalb  des 
einen  und  ausserhalb  des 
anderen  Kegelschnittes 

liegt;  in  jedem  anderen 
Falle  dagegen  besteht  die 
letntere  aus  gleichliegen- 
dea.  Gebilden. 

el    Zu    jeder    Involution 
von    Wecnaelp)inktstrahlen 

Sebören  als  zuffeordnete 
traklen  die  beiden  Gera- 
den, welche  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte    zuge« 


nischer  Polaren«  d.  h.  des- 
sen Strahlen  paarweise  xu- 
geovdnete  harmonische  Po- 
laren in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte  zngieieh 

sind.  Endlich  ist  jeder 
Hauptstrahl  eiier  Involu* 
tion  vereinigter  Paare  zu- 
ffeordneter  harmonischer 
Polaren  eine  beiden  Keirel- 
schnitten  gemeinaehattli-i 
che  Tangente,  und  inaofern 
ist  jeder  Hauptwechaei- 
Strahlenpunkt,  jenachdem 
er  ausserhalb  oder  inner- 
halb ainea  der  Kegelschnitte 
liegt,  ein  reeller  oder  idea- 
ler gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurchachnitl  der- 
selben. 

d)  Einer  jeden  Involitiea 
von  Weehselstrablenpunk- 
ten  ist  eine  Involution  von 
Weehselpunktatrablea  zu- 
geordnet, deren  Mittel- 
punkt der  harmonische  Pol 
der  Richtungslinie  der  er- 
steren in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte  ist«  Diese 
letztere  besteht  aus  ua- 
gleichliegenden  Gebilden» 
wenn  die  erstere  entweder 
aus  ungleichlieffenden  be- 
steht, und  ihre  Richtungs- 
liaie  beide  Kegelacbnitte 
durchschneidet  oder  nieht 
durchschneidet,  oder  wenn 
die  erstere  aus  gleicblie- 
ffendea  besteht,  und  ihre 
Richtungslinie  den  eineu 
Kegelschnitt  durchschnei- 
det, den  anderen  nicht;  in 
jeden  anderen  Falle  dage* 
gen  besteht  die  letztere 
aus  gleichliegendea  Ge* 
bilden. 

e)  Zu  jeder  lavolntioa 
von  Wechselstraklenpnnk- 
ten  gehören  alz  zugeord- 
nete Punkte  die  neiden 
Punkte,  welche  in  Bezug 
auf      beide     Kegelschuitte 
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ordnete  harnoiiistihe  Pola- 
ren sind,  und  ausserdem  die 
beiden  harmonischen  Pola- 
ren eines  jeden  Hauptwech- 
selstrahlenpunktes  der  der 
ersteren  zucreordneten  In- 
Tolution  in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte,  wenn  er 
ezistirt. 


zugeordnete  harmonische 
Pole  sind,  und  ausserdem 
die  beiden  harmonischen 
Pole  eines  jeden  Haupt- 
wechselpunktstrahles der 
der  ersteren  zugeordneten 
Involution  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte,  wenn 
er  existirt 


6.  Sind  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  von  be- 
liebiger Gestalt  und  Lage  gegeben,  so  besitzen  die-» 
selben: 


I 


a)  wenn  sie  vier  Punkte 
cmein  haben,  drei  reelle 
aare  zugeordne.ter  ge- 
meinschaftlicherSekanten, 
und  entweder  drei  reelle 
Paare  zugeordneter  gemein* 
schaftliciier  Tangenten- 
dnr'chschnitte,  oder  nur  ein 
solches  und  zwar  ideales 
Paar,  welches  demjenigen 
der  drei  ersteren  zugeord- 
net ist,  dessen  gegenseiti- 
ger Durchschnitt  ausser- 
halb beider  Kegelschnitte 
liegt;  b)  wenn  sie  bloss 
zwei  Punkte  gemein  haben, 
so  besitzen  sie  allemal  nur 
ein  einziges  Paar  gemein- 
Schaftlicher  Sekanten,  wo- 
von die  eine  reell,  die  an- 
dere ideal  ist,  und  nur  ein 
einziges  und  zWar  ein  dem 
ersteren  zugeordnetes  Paar 
gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurcbschnitte,  wo- 
von der  eine  reell,  der  an- 
dere ideal  ist;  c)  wenn  sie 
keinen  Punkt  gemein  ha- 
ben, so  besitzen  sie  nurein 
einziges  und  zwar  ideales 
Paar  gemeinschaftlicher 
Sekanten,  und  entweder 
drei  reelle  Paare  gemein* 
schaftlicher  Tangenten- 
durchschnitte  oder  nur  ein 
solches  und  zwar  ideales 
Paar,  welches  dem  ersteren 
zugeordnet  ist,  und  dessen 
Verbindungslinie  beide  Ke- 
gelschnitte durchschneidet, 


f 


a)  wenn  sie  vier  Tangen- 
ten gemein  haben,  drei  re- 
elle Paare  zugeordneter 
gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurchschnitte, .  und 
entweder  drei  reelle  Paare 
zugeordneter  gemeinschaft- 
licher Sekanten,  oder  nur 
ein  solches  und  zwar  idea- 
les Paar,  welches  demjeni- 
gen der  drei  ersteren  zü- 
feorduet  ist,  dessen  Ver- 
indungslinie  beide  Kegel- 
schnitte durchschneidet;  b) 
wenn  sie  bloss  zwei  Ta'n* 
enten  gemein  haben,  sof 
esitzen  sie  allemal  nur  ein 
einzige sPaar  gemeinschaft- 
licher Tangentendurch- 
scbnitte,  wovon  der  eincj 
reell,  der  andere  ideal  ist, 
und  nur  ein  einzige«  und 
zwar  ein  dem  ersteren  zu- 
geordnetes Paar  gemein- 
schaftlicher Sekanten,  wo- 
von die  eine  reell,  die  an- 
dere ideal  ist;  c)  wenn  sie 
keine  Tangente  gemein  ha- 
ben, so  besitzen  sie  nur  ein 
einziges  und  zwar  Tdeales 
Paar  gemeinschaftlicher 
Tangentendurchschnitte, 
und  entweder  drei  reelle 
Paare  gemeinschaftlicher 
Sekanten,  oder  nur  ein  sol- 
ches und  zwar  ideales  Paar» 
welches  dem  ersteren  zu- 
geordnet ist,  und  dessen 
gegenseitiger  Durchschnitt 
ausserhalb     beider    Kegel- 
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srhniltc    rsllipr    i 
aader  «der  iacini 


■  der  lic- 


tcbnilt«  liegt,  ^eaackdea 
die  KegeUckailt«  sicli 
darckdriBgeB  #der  aickt. 


5t  Hilfe  der  {regcbeoen  Sitte  wird  Man  ■■■  leickt  die  Aaf- 

;  felceader  Anfgabe  findeo. 
«.  Mittelf  dei  Liuealt  und  eiset  festen  Kreises  die 
gcaeiBsckaftlicben  Sekaaten  and  Tangeateadarck- 
sckaittc  Bweier  Kegelschaitte,  ron  denen  ein  jeder 
dnrch  finf  Ponkte  oder  fünf  Taagenten  keliekig  ia 
einer  Ekeae  gegeben  ist,  so  finden,  wenn 


a)  irgend  einer  der  Punkte 
F»Fi»/'»5  k)  wenn  irgend  ein 
Strakl  eines  dieser  Punkte; 
c)  wenn  irgend  ein  Pankt 
einer  reellen  oder  idealen 
gcaeinackaftlicken  Se- 

kante, der  aber  kein  Darcb- 
achnittapnnkt     beider     Ke- 

elacbnitte    sein   darf^    be- 

anat  ist. 


l 


a)  irgend  eine  der  Gera- 
den jP.  jP,,  /^;  b)  wenn  ir- 
gend ein  Punkt  einer  die- 
ser Geraden;  c)  wean  ir» 
gend  ein  Strabl  eines  reel- 
len oder  idealen  gesiein- 
schaftliebea  Tangenten- 
durchsebnittes,  der  aber 
keine  gemeinsebaftliehe 
Taagente  sein  darf,  be- 
kannt ist» 


umgekehrt  darf  man  bebaupten,  dass  jede  Gerade,  deren  sisisit« 
lieke  Funkte  paarweise  Wechselpunkte  in  Bezug  auf  zwei  Kegel- 
asknitte  bilden,  eine  reelle  oder  ideale  gesieinschaftiiche  Sekante 
derselken,  und  dass  jeder  Punkt,  dessen  Strahlen  paarweise  Weck* 
lelairaklen  bilden,  ein  reeller  oder  idealer  geaeinschafrl icher  Tan* 
geatendurchschnitt  derselben  sei.  Denn  jene  Gerade  S*  schneidet 
zwei  angeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  ?on  A",  /T^  entweder 
iü  Paukte  p^  und  dann  fällt  sie,  als  Vereinigung  aweier  Wechsel- 
paaktstrahlen ,  nothwendi^  mit  einer  von  beiden  zusammen ,  oder 
sie  schneidet  jede  in  zwei  besondern  Punkten,  und  dann  ist  jeder 
dieser  Puakte  ein  gemeinschaftlicher  Durchschnitt  der  Kegelschnitte, 
aJao  S*  eine  gemeinschaftliche  Sekante;  oder  fiele  einer  derselben 
nicht  mit  seinem  Wechselpunkte  zusammen,  so  würde  letzterer  so- 
wohl auf  JST  als  auf  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  liegen ,  also 
wiederum  S'  mit  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  zusammenfallen. 


Besondere  Fälle. 

Sind  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Kegelschnittes 
denen  eines  anderen  parallel,  was  offenbar  der  Fall  ist,  wenn  es 
▼on  zwei  Paaren  allein  gilt  (§•  1.  «),  so  ist  die  unendlich  -  ent- 
fernte Gerade  ihrer  Ebene  eine  Gerade  vereinigter  Paare  zugeord- 
neter harmonischer  Pole,  also  eine  gemeinschaftliche  Sekante 
der  Kegelschnitte,  und  umgekehrt.  Sind  aber  ^,  ^, ;  B^B^  zwei 
Paar  zugeordnete  Durchmesserläuffen  des  einen,  und  «,  ay\  ^,  b^ 
die  Längen  der  ihnen  parallelen iDurchmesser  des  anderen,  so  ist 
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kraft  §.  4.  ^  A  i  A^  ^sza  \  a,  und  B  i  B^^sz  6  i  ö^^  ftho  ftocli 
A . A^  i m . n^'ssz A* i »•;  B ^  b^  :6.6^z=sB* :6*j  tnid  nach  §.  4. 
6.  ist  ^.^,  :  B ,  B^  ssr  «r.i»,  :  ^.^, ;  also  A:a^ssß:S::=Cie 
u.  s.  w.,  d.  h.  die  Kegelscbaitte  sind  ähaliche  und  ähnlich -lie- 
gende Figuren ;  und  um^kebrt 

8.  Je  zwei  ähnliche  und  ähnlich- liegende  Ellipsen 
oder  Hyperbeln  haben  bezieblicli  eine  unendlich  -  ent- 
fernte ideale  oder  reelle  Sekante  gemein. 

9.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kreise  ha- 
ben eine  unendlich-entfernte  ideale  Sekante  gemein. 

Sind  die  Achsen  zweier  Parabeln  parallel,  so  haben  sie  nicht 
nur  die  unendlich  -  entfernte  Tangente,  sondern  auch  deren  Beröh- 
rungspunkt  gemein;  da  nun  die  harmonische  Polare  jedes  Punk- 
tes einer  Tangente  durch  den  Berührungspunkt  geht,  so  folgt  auch 
für  diese  Art  Kegebehakte  ? 

10.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig»  aber  mit  paralle* 
lea  Achsen  liegende  Parabeln  haben  eine  «aendlich* 
entfernte  Sekante  gemein,  welche  zugleich  deren  ge« 
meineehaftliche  Tangente  ist 

Die  ziigeordaeten  harmonisehen  Polaren  eines  Brenopunktes 
sind  zu  einander  recbtwiokUg,  also  bildet  jedes  Paar  derselben  in 
zwei  Kegelschnitten,  welche  einen  Brennpunkt  gemein  haben,  zwei 
Wecbsefaitniblen: 

11«  Fällt  ein  Brennpunkt  eines  Kegelschnitten  mit 
dem  eines  andern  znsammen,  so  ist  er  ein  idealer  ge« 
meinschaftlicher  Tangentendurchschnitt  derselben. 


Es  möff«  jet^  eine  helieliige  treinde  A  zwei  beliebige  Kegel- 
sdinitte  t(,^  in  den  Pirnkteiipaaren  0,  a, ;  1»,  f»i  inid  zwei  zagevird- 
nete  gvmeinsciiaftliche  Sekanten  S,  S^  derselben  In  den  Pnnkten 
4,  ^i  sctmeiden^  se  -giebt  es,  wenn  o,  a,  und  b,  bi  nicht  etwa  :iA-. 
wechselnd  Itegea,  allemal  zwei  Punkte  3,|,  die  sowohl  nnt  ü,  a, 
als  mit  t^  bi  tfatmenisch  sind.  Solche  zwei  Punkte  g,  ^  siird  aber 
Wedisef punkte  fiir  K,  S9,  also  <He  Strahlen,  welche  sie  mit  dem 
Ihrrebsdinitte  jf  ?en  Sj  S^  ferbrnden,  Wecbselpunktstrablen;  wor- 
aus folgt,  dass  ^,  ^  auch  mit  $,  ^^  barmonnich,  folglich  die  Pnnk- 
tenpvare  m,  a,*;  o,  b, ;  '6/i0,  eine  Imrolution  ?on  sechs  Punkten  bil- 
den, flaben  S^  0  keinen  Pmikt  gemefn ,  se  scbliessen  die  Punkte 
A,  tti;  b,  i|  einander  ein  oder  aus,  und  das  nämliche  gilt  toq  den 
Tangenten,  welche  Ten  einem  beliebigen  Punkte  gezogen  werden. 


*)  Denn  nach  der  dortigen  Bezeichnung  ist 

M     m%  _;Mb«  ^^t.M^t    ">«      ^Ä*  üfm  Ufa»,  J!fm 

Ml  aa«     ofnt'   xßCL    mvx*  nui 

also  wenn  a^  a^  flie  TRnkel  sind,  wddie  Jfi,  ß^  mit  der  Achse' Jfm  bilden: 
if  *,  :  Ä't  ea  ■    -  -   :  — = — »•  :ar  sin  «4  •  fu  «,  :  Sin  ff .  cosa txBSinSS«,  :sm9ff; 

*  COSp.ff     cos',  ff  I  *  «  1  » 

(and  dbenso  ist  redits  tng'  •  a :  tng'.ff|  ssüfa^ :  ilfla).  Nadi  der  jeftsigen  Be- 
seichnang  also  mt  Ä*  :yf*icssin.tff|  :sia.9ff«ka*  :ir*,. 
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Der  Fall,  dass  diese  PiiiikCe  oder  Tanffenten  abwechselnd  Kegen» 
kana  also  aar  dann  eintreten,  wenn  9,  9  vier  oder  nar  mwet 
Pnnkte  geaieio  haben. 

Es  seien  B^  B^  irgend  iwei  deikKeaelacbaitten  0,  81  geaiein- 
•ehaftltche  Punkte;  durch  B  sei  eine  beliebige  <rera4e  gelegt,  wel- 
che S[,S  anm  andernmal  in  B^^B^  ^chneioet,  and  durch  B^  die 
Strahlen  «i,  hi^  c^  d^  ....,  wekbe  81  in  o^  (,  €,  b  •...  und  9  in 
<^i)  ^19  ^19  ^1  ••••  achneidea;  endlich  gehen  von  B^  nach  a,b,c,>.... 
die  Strahlen  a^^  b^^c^d^.*,.^  and  von  B^  nach  <l|,(|,  C,,b|.... 
die  Strahlen  0,,  ^,,  c^,  «f, . . . .;  dtesa  Toraaagesetiut,  so  ist 

^i(«t»  ^a»  ^t>  «^»•...)=  Äj(ar|,  ^1,^1»  «f,....)  =  B^(a^^  ä,,  c?,,  </,...)» 
alao 

^«(^»*  ^»><^a>  ''a  •••.)  =  ^a(«tj  ^»f  <^i>  ^t  •-..)• 


Aber  derjenige  Strahl  e^  voa  ^^ ,  welcher  mit  BB^  zasaaMaea- 
fiMt,  schneidet  S  and  S3  in  «wei  Punkten  e,  e,,  welche  sich  in  B 
vereinigen;  also  fallea  aarh  die  Strahlen  ^,,  e^  mit  B^B^  zusan- 
aMB.  Die  Strahlhiischel  17,,  B^  sind  also  perspektivisch,  d.h.  je 
zwei  Strahlen  a,,  «,;  ^2,  ^,  . .  •  •  schneideo  sich  auf  einer  Gera« 
aea  f^ \» 

Ist  nun  A  eine  beliebige  Gerade,  welche  91  ia  iff,,  a  aad  S 
in  (**,  i°i,  ferner  BB^  oder  «S"  in  ^  und  B^a^  in  ^1  schneidet,  so^ 
bilden  die  drei  Punktenpaare  ^,,  a;  (*,  b^^i ;  .^,  ^i ,  als  Darch- 
schaitle  von  A  mit  8  und  den  Gegenseiten  des  dem  S  eingescbrie« 
beaeii  Vierecks  BB^diB^^  eine  Involution  voa  sechs  Punkten*). 


^  Ist  nämlich  If,  ein  beliebif er  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitte 
Ky  und  sind  {BB')  und  B^  zwei  beliebige  Punkte  von  AT;  sind  ferner 
«,  IT,;  ^,  ßi'j  y,  y^;  cT,  <f|  .•••  die  DurfbscbmCte  von  K  mk  beliebigen 
Geraden,  weldie  von  B^  aungehen,  und  haben  diese  Punkte  mit  (BBy 
die  Strahlenpaare  «,  0';  ^,  A';  c,  c',*  </,  tt  ,,..^  und  insbesondere  die 
•Punkte  a.,  /i^,  y,,  <f|  .•••  mit  Bi  die  Strahlen  0,,  ^,,  Ci,  i^^....  ge- 
mein, so  bat  man  nach  $.  3.  3.  und  Einl.  11. 

Wird  nun  eine  beliebig;e,  durch  B^  gehende  Gerade  (AAi)  von  0,  b^ 
€,  d»»»*\  0a,  ^1,  Ti,  dTi  .•••  beziehlich  in  a,  b,  C,  b  ••••;  S«,  ba,  <&, 
bi  .*••  geschnitten,  so  bat  man 

-4(a,  b,  <,  b •...)= -^i(äi>  b|,  Ci,  bi..u). 

Aber  aof  A  entspricht  dem  Pnnkte  f,  welcher  mit  B  einerlei  ist,  ein 
Punkt  fi  auf  /f,,  welcher  der  Linie  BB^  angebort,  und  dem  Punkte 
^  aaf  4,  welcher  mit  fi  susammenliegt,  entspricht  anf  d^  ein  mit  f 
znssmmeuliegender  Punkt  ipi  \  slso  ist 

-^(ä, b, c, b..».  ai,bi, Ci, b| ...,)=  '^i(ai,bi>C|,bi ....  a, b, c,b..*.), 

woraus  obiger  Säte  sich  sofort  ergiebt.  Aber  aoch  mehr.  Sieht  man 
s.  B.  den  Punkt  «i  als  der  ^  luffeborig  an,  zieht  B^i  oder  0«,  wel- 
cher Strahl  jr  in  a°  schneidet,  sofort  die  Gerade  d?,a^»  weiche  E  wie- 
der in  o9i  schneidet,  endlich  den  Strahl  B^Jifi^  oder  0*^,  ao  muss  0<*i 


j 
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Aber  der  Punkt  0,  gehört  auch  der  Geraden  Sg  an,  welche  dureh 
Drehung  der  Geraden  B^a  und  B^ai  um  die  Punkte  B^^  B^  er- 
zeugt wird;  und  offenbar  lassen  sich  immer  durch  B^  zwei  Gerade 
A  so  legen,  dass  die  Punkte. ^,,  a  und  ^»  ^,  sich  ein-  oder  aus- 
schliessen,  und  zugleich  die  Punkte  i°,  \!^^  ezistiren  —  es  braucht 
nur  B^  innerhalb  S  zu  liegen  —  also  würden  für  diese  zwei  Ge* 
raden  A  die  Punkte  ^|  sowohl  auf  S^  als  auf  der  zugeordneten 
gemeinschaftlichen  Sekante  von  BB^  liegen  mössen,  und  demnach 
diese  letztere  mit  S^  identisch  sein. 

Ebenso  behandelt  mau  andrerseits  den  Fall>  wenn  31  f  8  vi^r 
oder  zwei  Tangenten  gemein  haben;  und  was  denjenigen  betriffit, 
wenn  St«  9  vier  Punkte,  aber  keine  Tangente  gemein  haben,  so 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  zwei  Tangentenpaare ,  welche 
von  einem  beliebigen  Punkte  an  solche  zwei  Kegelschnitte  gelegt 
werden,  sich  ein  •  oder  ausschliessen  müssen.  Denn  denkt  man  siä 
den  Polar- Kegelschnitt  iB|  von  S  in  Bezug  auf  9(,  so  könoen  X 
und  S,  keinen  Punkt  gemein  haben,  weil  S  und  93  keine  gemeid- 
schaftliche  Tangente  besitzen;  heissen  nun  jene  zwei  Tangenten^ 
paare  «,  a, ;  ^,  ^,,  und  sind  a,  a, ;  h,  %x  deren  harmonische  Pole 
liir  9,  so,  liegen  diese  in  einer  Geraden,  upd  zwar  a,  tti  auf  S, 
(,  i,  auf  93 1)  folglich  schliessen  sich  diese  Punktenpaare  ein  oder 
aus,  und  demnach  gilt  dasselbe  auch  von  ^,  0, ;  ^,  ^,,  weil  die  bar« 
monischen  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  für  31  einen  mit  die« 
ser  Geraden  projektivischen  Strablbüschel  bilden. 


12.  .  Die  drei  Punkten- 
paare, in  welchen  zwei  Ke- 
gelsehnitte  von  beliebiger 
estalt  und  Lage  und  zwei 
zugeordnete  gemeinschaft- 
liche Sekanten  derselben 
von  einer  beliebigen  Gera- 
den geschnitten  werden, 
bilden  eine  Involution  voni 
sechs  Punkten. 


\%  .  ,Die  drei  Strahlen^ 
paare,  welche  von  einem 
beliebigen  Punkte  an  zwei 
Kegelschnitte  von  baliebi'* 
ffer  Gestalt  und  Lage,  als 
Tangenten,  und  nach  zwei 
zugeordneten  gemeinschaft- 
licuen  Tangcntendureh- 
schnitten    derselben    gezo* 

Fen     werden,     bilden     eine 
nvolution  von  sechs  Strahl 
len, 


Ich  übergehe  die  Corollare  dieses  Satzes« 


13.  Haben  zwei  Kegel- 
Bchnitte  zwei  Punkte  ge- 
mein, und  man  legt  durch 
jeden  dieser  Punkte  eine 
beliebigeGerade,  so  schuei- 
den  sich  die  durch  diese 
zwei  Geraden  bestimmten 
Sehnen    der    Kegelschnitte 


13.  Haben  zwei  Kegel* 
schnitte  zwei  Tangenten 
gemein,  und,  man  zielit  von 
einem  beliebigen  Punkte 
einer  jeden  an  jeden  Kegel« 
schnitt  eine  neue  Tangentet 
so  liegen  die  gegenseitigen 
Durchschnitte     je      zweie? 


durch  den  Punkt  a  gehen.  Die  Punkte  a,  B^  a^y  a°t>  B\%  0.  bilden 
ein  dem  K  eingeschriebenes  Sechseck  nBa^a^^B^«^^  dessen  Hauptge- 
genseiten sich  paarweise  in  drei  Punkten  B^y  a,  tti  einer  Geraden 
schneiden,  und  offenbar  ist  dieses  Sechseck  beliebig* 
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«nf  einer  gemeioschaftli. 
cheo  Sekante  derselben, 
welche  der  durch  jene 
Punkte  gehenden  zugeord- 
net ist. 


Tangenten  desselben  Ke- 
gelschnitts mit  einem  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurcbscbnitte  derselben, 
welcher  dem  der  beiden  er- 
sten Tangenten  zugeordnet 
ist,  in  gerader  Linie. 


§.6. 


Constrnction  und  Eigenschaften  eines  Systems  von 
beliebig  vielen  Kegelschnitten,    welche  zwei  zugeord- 
nete   Sekanten    oder    Tangentendurcbschnitte    gemein 
kaben. 
Wech 

von     Kegelschnitten     mit    zwei    zogL.^ ^.    q^..^.. 

schaftlichen  Sekanten  oder  Tangentendurchschnitten. 


Sekanten  oder  Tangentendurcbschnitte  gemein 
I.  System  der  zngeliörigen  Wechselpunkt«  oder 
iselstrahlen-Kegelschnitte.  J)rei  Wechsel-Systeme 
Kegelschnitten    mit    zwei    zugeordneten    gemein- 


.1.  Sind  in  einer  Ebene  ein 
Kegelschnitt,  zwei  Gerade 
und  ein  Punkt  beliebig  ge- 
geben, einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  wel- 
cher mit  dem  ersteren  die 
beiden  Geraden  als  (reelle 
oder  ideale)  Sekanten  gemein 
habe«  und  durch  den  gege- 
benen Punkt  gehe. 


1.  Sind  in  einer  Ebene  ein 
Kegelschnitt,  zwei  Punkte 
und  eine  Gerade  beliebig 
gegeben,  einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  wel- 
cher mit  dem  ersteren  die 
beiden  Punkte  als  (reelle 
oder  ideale)  Tangenten- 
durcbschnitte gemein  habe 
und  ■ die  gegebene  Gerade 
berühre. 


Erste  Auflösung  (links).  Es  sei  93  der  gegebene  Kegel- 
schnitt, S^S^  die  gegebenen  Geraden,  a  der  gegebene  Punkt  des 
gesuchten  Kegelschnittes  91.  Man  verbinde  den  Durchschnitt  p  von 
iV,  /S»,  mit  a  durch  eine  Gerade  a,  suche  die  harmonische  Polare 
P  \on  p  für  93,  welche  die  a  in  p^  schneide,  und  zu  p^  //,  a  den 
vierten  harmonischen,  dem  a  zug.  Punkt  a, ;  suche  zu  S^  S^^  a  den 
vierten  harmonischen,  dem  a  zugeordneten  Strahl  a^^  und  noch  die 
harmonischen  Polaren  von  a,  a,  für  93,  welche  a  in  a^  a^  schnei- 
den. Jetzt  verbinde  man  die  Punkte  a  und  a,  a,  und  a,  durch  die 
Geraden  A^  A^^  lege  durch  a  eine  beliebige  Gerade,  welche  93  in 
(,  (,  und  ^,^1  in  ^,0,  schneide,  suche  einen  Punkt  a, ,  welcher 
mit  a  und  6,^bi;  Ö,  ^i  eine  Involution  von  sechs  Punkten  bildet, 
und  suche  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Punkte  a,  a^,  a, 
gehe  und  die  Geraden  A^  A^  berühre;  so  ist  diess  der  verlangte  * 
Kegelschnitt  Sl. 

Beweis.  Da  ^,  als  Tangente  in  a,  die  harmonische  Polare 
von  ü  für  31  ist,  und  von  der  harmonischen  Polare  desselben  Punk- 
tes für  93  in  a  geschnitten  wird,  so  sind  a,  a,  und  ans  demselben 
Grunde  Oi,  a,  Wechselpunkte  für  3(,  93,  und  da  p^  //  harmonisch 
mit  a,  tti,  und  p'  auf  der  härm.  Polare  von  p  für  93  Hegt,  so  sind 
p^p'  ebenfalls  Wechselpunkte  für  31,  93.  Es  liegen  also  drei  Paar 
Wechselpunkte  <k,  ex;  a,,  a, ;  /»,/»'  auf  denselben  zwei  Geraden  a,  a'; 
demnach  sind  a,  a  zwei  Wechsel  punktstrahlen  für  31,  93,  und  p  ist 

TMl  V.  16 
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ein  Pankt,  dessen  harmonische  Polaren  für  9,  S  sich  T-ereinigvn.    Die 
l^erade  aa^*  da  sie  beliebii?  ist.  konnte  jedentalls  so  gewählt  wer- 
den,  dass  die  Punktenpaare  b.  b|  und  ö,  ^^  einander  und  folglich 
auch    a.  a,    ein-    oder  ausschliessen;   also  giebt  es  auf  ihr  zwei 
Punkte  ^.  6.  welche  sowohl  mit  a.  a,  als  mit  6.  b|   (und  ö,  ö^)  har- 
monisch, also  Wechselpunkte  liir  %f  S  sind.    Somit  sind  auch  die 
Strahlen  js",  h.  welche  p  mit  g,  \  verbinden,  Wecliselpunktstrahlen^ 
und  da  nun  aV,  S^  sowohl  mit  a,  a   als  mit  g^  h  harmonimch  aind^ 
so  sind  sie  zwei  zugeordnete  gemein  schalt]  icbe  Sekanten  von  3[,  99^ 
Zweite  Auflösung  (lints).     Man  lege  durch  den  gegebeneiK. 
Punkt  a  beliebig  viele  Strahlen  <V|.  n,,  n,  .....  und  suche  auf  je — 
dem  derselben,  z.  B.  auf  tf^.  einen  Punkt  a,.  welcher  mit  a  and  de 
Pnnktenpauren  b.b,;  ^.^j,  wo  «,  den  gegrabenen  Kegelschnitt 
und  die  Geraden  i!i».  Sy^  schneidet,  eine  Involution  von  sechs  Pnnk 
ten  bildet:  so  crehören  alle  diese  Punkte  a^  u.  s.  f.  dem  verlangte 
Kegelschnitte  S  an. 

"Beweis.  Da  durch  die  erste  Auflösung  bewiesen,  dass  de 
Kegelschnitt  %  existirt,  so  sind,  wenn  31  den  Strahl  «,  lam  awei*^ 
(enmai  in  x,  schneidet,  sowohl  a.  a,,;  b,b,:  ^,  <i  als  auch  ^^0.^^=^ 
b,  bj:  d.  ^i  in  Involution,  also  a,,  mit  Oi  identisch  n,  a.  w.  Zn- 
gieicfa  siebt  man,  dasa  nur  ein  einziger  Kegelschnitt  9  exiatiit. 


bü 


2»  Wird  ein  ebener  Strahl-'  3»  Alle  Geraden,  welche 
»üsrhel  von  einem  beliebi-  mit  einer  beliebig  geif^ebe- 
gen  Kegelschnitte  und  von  neu  Geraden,  als  zngesrd- 
zwei  festen  Geraden  ^e-  netem  Strahle,  mit  zwei 
schnitten,  so  gehören  alle  Tanirenten  eines  beliebig 
Punkte,  welcbe  mit  dem  sresrebenen  Kesrelrcbnittet 
Mittelpunkte  des  Strahlbü-  und  mit  zwei  nach  zwei  fe- 
sch eis,  als  zusreordnetem  sten  Punkten  gehenden  Ge- 
Punkte, und  mit  den  jedes-  raden  Involutionen  von 
maligen  zwei  Pnnktenpaa-  sechs  Strahlen  bilden,  oa- 
ren  des  Kegelschnittes  und  hüllen  einen  zweiten  Ke- 
der  festen  Geraden  Involu-  gelscbnitt.  welcher  mit  er*' 
tiooen  von  sechs  Punkten  sterem  die  zwei  fetten 
bilden,  dein  Umfange  eines  Punkte  als  reelle  oder 
zweiten  Kecrelsch  nitces  an,  ideale  Tangenteudnrch- 
welcher  mit  ersterem  die- schnitte  gemein  hat  und  di 
beiden  festen  Geraden  als  gegebene  Gerade  berührt. 
reelle  oder  ideale  Sekanten 
gemein  hat  und  durch  den 
Mittelpunkt  des  Strahlbn- 
schels  sreht. 

Aus  §.  5.  12.  folgt  nun  ohne  Weiteres: 

3.  Hat  eine  Seh  aar  vonj  3.  Hat  eine  Scbaer  yd 
Kegelschnitten  mit  einem !  Kegelsch  nitten  mit  einei 
nnrT  demsellien  Kegel-;  und  demselben  Kegel 
schnitte  dieselben  zwei  zu-' schnitte  dieselben  zwei  zn- 
geordneten  reellen  oder  Greordneten  reellen  eder 
idealen  Sekanten  gemein,  idealen  Tansrentendurch- 
sn  bilden  sämmtliche  Punk-  schnitte  gemein,  so  bilden 
tenpaare,     in     denen     diese ;  sämmtliche  Tangenten- 
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Kegelschnitte  nnd  SeksD. 
ten  eine  beliebigfe  Gerade 
tcbDeiden,  eine  InvolutioD 
▼on  Punkten,  deren  Haupt- 
Bunkte  allemal  zweien  die 
berede  berfibrenden  Kegfei- 
schnitten angeboren;  nnd 
des«halb  bat  jeder  Kegel- 
schnitt dieser  Scbaar  mit 
jeden  jene  cwei  Sekanten 
gemein. 


paare,  welche  von  einem 
beliebigen  Punkte  an  die- 
selben, nebst  den  Geraden, 
welche  nach  den  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchschnitten gehen,  eine 
Involution  von  Strahlen, 
deren  Uauptstrahlen  alle- 
mal zwei  dur'cbjenenPonkt 
gehende  Kegelschnitte  be- 
rühren; und  desshalb  hat 
jeder  Kegelschnitt  dieser 
Scbaar  mit  jedem  jene  zwei 

Tan  gen  tendurch  schnitte 
gemein. 


Aus  diesem  Satz^  wieder  ergiebt  sich  sehr  leicht: 


4.  Die  harmonischen  Po- 
laren eines  beliehiffen 
Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Scbaar  von  Kegelschnitten, 
welche  mit  einander  diesel- 
ben zwei  zugeordneten  Se- 
kanten geroein  haben, 
schneiden  sich  alle  in  ei- 
nem nnd  demselben  Punkte, 
nmd  daher  gehen  auch  alle 
Durchmesser  derselben,  de- 
ren zugeordnete  parallel 
I  au  fen, durch  einerlei  Punkt| 


4.  Die  harmonischen  Pole 
einer  beliebigen  Geraden 
in  Bezug  auf  eine  Schaar 
von  Kegelschnitten,  wel- 
che mit  einander  dieselben 
zwei  zugeordneten  Tan- 
gentendurchschnitte ge- 
mein haben,  liegen  alle  auf 
einer  und  derselben  Gera- 
den; und  daher  liegen  die 
Mittelpunkte  aller  dieser 
Kegelschnitte  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie. 


Ist  in  der  Ebene  der  (links)  in  Rede  stehenden  Kegelschnitte 
9,  93,  S,  S  . . . .  und  Jr  eine  Gerade  A  beliebig  gegeben,  so  giebt 
es  allemal  unzählige  unter  ihnen,  welche  diese  Gerade  in  Punkten- 
paaren a,  tti ;  (,  b, ;  C,  Ci ;  b,  b,  . . . .  schneiden;  denn  jeder  Punkt 
von  A  bestimmt  einen  solchen.  Es  werde  nun  1)  K  ebenfalls  von 
A  in  zwei  Punkten  I,  I,  geschnitten  (oder  in  einem  Punkte  be- 
rührt); von  einem  beliebigen  Punkte  B  des  JT  gehen  nach  a,  ai ; 
i,  lb| . . . .  t,  Ix  die  Strahlenpaare  n^a^\  ^9  ^t  . •  • .  ^,  ^, 9  welche  K 
zum  zweitenmal  in  es,  es, ;  |^,  /?,... .  {,  f,  schneiden;  so  bilden  diese 
Strablenpaare  eine  Involution  von  Strahlen;  folglich  gehen  sämmt- 
liehe  Sennen  aa,,  ßß^  ....  und  A  durch  einerlei  Punkt  q  (§.3.4.). 
Sind  nun  jene  Punktenpaare  ungleichliegend^  so  schneidet  die  har- 
monische Polare  von  ^  für  ÜT  diesen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
c,  ^,  und  die  Strahlen  «,  /*  des  Strabibüscbels  ß^  welche  nach  e, 

?  gehen,  sind  mit  je  zwei  Strahlen  «v,  «i ;  ^,  ^,  . . . .,  also  anch  die 
unkte  e,  f,  wo  dieselben  der  A  begegnen,  mit  je  zwei  Punkten 
ft,  a, ;  (,(,....  harmonisch,,  d.  h.  e,  f  sind  zwei  Wecbselpunkte  auf 
A  für  sämmtlicbe  Keffelsehnitte.  Wird  aber  2)  K  von  A  weder 
geschnitten  noch  berührt,  ao  sind  die  zugeordneten  harmonischen 
Pole  Yon  A  für  ÜT  noth wendig  gleicbliegend ,  folglich  hat  die  In- 
volution dieser  Pole  mit  derjenigen  für  irgend  einen  andern  der 
Kegelschnitte  91,  SS»  ^  S)  •  •  •  •  allemal  zwei  zugeordnete  Punkte  e>  f 
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gemeiD  (§.  3.  5.),  und  diese  sind  dann  zwei  der  Geraden  A  enge» 
hörige  Wechselpunkte  für  sämmtlichc  Kegelschnitte.  Dem  nach  sind 
auch  jetzt  die  Strahlen  «, /*,  welche  B  mit  e,  f  verbinden,  mit  je 
zwei  Strahlen  a^  ay\  ö,  It^  , ,..  harmonisch,  und  sofort  die  Gerade 
B(p  die  harmonische  Polare  eines  Punktes  ^,  in  welchem  sich  auch 
jetzt  die  Sehnen  aa^^  ßß^  ....  schneiden  müssen.  Weil  aber  die 
Punkte  e,  f.  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole  von  Jt  für  ^  sind, 
so  ergiebt  sich  durch  Umkehrung  des  Satzes  (§.  4.  2.),  dass  ^  als 
harmonischer  Pol'  von  s^  auf  ui  liegen  muss. 

5.     Hat   eine   Schaar   von    Kegelschnitten    dieselben 
zwei  zugeordneten  reellen  oder  idealen 

Tangenten  durch  schnitte 
gemein,  und  man^ieht  von 


Sekanten  gemein,  und  wet- 
den  alle  oder  einTheil  der- 
selben von  einer  Geraden 
geschnitten,  und  man  zieht 
von  einem  beliebigenPnnkte 
eines  der  Kegelschnitte 
Strahlenpaare  nach  Je  zwei 
Durchsehnittspunkten,  so 
gehen  die  Sehnen  dieses 
letzteren,  welche  dnrch 
diese  Strahlenpaare  bei- 
stimmt werden,  alle  durch 
einen  und  denselben  Punkt, 
welcher  allemal  auf  jener 
Geraden  liegt,  es  mag  nun 
diese  letztere  diesen  einen 
Kegelschnitt  durchschnei- 
den, berühren  oder  gänz- 
lich ausserhalb  desselben 
liegen. 


einem  beliebigf^n  Punkte  an 
alle  oder  einen  Theil  der- 
selben Tangentenpaare  und 
ausserdem  an  einen  der  Ke- 
gelschnitte eine  beliebige 
Tangente,  endlich  wieder 
von  je  zwei  Durchschnltts- 
pnnkten  dieser  Tangente 
mit  jenen  Tangentenpaaren 
an  den  letzteren  zwei  nette 
Tangenten,  so  liegen  die 
Durchschnitte  dieser  letz- 
teren alle  auf  einer  Und 
derselben  Geraden,  welche 
allemal  durch  jenen  Punkt 
geht,  es  mag  nun  dieser 
Punkt  ausserhalb,  auf  öder 
innerhalb   dieses  einen  Ke- 


gelschnittes liegen. 
Aus  §.  5.  1.  und  §.  6.  4.  folgert  man: 


6.  Dfe  harmonischen  Pole 
jeder  Geraden  in  Bezug  auf 
eine  Schaar.  von  Kegel- 
schnitten, welche  dieselben 
zwei  zugeordneten  reellen 
oder  idealen  Sekanten  ge- 
mein'  haben,  liegen  ant  dem 
Umfange  eines  einzigen 
Kegelschnittes. 

7.  Die  Mittelpunkte  aller 
Kegelschnitte,  welche  zwei 
zugeordnete  reelle  oder 
ideale  Sekanten  gemein  ha«* 
ben,  liegen  auf  dem  Um- 
fange eines  einsigen  Ke< 
gelschnittes. 


6.  Die  harmonischen  Po 7 
laren  eines  jeden  Punktes 
in  Bezug  auf  eine  Schaar 
von  Kegelschnitten,  wel- 
che dieselben  zwei  suffe- 
ordneten  reellen  oder  id^a- 
lenTangentendurch  schnitte 
gemein  haben,  umhüllen 
einen  einzigen  KegeN 
schnitt. 

7.  In  einer  Schaar  vob 
Kegelschnitten,  welche 
zwei  zugeordnete  reelle 
oder  ideale  Tangenteu* 
durchschnitte  gemein  ha« 
ben,  umhüllen  alle  Durch« 
messer,  deren  zugeordnete 
parallel  laufen,  einen -ein« 
zigen  Kegelschnitt. 


■ 


' 
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Bine  beliebige   Gerude  ji  schneide  die  cugeordDeten  ^emein- 
ichaftlicheD^  Sekanten  S^  S^   von  31,  99,  S,  2)....,  welche  letztere 
iHeaial  besitzen,  in  den  Punkten  q,  Q^,  so  liefen  die  Wech8el|iunkte 
B^Bi  von  g,  gl  ehoufiills  auf  S^  S^^  und  die  harmonischen  Fola- 
RB  •,  üx    von   (J)  Qi    in    Kezug  auf  irji^end  einen  91  jener  Kegel- 
lehoitle  geben,   die   eine  a  durch  ß  und  den  harmonischen  Pol  a 
von  Sy  die  andere  a^  durch  jff,   und  den  harmonischen  Pol  a^  von 
I,   für  8;  zugleich   aber  liegt  der  Durchschnitt  a  von   lar,  lar,  als 
Umoniscber  Pol    von  A   für  31,    auf  dem   Wecbselpunkt  -  Keget- 
Kbnitte  A^  der  Geraden  A,     Die  Punkte  a,  te^  und  alle  ähnlichen 
A  /'i  1  7^9  /i  >  <^)  ^1  •  *  •  • )  welche  den  Kegelschnitten  93 ,  £ ,  S)  .  • . . 
eslsprecben,  liegen  auf  der  Geraden  1\  und  jedem  Punkte  ^  dieser 
Graden,  als  harmonischen  Pol  von  S  oder  S^  gedacht,  entspricht 
in  jenes  SyHtem  ein  Kegelschnitt  @  oder  @|,   in  Bezug  auf  wel- 
cheD  er  es  ist.    Ist  nun  ^  der  Durchschnitt  von  A  mit  P  und  zwar 
4er  barmonische  Pol   von  S  für  @,  so  ist  ß  der  harmonische  Pol 
vei  ^  für  @,    weil  die  harmonischen  Polaren  iV,  «,  #,  von  ^,  (j,  g^ 
dirrb  einerlei  Punkt  d  gehen  müssen,  der  auf^i  liegt;  also  ist  ^, 
■il  BB^^  und  %  mit  ß^  identisch,  und  daher  ß^  Tangente  an  Ay 
in  B^    Denkt  mau  sich   dagegen   denselben  Punkt  t  als  harmoni- 
ncl^en  Pol  von  S^    tlir  @|,  so  ist  B^  der  harmonische  Pol  von  A 
für  6| ,  also  jetzt  üf,^  Tangente  an  A^    in  ^,.    Demnach  liegt 
der  harrooDische  Fol  ^  von  Uß^   in  Bezug  auf  ^,  auf  der  Gera- 
den P\  nnd  hieraus  folgt  nach  §.  4.  2.  wegen  der  dem  A^  einge- 
schriebenen Dreiecke  üfa/f,,  ßhß^  ....  B^ß^  . .. .,  dass  die  Punk- 
t«Bpaare  a,  «i;  /^,  /!^i ;  ^^y  ^i ;  <^,  (^i  .  • . .  zugeordnete  harmonische 
Pole    der  Geraden   P  in   Bezug  auf  A^ ,    und  sofort,    weil  diese 
Pnnfcte  nur  von  31,  93,  S,  2) . . . .  abhängen  und  mit  A^  sich  nicht 
HknAem,   es  auch   in  Bezug  anfalle  anderen  Wechselpunkt.  Kegel- 
■cbaitte  sein  müssen. 


8.  Hat  eine  Seh  aar  von 
Kegeltcbnitten  zwei  zuge- 
ordnete reelle  oder  ideale 
Seknnten  gemein^  so  bilden 
^)  die  harmonischen  Pole 
dieser  zwei  Sekanten  in 
ftesnff  auf  je  einen  dieser 
SCegeltfcbnicte  eine  Involu- 
tion Yon  Punkten,  welche 
^ur  dann  aus  gleichliegen- 
4on  Gebilden  besteht,  wenn 
^ine  der  gemeinschaftlichen 
Sei^anten  reell,  die  andere 
fi  dejnl  ist;  b)  jedes  Paar  die- 
ser Pole  sind  zwei  zugeord- 
'^•te  harmonische  Pole  der 
^Beraden  P  in  Bezug  auf  alle 
^IVechaelpnnkt  Kegel- 

schnitte, welche  zu  jener 
chaar  gehören,  und  daher 
aben  c)  alle  diese  Wecb- 
elpnnkt  -  Kegelschnitte 
inner    dem   Punlcte    p^   wo 


8.  Hat  eine  Schar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete   reelle    oder  ideale 

Tangentendurchscbnitte 
gemein,  so  bilden  a)  die 
harmonischen  Polaren  die- 
ser zwei  Tangentendurch- 
scbnitte in  Bezug  auf  je 
einen  dieser  Kegelschnitte 
eine  Involution  von  Strah- 
len, welche  nur  dann  aus 
gleichliegenden  Gebilden 
besteht^  wenn  einer  der  ge- 
roeinschaftlicbon  Tangen- 
tendurchscbnitte reell,  der 
andere  ideal  ist;  b)  jedes 
Paar  dieser  Polaren  sind 
zwei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren  des  Punk- 
tes p  in  Bezug  auf  alle 
Wecbselstrablen  -  Kegel- 
schnitte, welche  zu  joner 
Scbaar  geboren,  und  daher 


gemein  (§.  ^J.  .1.),  uiui  «iie>i   si.    a  i  ii    .-.  .       ;«    ..  ,£<^ 
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die  gemeinschaftlichen  Se- 
kanten sich  schneiden,  noch 
die  ihm  entsprechende  Ge- 
rade P  als  reelle  oder  ideale 
Sekante  gfemein,  jenachdem 
jene  erstere  Schaar  vier, 
keinen  oder  nur  zwei  ge- 
meinschaftliche Durch- 
schnitte besitzt« 


haben  c)alle  diese  Wecbsel- 
strahlen-Kegelichnitte  aus- 
ser einer  Tangente  P,  wel- 
che die  gemeinschaftliche^ 

Tan  ge  n  te  0  durch  seh  PI  (te 
verbindet,  noch  den  dieser 
Geraden  entsprechenden 
Punkt  p  als  reellen  oder 
idealen  Tangcntendurcb- 
schnitt  gemein,  jenachdem 
jene  erstere  Schaar  vier, 
keine  oder  nur  zwei'  ge- 
meinschaftliche Tangenten 
besitzt. 

Der  3te^Satz  veranlasst  jetzt  zu  fragen:  Welchem  Gesetz« 
sind  die  Hauptpunkte  aller  Involutionen  von  Punkten, 
von  denen  dort  die  Rede  war,  unterworfen,  wenn  ihre 
Richtungslinien  durch  einerlei  Punkt  gehen?  und  ähnlich 
andrerseits.  Aber,  so  allgemein  gestellt,  lässt  sich  diese  Frage 
nicht  erledigen,  ohne  die  Betrachtung  auf  Curven  vod  höherer  a|s 
der  zweiten  Ordnung  auszudehnen.  Nur  in  einem  besonderen  FallCi 
wenn  nämlich  jene  Linien  von  einem  Punkte  einer  gemeinschafkli- 
eben  Sekante  ausgehen,  erscheint  jenes  Gesetz  in  der  einfacheren 
Gestalt  voo  Kegelschnitten;  und  wir  stossen  hier  auf  eine  höchst 
eigonthümliche  Wechselbeziehung  zwischen  mehreren  Systemen  von 
Kegelschnitten,  welche  zwar  bereits  in  den  Eigenschaften  der  so- 
geoannteu  Orthogonal -^Kreise,  aber  noch  nicht  in  allen  ihm 
'  Momenten  hervortritt. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  ^  der  Sekante  8^  welche  eiie 
Schaar  von  Kegelschnitten  %,  99,  S,  2) . . . .  nebst  einer  ihr  zugeord« 
neten  S^  gemein  haben,  mögen  beliebig  viele  Gerade  A^  B^  C^ 
JD  ,  ,  ,  .  gehen,  welche  der  Reihe  nach  die  Wechselpunkte'  a,  üi\ 
16,  i, ;  c,  c, ;  b,  b,  . . . .  enthalten.  Da  jede  dieser  Geraden  von 
zweien  jeuer  Kegelschnitte  in  diesen  Punkten  berührt 
wird,  so  kann  man  allemal  vom  Punkte  C  an  einen  derselben, 
z.  B.  91,  zwei  Tangenten  legen,  deren  Berührungspunkte  -B^  B^ 
heissen  mögen.  Man  denke  sich  von  B  (oder  B^)  nach  a,  tti ; 
^9  (i ;  C,  Ci ;  b,  bi  . ...  die  Strahlenpaare  «,  af\  ^,  ^';  c^  d\  d^  if .... 
gezogen,  welche  %  in  a,  «i ;  /^,  /^i ;  ^^^  ;Ki  ;  <^,  <fi  . . . .  schneiden,  und 
sofort  diese  Punkte  mit  B^  durch  die  Strahlen  a\i  a^\  ^i»  ^19 
^19^19  ^19^1  verbunden.  Da  nun  z.  B.  a,  tti  zugeordnete  harmo- 
nische Pole  von  ui  für  31  sind, ^ so  muss  die  i^ehne  au^  durch  den 
harmonischen  Pol  9!  von  A  für  %  gehen,  welcher  übrigens  auch 
auf  Bßy^^  der  harmonischen  Polare  von  d,  liegt;  also  ist  a  der 
Durchschnitt  von  0,  <0,,  so  wie  a^  der  von  0',  a\.  Aus  demselben 
Grunde  geht  ferner  auch  die  Gerade  A  durch  den  harmonischen 
Pol  a'*  der  Sehne  aa,  für  %\  und  zieht  man  nun  jffa",  so  sind 
(nach  einem  Zusätze  zu  §.  3.  3.)  die  Strahlen  B^^  Bq!*  mit  iffa, 
jfftt|,  also  auch  die  Punkte  ^,  a"  mit  a,  a,  harmonisch. 

Nun  aber  sind  je  swei  Weehselpunkte  a»  Cl^  mit  den,  den  ge- 
meinschaftlichen Sekanten  <S>,  S^  angehörigen  Punkten  jedesmal 
harmoüisch;  also  liegt  der  Punkt  0!*  atf  S^,  und  auf  derselben  Li- 
nie ebenso  auch  alle  äbnlichen  Paukte  V\  c",  b"  ....    ^nmach 
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9^eD  alle  Sehnen  «a,, /¥/¥| «;'/',,  J(f^  ....  durch  einen  festen  Punkt, 
nlalich  den  harmonischen  Pol  a'o  von  S^  für  9(;  also  bilden  die 
Strablenpaare  »^  a';  ^,  6*\  c,  c,;  ä,  i/|....  eine  Involution  von 
Strahlen»  und  weil  auch 

ist»,  so  ist 

oder  vielmehr       ,  , 

B[ay b^Cyd.,,,,a\b\d^d,,,.)z=zB^{a^ib^^Cx^d^ ....  t*\,b\^c\y <f , ....) ; 

.dies  heistt:  alle  Punkte  a,  a, ;  16»  bi ;  c,  C| ;  b»  b^ . . . .  liegen  sammt 
4?i  By  auf  dem  Umfange  eines  einzigen  Kegelschnittes  K. 

Da  die  Sehnen  tia^^  ßß^^  fYx^  ^^\  •  •  •  •  durch  den  harmonischen 
Pol  a'o  der  gemeinschaftlichen  Sekante  S^  gehen,  so  wird  S^  von 
jedem  Sirahlenpaare  a,  ä\  b^b^ ....  in  zwei  zugeordneten  harmoni- 
sekan  Polen  für  31  und  zugleich  auch  für  93i  S»  2)  •  •  • .  geschnitten ; 
9ber  auch  die  Sehnen  aUi,  66,.,  cc,,  bb|  ....  von  K  gehen  durch 
eiven  festen  Punkt  ^,  und  dieser  ist  offenbar  der  harmonische  Pol 
VPD  Sy  für  JST,  indem  je  zwei  Punkte  ^,  a'';  ^,  b";  ^,  c'' . .  • .  resp. 
Vit  Ot  a, :  b,  b, ;  c,  Ca  ••..  harmonisch  sind;  also  wird  S^^  von  den- 
lelben  Strahlenpaaren  a^a\  bsb'\  c^c';  ä,d'....  auch  in  Bezug 
saf  Jf  in  zugeordneten  harmonischen  Polen  ffeschnitten. 

Wählt  man  nun  statt  $  irgend  einen  anoeren  Punkt  ^j,  d, .... 
dar  gemeinschaftlichen  Sekante  S,  so  erhält  man  statt  HC  einen  ähn- 
lichen Kegelschnitt  JSr,^  IC^  . . . .,  in  Bezug  auf  welchen  das  Gesagte 
ebenfolls  gilt;  also  ist  S^  eine  Gerade  vereinigter  Paare  zugeord- 
neter harmonischer  Pole  für  sämmtliche  Kegelschnitte  A'jÜli^A',...., 
d.  h.  eine  gemeinschaftliche  Sekante  derselben,  und  zwar  haben  sie 
dieselbe  zugleich  mit  jedem  der  Kegelschnitte  31  >  99,  S,  jD  .  •  •  • 
geaein. 

lo  den  projektivischen  Strahlbüscheln  B^  B^  entsprechen  dem 
geBeinschafilicben  Strahle  BB^  wechselseitig  die  Geraden  /f,a'o, 
iffa'oi  welche  nach  dem  harmonischen  Pole  a'o  von  S^  für  9(  ^ehen, 
also  sind  diese  Geraden  Tangenten  an  iT,  und  es  lutBBy  die  har- 
moDieche  Polare  von  a'o  ^ur  iT.  Aber  BBy  geht,  als  harmonische 
Polare  von  4  für  9,  durch  den  harmonischen  Pol  a«  von  S  für  9, 
welcher  mit  a'o  zugleich  auf  der  den  Sekanten  S^  S^  zugeordneten 
Geraden  P  liegt;  also  sind  diese  Punkte  ebensosehr  zwei  zuge- 
ordnete harmonische  Pole  von  P  für  /f,  als  fiir  sämmtliche  Wech- 
selpunkt-Kegelschnitte des  Systemes  9,  93,  C,  2). . . .  (8);  und  da 
diese  Pnnkte  nur  mit  S  sich  ändern,  so  sind  sie  es  auch  für  JiT^, 
ÜT,  . . . .  Vertauscht  man  aber  S  mit  S ,  S ,  2)  •  •  •  • »  so  erhält  man 
ähnliche  Puoktenpaare  b«,  b'ot  Co>  C«;  bo^b'o«-*-«  von  welchen  in 
Besag  anf  IT,  iE^,  iST,  ....,  welche  dieselben  geblieben  sind.  Glei- 
ches als  von  ttoi  a'o  gelten  mnss;  also  ist  auch  P  eine  Gerade  ver- 
einigter Paare  zugeordneter  harmonischer  Pole  für  A,  /T, ,  /T,  .... 
d.  b.  eine  Sekante^  welche  sie  unter  sich  und  mit  jedem  der  Wech- 

selpnakt .  Kegelschnitte   des  SjstesMS  9,  S,  S»  2) gemein 

haben. 
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Da  endlich  die  Punkte  ^,  ^,,  4,  ....  der  Reihe  nach  die  har- 
monischen Pole  von  S^  für  iST,  i^i,  A", ... .  sind,  S^  aber  eine  ge- 
meinschaftliche Sekante  dieser  Kegelschnitte  ist,  so  spielt  die  Ge- 
rade S  für  diese  dieselbe  Rolle,  als  P  für  9(,  93,  (£,  Z>. . . .  Dnd 
da  je  zwei  zuf^eordnete  harmonische  Pole  von  A^  für  ä,  93....  Wech- 
selpunkte,  und  als  solcbe  die  Durchschnitte  von  S  mit  je  einem  der 
Regelschuitte  ÜT,  iTi,  JiT,  ....  sind,  so  ist  die  Involution  «dieser 
Paare  von  Durchschnittspunkten  mit  der  Involution  der  vereinigten 
Paare  zugeordneter  harmouischer  Pole  von  S  für  31»  93....,  folg- 
lich auch  die  Hauptpunkte  der  ersteren,  d.  h.  die  Punkte  /?,,  p^ 
für  JiT,  JiTi,  IC^  ....,  mit  denen  der  letzteren,  d.  h.  den  gemein- 
schaftlichen Durchschnitten  von  Sl,  93....  identiscb. 

Nimmf  man  in  der  Ebene  von  31,  93 ... .  einen  Punkt  a  beliebig 
an  und  verbindet  ibn  mit  seinem  Wechselpunkte  a,  durch  eine  Ge- 
rade ^,  welche  S  im  Punkte  ^  schneidet,  so  erzeugt  dieser  Punkt 
^  einen  Kegelschnitt  iT,  welcher  zur  8ehaar  von  iT,,  JC^  gehört 
und  durch  a  geht.  Also  gehören  alle  Kegelschnitte,  welche  mit 
dieser  Schaar  einerlei  gemeinschaftliche  Sekanten  haben,  auch  hin- 
sichtlich der  übrigen  Eigenschaften  zu  derselben. 

Nimmt  man  endlich  die  Punkte  ^j  ^,,  C^  ....,  statt  auf  Sy  auf 
der  zugeordneten  gemeinschaftlichen  Sekante  S^  an,  so  erhält  mao 
ein  von  dem  vorigen  verschiedenes,  aber  in  Bezug  auf  % 93,  S, 2)—. 
mit  denselben  Eigenschaften  als  JT,  i^i ,  iT,  . . . .  ausgestattetes  Sy- 
stem von  Kegelschnitten  iSP,  JTi,  A',  . . ..;  dieses  hat  mit  9l,93.i.i^ 
die  Sekante  IS  und  mit  deren  Wechselpunkt- Kegelschnitten  die  Se- 
kante jP  gemein.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  drei  Sy- 
steme von  Keffelschnitten  31,  93,  S  • . . .;  iST,  iTi ,  ÜCa  . . . .;  ÜT',  JS[\y 
K\  ....  durcu  @s^  @>  @,  und  schreibt  S^  statt  P,  so  sind  der 
Reihe  nach  8  und  S^^  S^  und  S^^  8^  und  8  zugeordnete  ffemein- 
schaftliche  Sekanten  des  Systcmes  ©s»  @,  ®i ;  jedes  dieser  ^steme 
hat  mit  jedem  der  beiden  anderen  @,  @, ;  ©i,  ®^\  @3,  S  eine 
Sekante  A^, ,  S\  8^^  8^\  8^  8^  und  mit  dessen  Wechselpunkt- Ke- 
gelschnitten eine  Sekante  8^  8^'^  8^,  /S',;  8^^  S  gemein,  und  die 
Wechselpunkt- Kegelschnitte  eines  jeden  haben  die  Gerade  8^^8,8^^ 
zur  gemeinschaftlichen  Sekante.  Zieht  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  ^  der  Geraden  8  an  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Syste- 
mes  @,  Tangenten,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem  Ke- 
gelschnitte des  Systemes  @,  und  die  Tangenten,  welche  von  einem 
beliebigen  Punkte  ^2  der  8^  an  die  Kegelschnitte  von  ®  gelegt 
Werden,  berühren  sie  in  Punkten,  welche  auf  einem  des  Systemes 
@3  liegen  u.  s.  w. 


9.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete reelle  oder  ideale 
Sekanten  gemein,  so  liegen 
a)  die  Berührungspunkte 
aller  Tangenten,  die  von 
einem  beliebigen  Punkte 
einer  dieser  Sekanten  an 
jene  Kegelschnitte  gelegt 
werden,  auf  dem  Dmfange 
eines  neuen  Kegelschnit- 
tes,   welcher    mit    ersteren 


9.  Hat  eine  Schaar  tob 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete   reelle    oder  ideale 

Tangentendurchschnitte 
gemein,  so  umhüllen  a)  alle 
Tangenten  derselben,  de- 
ren Berührungspunkte  mit 
einem  dieser  gemeioscbaft- 
licheu  Tangentendurch- 

schnitte  in  gerader  Linie 
liegen,  einen  neuen  Kegel- 
schnitt,  welcher  mit  erste- 
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ii%  »Ddvr«  Sekante  und  mit 
derem  Wechselpunkt-Kegel- 
■chnitteB  die  uerade  P  als 
Sekante  geneio  hat.  b)Alle 
mit  tele  der  einselneD  Pankte 
einer  jener  geaeiDscfaaftli- 
ekea   Sekanten    so    erzeug- 
ten     Kegelschnitte     bilden 
«ine  sweite  Scbaar,  welche 
■  hreraeits     ebenfalls     zwei 
»■geordnete      reelle      oder 
■4enle  Sekanten  gemein  ha- 
ften«  nämlich  die  eine,  wel- 
che sie  mit  jedem  der  ersten 
tSehnar,     and     die     andere, 
^erelche  sie  mit  Jedem  Wech- 
«elimnkt-Kegelschnitte  der 
«reteo    Scbaar    gemein    ha* 
lien;  and  ebenso  haben  auch 
^ie    Kegelschnitte    der    er* 
.«ten  Scbaar  mit  den  Wech- 
melpoDkt    -    Kegelschnitten 
^er    «weiten    jene    Sekante 
gemein,  mittels  deren  letz- 
tere erzeugt  wurde. 

e)     Berücksichtigt    man 
meck  einander  beide  der  er- 
«teo    Schuar    gemeinschaft,- 
Ijehe    Sekanten^    so    erhält 
man  im  Ganzen  drei  Schaa- 
ren      von      Kegelschnitten, 
welebe      in      vollkommener 
Weebselbeziebung    zu    ein- 
-  ender    stehen,     nämlich    je 
swei  dieser  Schaaren  haben 
ellemel   unter   sich   und   mit 
den    Wecbselpunkt  -  Kegel- 
•ehnitteu  der  dritten  Scbaar 
eine    von    drei    bestimmten 
Geraden    zur  gemeinschnft- 
lichen    Sekante;   jeder   Ke- 
gelsobnitt  der  einen  schnei- 
det   alle   Kegelschnitte   der 
«weiten     oder     der    dritten 
Scbaar  in  den  Berührungs- 
punkten solcher  Tangenten 
der   beiden   letzteren,   wel- 
ebe   in     zwei    Punkten    der 
den    Wecbselpunkt  •  Kegel- 
acbnitten  der  ersten  Scbaar 
'gemeinschaftlichen  Sekante 
convergiren;    und    es    kann 
'eise    eine  jede   dieser   drei 
Sehaaren   als  diejenige  an- 


ren  den  anderen  Tangeu- 
tendnrchscbnitt  und  mit  de- 
ren Wecbselstrablen  -  Ke- 
gelschnitten den  Tangen- 
tendurchschnitt p  gemein 
hat.  b)  Alle  mittels  der  ein« 
zelnen  Strahlen  eines  jener 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurchschnitte  so  er- 
zeugten Kegelschnitte  bil- 
den eine  zweite  Scbaar, 
welche  ihrerseits  ebenfalls 
zwei  zugeordnete,  reelle 
oder  ideale  Tangenten- 
durchschnitte  gemein  ha- 
ben, nämlich  den  einen  mit 
jedem  Kegelschnitte  der 
ersten  Scbaar  und  den  an- 
deren mit  jedem  Wecbsel- 
strablen.KegeJscbnitte  die- 
ser Scbaar  zugleich;  und 
ebenso  haben  auch  die  Ke* 
gelschnittederersten  Scbaar 
mit  den  Wecbselstrahlen- 
Kegelscbnitten  der  zweiten 
jenen  Tangentendurch- 

schnitt gemein,  mittels  des- 
sen Strahlen  letztere  er- 
zeugt wurde. 

c)  Berücksichtigt  man 
nacheinander  beide  der  er- 
sten Scbaar  gemeinschaft- 
liche Tangeiitendurch- 
schnitte,  so  erhält  man  im 
Ganzen  drei  Schaaren  von 
Kegelschnitten,  welche  in 
vollkommener  Wechselbe- 
ziehung zueinanderstehen, 
nämlich:  je  zwei  dieser 
Schaaren  haben  allemal  un- 
ter sieb  und  mit  den  Wech- 
selstrahlen-Kegelschnitten 
der  dritten  Scbaar  einen 
von  drei  bestimmten  Punk- 
ten zum  gemeinschaftlichen 
Tangentendnrchscbnitt;  je- 
der iCegelscbnitt  der  einen 
hat  mit  sämmtlicben  Kegel- 
schnitten der  zweiten  oder 
der  dritten  Scbaar  solche 
Tangenten  gemein,  deren 
Berührungspunkte  auf  zwei 
Strahlen  des  den  Wechsel- 
strab len-Kegelscbnitten  der 
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geseheD  werden,  aus  wel-  erstenSehaar  gemeinscbaft« 
eher  die  beiden  anderen  lieben  Tangentendureb-* 
entsprungen  sind.  scbnittes     liegen;     und     •& 

kann  also  eine  jede  dieser 
drei  Scbaaren  als  diejenige 
angesehen  werden,  aus  weK 
eher  die  beiden  anderen, 
entsprungen  sind. 

Diese  drei  Scbaar  sollen  drei  Wechsel  •  Systeme  von  Ke« 
gelscjinitten  mit  zwei  zugeordneten  gemeinsehaftlieheB 
Sekanten  oder  Tangentendurohsehnitten,  und  eine  jede 
einzelne  ein  Wechsel*8ystem  der  beiden  anderen  gennnnt 
werden. 

Sind  die  Kegelschnitte  der  oben  zu  Grunde  gelegten  Scbaar 
&2  (links)  ähnlich  und  ähnlichliegend,  so  haben  sie  mit  einander 
und  mit  denen  der  Schaar  ®  (oder  @i )  eine  unendlich  entfernte 
Sekante  S^  gemein ;  folglich  gehen  die  harmonischen  Polaren  eines 
beliebigen  Punktes  von  JSi  iur  sämmtliche  Kegelschnitte  von  @, 
und  @,  d.  b.  alle  Durchmesser  derselben,  deren  zugeordnete  nach 
jenem  Punkte  gerichtet  sind,  nach  einem  und  demselben  zweiten 
Punkte  von  S^^  sind  also  unter  ^ich,  sowie  jene  unter  sich,  pval* 
lel.  Demnach  sind  auch  alle  Kegelschnitte  von  @  mit  einander 
und  mit  denen  von  ©,  .ähnlich  und  ähnlichliegend  (§.  5.  8.  Dm- 
kehrung). 

Die  dritte  Schaar  @i  dagegen  besitzt  keine  solche  Seknnte 
S^ ;  weil  aber  die  harmonischen  Pole  ihrer  gemeinscbaftlicken  Se- 
kanten S  und  S^  in  Bea^g  auf  alle  ihre  Regelschnitte  der  nnend- 
lich- entfernten  Geraden  S^  angehören,  so  sind  JS  und  Af^  Durch* 
raesser  aller  dieser  Kegelschnitte,  welche  demnach  concentriach 
sein  müssen. 

10.  Hat  eine  Schaar  ähnlicher  und  ähnlich-liegen- 
der Kegelschnitte  ausser  der  unendlich-»^entfernten  noch 
eine  zweite  Sekante  gemein,  so  besteht  das  eine  ihrer 
Wechsel  •  Systeme  ebenfalls  aus  ähnlichen  und  ähnlich- 
liegenden Kegelschnitten,  und  zwar  sind  sie  diess  nickt 
nur  unter  sich,  sondern  auch  mit  ersteren  zugleich;  da- 
gegen besteht  das  andere  aus  lauter  concentrischen  Ke- 
gelschnitten, deren  gemeinschaftliche  Sekanten  zwei 
Durchmesser  sind. 

11.  Die  beiden  Wechsel- Systeme  einer  Schaar  von 
Kegelschnitten,  welche  zwei  Durchmesser  zu  zugeord- 
neten gemeinschaftlichen  Sekanten  haben,  bestehen  ein 

edes  für  sich  und  beide  unter  einander  aus  lauter  ahn- 


i 


ichen  und  ähnlich-liegenden  Kegelschnitten. 

Jenachdem  die  unendlich  -  entfernte  gemeinschaftliche  Sekante 
S^  von  @2  und  @  reell  oder  ideal  ist,  ist  es  auch  die  der  Wach» 
selpunkt. Kegelschnitte  von  @, ,  und  es  besitzen  folglich  die  leiz*- 
teren  im  ersten  Falle  entweder  zwei  reelle  oder  zwei  ideale,  in 
zweiten  aber  allemal  eine  reelle  und  eine  ideale  gemeinschaftliche 
Sekante  S^  S^.  Besteht  also  ©3  und  folglich  auch  @  ans  lauter 
Ellipsen,  wo  ^1  ideal  sein  muss,  so  besteht  @j  aus  lauter  Hyper- 
beln, indem  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  jetzt  ausserhalb  der 
Kegelschnitte  von  @i    liegen  muss.    Da  nun  jede  Gerade  ein  Sj» 


%' 
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TOB  KcgelichnitteD  mit  swei  zugeorÜDeten  geaeiDtchaftlichen 
in  BolcbeD  PunkteDpaarea  schneidet,  welche  eine  Invola- 
Pankten  hilden,  aad  hierzu  auch  die  Ourchschnittspunkte 
liehen  Sekanteu  als  zugeordaete  gehören;  aa  fer- 
Bcrahmngspunkte  der  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte 
p  mm  ein  aolches  System  gezogen  werden,  in  einer  Geraden  P  lie- 

E,  mini»  aaeh  diese  Tangentenpaare  sammt  den  gemeinschaftlichen 
•■tarn  eine  Involution  von  Strahlen  bilden »  diese  Tangenten* 
iber  im  Falle  des  Sjstemes  @|  die  Asymptoten  der  betref- 
Kngekcbnitte  sind,  so  bilden  die  Asymptotenpaare  dieser 
6|  eine  Involution  von  Strahlen»  und  zwar  besteht  diese 
i^ramdig  «m  gleichliegenden  G^^bilden,  wenn  es  keine  Gerade 
^^9  ^^  ffwht,  d.  h.  wenn  @i  eine  reelle  und  eine  ideale  gemein« 
■aMÜdidie  Sekante  besitzt. 

Bcstakt  nun  die  Schaar  ®,   aus  lauter  Kreisen,  so  stehen  8 

mmd   S^   senkrecht  auf  einander;  denn  in  diesem  Falle  ist  A>,  die 

%HmimBisck€  Polare  des  unendlich  •  entfernten  Punktes  von  H  für 

•■•  jeae  Kreise,  und  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Krei- 

an    aiad    rechtwinklig  zu  einander.     Also  bilden  die  Asymptoten- 

lie   der  Kegelschnitte  von   @|   eine  Involution  der  rechten 

imkel,   indem  ausser  S  und  8^  auch  noch  die  Achsen  dieser 

hvatmtMD  V  einander  rechtwinklig  sind. 

12«  Hat  eine  Schaar  von  Kreisen  ausser  der  anend- 
lie'k-eBftf ernten  noch  eine  zweite  Sekante  gemein,  an 
iiegBB  a)  die  Berührungspunkte  aller  Taugenten,  wel- 
•ka  TOB  einem  beliebigen  Punkte  dieser  zweiten  Sekante 
II*  dieaelben  gezogen  werden,  anf  einem  neuen  Kreise, 
leaa^B  Mittelpunkt  jener  beliebige  Punkt  ist;  und  alle 
fiaaa  Kreise,  welche  den  verschiedenen  Punkten  der 
iWaitaa  gemeinschaftlichen  Sekante  entsprechen,  haben 
äla  Centrallinie  der  ersteren  zur  gemeinschaftlichen 
lekaata,  welche  reell  oder  ideal  ist^  jenachdem  die  der 
tmt«reB  ideal  oder  reell  ist,  und  sowie  erstere  von  je- 
IsBi  der  letzteren,  so  werden  auch  letztere  von  jedem 
lirernteren  in  den  Berührungspunkten  solcher  Tangen- 
tSB  cpeschnittea,  welche  im  Mittelpunkte  desselben  con- 
vsrgiren.  b)  Die  Berührungspunkte  aller  Tangenten  je- 
ler  erateren  Kreise,  welisbe  eine  und  dieselbe  parallele 
llektung  haben,  liegen  auf  einer  fflo^<:l"^>^>ff®''  Hyper- 
bel, and  alle  diese  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  den 
veracbiedenen  Richtungen  der  Ebene  entsprechen,  sind 
csBcentrisch  und  haben  mit  jenen  Kreisen  die  »weite 
Sekante  und  mit  der  zweiten  Schaar  von  Kreisen  die 
Gsatrallinie  der  ersteren  als  Sekante,  und  zwar  beide 
ils  Durchmesser,  gemein,  c)  Diese  Schaar  gleichseiti- 
Ifer  Hyperbeln  bleibt  dieselbe,  sie  mag  nun  aus  der  er- 
ilea  oder  aas  der  zweiten  Schaar  von  Kreisen  abgeleitet 
Verden  u.  s.  w. 


CoBsCractioa  iib4  EigeDsckaftea 

eioes  STStenf  tob  KerelschaitteB.  welche  bot  eiae  Se> 
kaBte  BBd  BBr  eiDCB  ibr  zBs-eordBetea  Taag'eDten- 

darcbicbBitC  geaeiB  bsbea. 

1.  WeBB  eiae  Gerade  als  RicbtflBfrstiaie  einer  In 
ToIntioB  TOB  Pnaktea.  and  ein  Pnakrais  Mittelponk 
einer  IbtoIbCiob  tob  Strablea  beliebiir  gegrebea  siad 
eiaea  KegelschaitC  zb  fiadea.  für  welcbea  die  eiae  ]e< 
ner  beidea  laToIntioaea  eiae  lavolutioa  BBgeordoetei 
harmoaiscber  Pole,  die  andere  eine  laTolatinn  sog'eord' 
ueCer  barmoniscber  Polaren  sei, 

und  für  welcben  die  barmo-'  nnd  für  welchen  der  harmo- 
nische Polare  jenes  Pnnk-!  sehe  Pol  jener  Geraden  auf 
tes  dnrcb  einen  zweiten  he-    einer  zweiten  beliebig  ge- 


liebig     gegebenen      Pnnkt 
gehe. 


gebenen  Geraden  liege. 


Aaflösuog  (links).  Sind  auf  der  gegebenen  Geradea  S  die 
involutoriscben  Punktenpaare  a,  a,;  (,  b,  ....,  nnd  am  den  f^ge* 
benen  Punkt  #  die  in volu torischen  Strahlenpaare  a,  «i;  &^  ^,  •... 
beliebig  gegeben,  nnd  schneiden  letztere  die  Gerade  S  in  den  Punk- 
ten a\  tt\ ;  b^y  Vi  . . . .,  so  suche  man  das  gemeiaschaftliehe  Paar 
zugeordneter  Punkte  p,  q  der  Involutionen  von  a,  tti ;  6,  61  . . .  •  nnd 
vona',  a'i;  b'.  b'i  ....,  verbinde  einen  beliebigen  dieser  Paekte, 
z.  B.  py  mit  dem  zweiten  sregebenea  Punkte  t  durch  eine  Gerade 
3\  und  den  anderen,  ^,  mu  #  durch  eine  Gerade  P.  Jetzt  wähle 
niun  ein  beliebiges  Paar  der  Strahlen  a^a^\  ^.  ^,  ....,  z.B.  «r,  «i> 
und  verbinde  den  Punkt  aj.  wo  z.  B.  a^  die  \  schneidet,  mit  dem 
Punkte  «3 ,  der  in  der  Involution  von  Ql^^x\  b,  b|  ....  dem  Dorch- 
schuitte  a'  von  a  und  S  zugeordnet  ist,  durch  eine  Gerade  a,,  wel- 
che P  in  a  schneide. 

Besteht  nun  a)  die  gegebene  Involution  von  Strahlen  ans  an- 
gleichliecenden  Gebilden ,  so  suche  man  deren  Uauptstrahlen  g^  4, 
welche  die  N  in  g,  ^  schneiden  mögen ;  verbinde  einen  dieser  Punkte 
g,  %^  z.  B.  9,  mit  a  durch  eine  Gerade,  welche  ^9  in  ^  schneide, 
suche  zu  d,  a,  g  d^n  vierten  harmonischen,  dem  g  zugeordneten 
Punkt  a,  und  coostruire  eioeu  Kegelschnitt  S(,  welcher  g  und  h  in 
g  und  Q  berührt  und  durch  9,  geht;  so  ist  %  der  gesuchte,  nnd 
zwar  N  harmonische  Polare  von  9  für  31. 

Besteht  aber  b)  jene  Involution  aus  gleichliegenden  Gebilden, 
so  suche  man,  wenn  #|  der  Durchschnitt  von  /'und  ^  ist,  zwei 
Punkte  B^  B^^  welche  sowohl  mit  #,  #,  als  mit  ^,  a  harmonisch 
sind,  und  verbinde  einen  jeden  derselben  mit  den  Punktenpaaren 
a,  a,  ;  b,  b,  .  . . .  durch  die  Strahlen  a\  a"  und  o'i,  n^^ ;  b\  a  und 
^'d  b"t  •.••1  so  gehören  die  Punkte  B,  B^  und  die  Durchschnitte 
je  zweier  Struhlen  a'  und  a\;  a"  und  a\\  b*  und  lf\\  i/*  und 
//,  ....  dem  Umfange  des  gesuchten  Kegelschnittes  %  an.  Liegen 
«,  #,  abwechselnd  zu  y,  a,  so  existiren  keine  Punkte  B^  B^  und 
kein  Kegelschnitt  31. 

Beweis,     a)  Da  9(  die  g^h  in  g,  1^  berührt,  so  iit  N  haraio- 
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/     Aifcb«  Polsre  von  «,  und  da  g^  A  die  Haaptstrableo  dar  gegeLe- 

M     Bern  loTolotioD  sind,  so  ist  diese  eine  Involution  logeordneter  bar- 

m       uoniflclier  Polaren  für  9(.    Ferner  ist,  weil  sp^  9q  ein  lugeordne- 

r       twm  Paar  dieser  Involution,  P  die  harmonisclie  Polare  von  p^  also 

mach    p,  q  sngeordnete  harmonische  Pole  von  ^.     Da  ferner  ^,  a 

9^t  a,  g,  harmonisch,  so  geht  die  harmonische  Polare  von  ^  durch 

mjt\   aurch  denselben  Punkt  geht  aber  auch  die  harmonische  Polare 

"vroB   sv;  also  ist  a  der  harmonische  Pol  von  8.    Demnach  geht  auch 

nie    harmonische  Polare  von  a'  durch  a,  zugleich  aber  auch  durcb 

leB  harmonischen  Pol  a,  von  or,  welcher  im  Durchschnitte  von  «^ 

ind  H  liegen  muss,  fällt  also  mit  a^  zusammen.    Nun  sind  zwei 

«l^eordDet«  Punktenuaore  p^  q  und  a',  a,  der  gegebenen  Involution 

ngeordaete    harmonische   Pole    von  8  für  %\    also   gilt   dasselbe 

OB  »llen  solchen  Paaren. 

b)  Giebt  es  unter  den  jetzigen  Bedingungen  einen  Kegelschnitt 

so  gebt  die  harmonische  Polare  von  p  durch  q^  aber  auch  durch 

iB  harmonischea  Pol  von  »p^  welcher  auf  9q  liegt,  fällt  also  mit 

sotammen.    Ferner  geht  die  harmonische   Polare  von  a'   durch 

., ,     aber   auch   durch   den   harmonischen  Pol  von  0,   welcher  im 

^urclischnitte  von  n,    und  X  liegt,  —  denn  die  harmonische  Po- 

ire   TOB  M  geht  durch  i  und  p  —    fällt  also  mit  n«   zusammen. 

'olgliclT  ist  a  der  harmonische  Pol  von  8,  und  da  nun  a,  q  und 

^,  #,    lUgeordnete  harmonische  Pole  von  P  sind,  und  die  Gerade  P 

dcB  Kegelschnitt  durchschneiden  muss,  weil  die  gegebene  Involu* 

&ioB  TOD  Strahlen  aus  gleichliegenden  Gebilden  besteht,  folglich  m 

SvBerbalb  9  liegt,   so  giebt  es  noth wendig  zwei  Punkte  iff,  B^, 

^iebt   ea  also  keine  Punkte  ß^  B^ ,  so  gieht  es  auch  keinen  Ke- 

^^lechaitt  9L    Doch  sieht  man  in  diesem  Falle,  wo  #,  #1   mit  q^  a 

«abBPechaeln ,  doss  dies  nicht  stattfinden  würde,   wenn  man  nur  den 

Vaakt  i  auf  die  andere  Seite  von  8  verlegte. 

Da  nun  B{a\  b\  c\d!....  «",  Ä",  c\  d". . . ,)  =  S((i, b, c. b . . . . 
19  ^i*  c,,  b,  .,..)  =  Ä(a,,  b,,  c,,  b, ....  a,  b,  c.  b ....)  =  Ä,(a^,, 

\  ,  c'',,  rf",  ....  a\^b\^c\^tr ) ,  so  ist  B[a\  ^,  <?',  ^Z' . . . .  ar", 

;€:f,ir'....)=^,(«'i,Ä",,c",,fr,  ....  Ä',,//,,c,»€r,  ....),  hUo 
liei^en  die  Durchschnitte  von  a\  a*\  ....  und  B^ßx  auf  einem  Ke- 
^elachnitte,  und  da  auch  ;/,  ^  zu  a,  a, ;  b,  b,  . . ..  gehören,  so  sind 
-^Bfit  BiP  Tangenten  desselben,  und  P  barmoniRche  Polare  von  p. 
lihiher  geht  die  harmonische  Polare  von  9  durch  p  und,  weil  #,  i, 

It  B^  Bx  harmonisch,  auch  durch  #,,  fällt  also  mit^^  zusammen. 
lODSO  geht  die  harmonische  Polare  von  a  durch  //  und,  weil  ^,  a 

lit   B^  Bx  harmonisch,  durch  q^  fällt  uImo  mit  8  zusammen.    Und 


«la  DUO  ßßx  durch  den  harmonischen  Pol  von  8  ceht,  so  scbnei- 
4tfB  je  zwei  Strahlen  a\  a*\  ;  ^',  ^",  . . . .  die  /S'  in  zugeordneten 
ftBanaeni^chen  Polen. 

Die  harmonische  Polare  von  a'  geht  also  durch  o,   und  auch 

^Sarcli  den  harmonischen  Pol  a  von  8^  fällt  also  mit  0,  zusammen;  , 

^ie   geht  aber  auch  durch  den  harmonischen  Pol  von  or,  der  auf  N 

liegt;  also  ist  a|  dieser  Pol,  und  a,  zugeordnete  harmonische  Po« 

^Btre  von  ar.     Ks   haben  also  die  gegebene  Involution  von  Strahlen 

lind  -die  der  zugeordneten  harmonischen  Polaren  von  9  zwei  zuge- 

e^rdoete  Paare  0,  tt^   und  9p ^  9q  gemein,  sind  also  identisch;  w. 

V«  li.  w. 

Man  denke  sich  nun  die  Involutionen  auf  8  und  um  %  mittels 
^Bta  beliebigen  Kegelachnittes  gegeben,  den  Punkt  i  aber  verän* 


nprmtftigt  imn  ihsk  f^mt  i^tnmg  m  Mgmvfcai  «ats^s    .       -  ^ 

v^ktittf«»- Wiflebe  «It  eril;«r«H  •!«■•  Ct«rir«t«  alaNfiAkMt« 
•vi  tfi«f0ii  Pvfekt  ali  TaDfcfttM4«r«litek«lli.  MptiB 
kak«fe;  ei/kiH»  aker  4ie«e  K«|fet»i»k'bitte -vWti'ikss^ii)« 
4er«  Girapp«»;  welol»«  iiek  d«il«r«b  vo«  eintir^Mi  «it»ffw 
«ftk«4^€i«,  dlvii^  ii«  'kerniiBiiekeif  Pol»fev-«iM- g«aiBW<» 
aek«rclt«rii9tt  'Pt«ge«t«B4«rcktekiit*«B'  irBtüflgilwr-dM 
KegelMknitte  der  «iee'e  Kreppe  in  eiee^^edi'deeitillw» 
Peaifk^  der  geveie^ieküftliekeA  S«k#ot:e>  «wdvd'ie'kMM«» 
eifektieP«l«ree'dti»Blb«eP«ekt9t  in  ftf'««fr  aief «dm  4er 
eodcree  Grnppe  ie  eioeai  anderen  Penktk  Meter  Sefcsvle 
eeeiferffirety  «ed  daaa  la  ifleieker  Zeit  dif  ^kar^esi- 
ftekee  Pole  der  geneiniehaftliekee  üekente  In  Jleeiiii; 
avf'die  der  treten  e'der  iwefcteii' Grep/pe  i^el  veni^bAe* 
deeen^erideit  ajigekilren,  weleke  deo  geaieikeelHrftlt^ 
ekee/fengenieedvrckeekeiit  keafekHek  mi«  4e»>.iew^* 
ten  ede.r  erlift^tt  jeeer  Penkie  terkindee.       '  '  ;r    i:\^{'Miit, 

Denkt  Man  aiek  nur  Cenetmetion  dieidr  KegeliehnitliitiS^flK 
C/  2}/,  •«  hneer  daeeelke  Scvaklenpaer 4»^»i  gektanikQ-bet^hlliWi 
««•■er  deai  Pnnfcle  p'-  anck  neeb  die  Punkte  4f  nnd  -«,>  amikafiacl^ 
vnd-^  emeheint  »i  ali  d«*  nerapektiYiseke  Dnitka*käit|o«|rawr 
Stteklkitekel^  deren'  rtiev  te*  de»  kaMea^eken  ^väm^Jt^^^ 
Z^..«.  dee  Penktee  #^  der  andere  ven 'de»  kairntenfacIliBe' g diatea 
^%^'h$  e%,>^i^  • ;. .  den  Punktes  e  fdr  %^fB,,itft>  .^^i.  nkildet MMl 
Hm»  aker  gehen  ^vK^^p  rf» ...«  dvn^^eAannevMidkiilUaft^^ 
ß^nt....  ^n  ^/ an«. diese  liegMh  ^jkÄrOemdeii  Pt  eliki  libikt 
liiek  kebanpten:  ':  . .  >■''*)  -iiti  <  - 

■S.  Hat  eine  Sckäar  ven  KegeleekalUee  e'ineSekeiBte 
nnd  einten  ilir  nepeofdBeten  Tanffenteaderebaebicitl'pfv- 
■  ein,  10.  bilden  in  Benug  anfalle  diese  KegelscknitCe 
die  baraionisohen  Palaren  dieses  PHnkteeand  die;  kaj^« 
Bioelsehen  Pele  jener  Geraden  swei  prejektl^'iseke  6e« 
bilde,  in  welelien  alleidal  swei  demselben  Regelnekaitte 
nngebörige  Elemente  sick  entspreeken,  nnd  inakese»* 
dere  entspricht  der  gesieinsekaftlieken  Sekantd.einf  wißt 
ihr  selbst  enthaltener  Pnnkt,  nnd  detai  ^emeinaekäftK* 
eken  Tangentendnrebsehnitt  el«  naek  ikni  aelkat  ge* 
rickteter  Strahl.    .  ' 

Eine  beliebi|ic^  Gerade  jf  werde  von-  der  mseinsekaftliakea 
Sekante  i9  tob  K,  S,  £,  2) . . .  •  im  Punkte  $  «d  Yen  deri  karse. 
nischen  Polaren  t/y  ^,  e\  «f..,.  ihres  gemeinsckafdicken  'TaBgaa* 
tendurehschnittes  «  in  den  Punkten  o,  (,  c,  b..«.  gesckntttenv  erokei 
Toraasgesetzt  wird,  dass  m^,  S^,  €^ ,.,,  durch  einerlei  Pnakt  f  fS^ 
ken;  es  seien  0,  ^,  <?,  i/. . ..  die  karmoniscken  Polaren  der  Ponkte 
a,  k,  c,  b . . . .  für  O,  8,  £,  jD  « . . .,  welche  also  säaisrtliek  dnrek  e 
gehen  müssen;  und  «i,  6j,  C|,  i/i...^  seien  die  Strahlen,  weleke 
TOn  4  nach  a,b,r,b....  gehen;  eodlicb  seibn  e^,  ^,  e*» iT • « . .  die 
harmeoische»  Polaren  des  Punktes  ^  für  H,  93,  C«  Z)*.«.«  waicke 
also  sämmtlich  durch  einerlei  Punkt  B"  ron  S  nnd  einsein  dutck 
die  harmonischen  Pole  a^  ß^y^i^.,.  von  Sßkrfl^fdf  €,.X)  •  •  •  *  ga- 
ben müssen.    Oiess  Toransgeseta^  so  sdbneMeir  sieb  |e  awei  Strek* 
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Im  «,  •";  6^  6^;  c^€^';  ^,  cT . . . .  im  harnooischen  Pole  tod  A  fiir 
8,  Bi  C,  2) .  <•  •  •;  aber  die  Strahlen  «r,  ^.  e»  if  ••••  bildea  einen  Strahl- 
h&Bclicl  4  oder  A,  welcher  mit  dem  von  «,,^,^c,,if,  ••••  gebil- 
deton Bi  involntoriseh  ist  —  denn  je  iwei  Strahlen  0,  «|  •  •  • .  sind 
«■geordnete  harmonische  Polaren  von  s  — ,  der  letztere  wieder  iat 
■it  dem  von  o',  &\  c\  tf  .,,,  gebildeten  p  oder  B'  perspektiviichy 
end  dieser  dem  vorigen  Satze  zufolge  mit  dem  von  o",^",e^,ii^'.... 
vebildeteo  B"  projektivisch;  also  ist  auch  B(aj  6^  e,  ä.,,.)z=: 
^^m*,  ^,  e^,  if' ....)•  Bedenkt  man  nun,  das»  in  den  Strahlbü- 
Mheie  A,  A,,  B\  B'*  der  Reihe  nach  sich  die  Strahlen  sB",  «^ 
S^  B  ond  wieder  sf  (oder  P),  spy  sp,  B'*9  entsprechen,  so  erhält 
neu  links,  und  ähnlicher  Weise  rechts,  den  Satz; 

4,  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
e«|®'  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oder  idealen 
Tamifentendurchschnitt  gemein, 


so  liegen  die  harmonischen 
Pole  einer  beliebigen  Ge- 
roden ihrer  Bbene  in  Bezug 
oufalle  diese  Kegelschnitte 
oof  swei  Kegelschnitten, 
deren  jeder  die  gemein- 
Bcbmftliche  Sekante  in  dem- 
jenigen Funkte  berührt, 
deeaen  harmonische  Pola- 
ren enf  jener  Geraden  con- 
TOrf^iren,  und  denen  jeder 
loi  gemeinachaftlichenTan- 
fpentendurchschnitte  dieje- 
nige Gerade  berührt,  wel- 
che die  harmonischen  Pole 
der  gen^einschaftlichen  Se- 
koB^te  für  die  betreffende 
Gruppe  von  Kegelschnitten 
enthält;  so  dass  also  säinmt- 
liehe  Kegelschnitte,  welche 
dem  verschiedenen  Geraden 
der  Ebene  entsprechen,  die 

femeinsehaftliche  Sekante 
erersten  Schaar  paarweise 
in  einem  'und  demselben 
Pnnkte,  und  •  ausserdem  im 
•g-emeinechaftlichen  Tan- 
ffentendurchschnittc,  in 
■  wei  besondere  Gruppen 
ffCjjrennt,  zwei  besondere 
Geraden  berühren. 


so  umhüllen  die  harmoni- 
schen Polaren  eines  belie- 
bigen Punktes  ihrer  Ebene 
in  Bezug  auf  alle  diese  Ke- 
gelschnitte zwei  Kegel- 
schnitte, deren  jeder  im  ge- 
meinschaftlichen ..Tnngen- 
teiidurchschnitte  diejenige 
Gerade  berührt^  deren  har- 
monische Pole  mit  jenem 
Punkte  in  geradcT  Linie 
liegen,  und  deren  j«der  die 
gemeinschaftliche  Sekante 
in  demjenigen  Punkte  be- 
rührt, welcher  die  harmo- 
nischenPolaren  des  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchschnictes  für  die  be- 
treffende Gruppe  von  Ke- 
gelschnitten vereinigt;  so 
dass  also  sämmtliche  Ke- 
gelschnitte, welche  den 
verschiedenen  Punkten  der 
Ebene  entsprechen,  im  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchechnitte  paarweise 
einerlei  Gerade^  und  ausser- 
dem die  gemeinschaftliche 
Sekante,  in  zwei  besondere 
Gruppen  getrennt,  in  zwei 
besonderen  Punkten  berüh- 
ren. 


Enckt  man  die  Gerade  A  (links)  und  den  Punkt  (rechts)  ins 
Unendliche  hinaus,  so  erhält  man  die  besonderen  Aussagen: 

5.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentendurchschnitt  gemein. 
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so  sind  die  Mittelpunkte 
aller  dieser  Kegelschnitte 
auf  die  Umfange  zweier  Ke- 
gelschnitte vertheilt,  deren 
jeder  die  gemeinschaftliche 
Sekante  im  Mittelpunkte 
ihrer  Involution  zugeord- 
neter harmonischer  Pole, 
und  ausserdem  im  gemein- 
schaftlichen Tangenten-; 
durchschnitte  diejenige  Ge- 
rade berührt,  welche  die 
harmonischen  Pole  der.ge- 
meinschaftlichen  Sekiitnte 
für  die  betreffende  Gruppe 
von  Kegelschnitten  ent- 
hält*). 


so  umhüllen  die  Durchmes* 
ser  aller  dieser  Kegel- 
schnitte, deren  zugeordnete 
einander  parallel  sind,  zwei 
Kegelschnitte,  deren  jeder 
im  gemeinschaftlichenTao- 
gentendurchschnitte  dieje- 
nige Gerade  berührt. 


C7  '  deren 

harmonische  Pole  in  einer 
mit  jenen  Durchmessern  pa- 
rallelen Geraden  liegen, 
und  ausserdem  die  gemein- 
schaftliche Sekante  in  dem- 
jenigen Punkte,  welcher 
die  liarmoniscben  Polaren 
des  gemeinschaftlichen 

Tangentendurch  Schnittes 
für  die  betreffende  Gruppe 
von    Kegelschnitten    verei- 
nigt. 


Es  seien*  S^  S^  zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten 
zweier  Kegelschnitte  S,  93,  und  #  ein  denselben  zugeordneter  ge- 
meinschaftlicher Tangentendurchschnitt;  ferner  seien  a^  b  ^ie  har- 
monischen Polaren  von  9  für  S(,  93;  durch  %  gehe  ein  beliebiger 
^!$trahl,  welcher  S(  in  a,  ttj,  93  in  6,  6|  schneide;  endlich  seien  ^^ 
aK,  ;'  U^  b\  die  Tangenten  in  a,  tti;  i,  b|^  dpren  erstere  sich  in  a^» 
letztere  in  |$i  schneiden;  so  sind  die  Geraden  a^  b  mit  8^  8^  har- 
monisch (§.  5.  5.  Cw),  und  die  auf  a^  b,  liegenden  Punkte  et,,  ß^ 
gehören  einerlei  Strahle  von  »  an,  nämlich  der  zugeordneten  harno- 
niscben  Polare  von  scl  für  31  und  93  zugleich.  Es  werde  nun  eine 
beliebige  von  jenen  vier  Tangenten,  z/  B.  a\  von  S,  S^  in  ^,  d,, 
von  b\  b\  in  C,  (Ti  und  von  b  in  ^^  geschnitten,  so  sind  1)  die 
Punkte  $,  $1  mit  «j,  ß^  harmonisch ,  weil  8^  /S>,  mit  a^  b  harmo- 
nisch, und  2)  wenn  a,  derjenige  Punkt  ist,  in  welchem  die  har- 
monische Polare  von  a  für  93  die  Tangente  d  schneidet,  so  sind 
a,  a,  Wechselpunkte  für  31,  93 9  also  die  Punkte^,  d,  auch  mit  a, 
a,  harmonisch  (Corollar  zu  $.  5.  12.).  Ebenso  aber  auch,  sind  die 
Punkte  CyfSy  1)  mit  den  Punkten  a^y  ß^  harmonisch,  weil  die  Ge- 
raden b\  b\  mit  «j^i,  b  es  sind,  und  2)  auch  mit  den  Punkten  ^^^^y 
weil  die  harmonische  Polare  von  a  für  93  durch  ß^^  de|i  harmoni- 
schen Pol  von  sb  für  93,  und  durch  a,  geht,  also  die  Geraden 
b\  b\  mit /?,a.  j^itta  harmonisch  sind.  Hieraus  folgt,  dass  die  Pnnk- 
tenpaare  d,  ^^  und  <r,  er,  identisch  sind,  d.  h.  dass  die  Tangenten 
a*  und  b'  auf  8^   und   die  anderen  a*  und  b\  auf  /S>,  convergiren, 


u.  s.  w. 


6.  Legt  man  durch  einen 
reellen  oder  idealen  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnitt zweier  be- 


6.  Zieht  man  von  irgend 
einem  Punkte  einer  reellen 
oder  idealen  gemeinschaft- 
lichen  Sekante    zweier  be- 


*)  Hiernach  sind  die  im  3ten  Tbeil  des  Archivs  S.  232.  und  235.  stehen- 
den Sätze  zu  verallgemeinern  und  noch  femer  zu  berichtigen. 
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liebiger  KegeUchnitte  ir- 
gend eine  Gerade,  welche 
eden  derselben  in  zwei 
^vnkten  Bchneidet,  so  bil- 
len  die  Tangeoteo  id  die- 
len Pnokten  ein  vollständi- 
ipe«  Tierseit,  dessen  eine 
Diagonale  mit  dem  Wecb- 
lelstrahle  jener  Geraden, 
Aie  beiden  anderen  mit  den 
|e»eB         Tangentendurcb- 

■  ebnitte  sngeordneten  ge- 
■aeiaschaftlichen  Sekanten 
beider     Kegelschnitte     sn- 

■  •■■enfallen. 


an 
an- 


liebiger  Kegelsrbnirtte 
dieselben  swei  Paar  T 
genten,  so  bilden  deren  Be- 
rührungspunkte ein  voll- 
ständiges Viereck,  Von  des- 
sen Gegenseiten  das  eine 
Paar  im  Wechselnnnkte'jf!- 
nes  Punktes,  die  beiden  an* 
deren  in  den  jener  Neknnte 
zugeordneten  gemeinschaft- 
lichen Tan^entendurch* 
schnitten  beider  Kegel- 
schnitte convergiren. 


7.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
«der  ideale  ^Sekante  und  einen  ihr  zugeordneten  reellen 
eder  idealen  Tangentendurchschnitt  gemein, 


se  bilden  dieTangenten  al- 
ler dieser  Kegelschnitte, 
deren  Berährnngspnnkte 
■tt  dem  gemeinschaftlichen 

Tange ntendnrchschn  itte 
ia  gerader  Linie  liegen, 
swei  Strahlbnschel,  deren 
■ifetelpnnkte  auf  der  ge- 
■tiBschaftlichen  Sekante 
liegen. 


so  bilden  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  wel- 
che von  einem  beliebigen 
Punkte  der  gemeinschaftli- 
chen Sekante  an  alle  diese 
Kegelschnitte  gelegt  wer- 
den, zwei  Gerade,  welche 
nach  dem  gemeinschaftlichen 

Tansrenten  du  rebschnitte 
gerichtet  sind. 


De  nun  von  allen  diesen  Tangenten  (links)  je  swei  demselben 

Syrisch nitte  angehörige  sich  auf  dem  Wechsel. strahle  der  Geraden, 
ehe  ihre  Berührungspunkte  enthält,  schneiden,  und  allemal  die 
eiee  dem  einen,  die  andere  dem  anderen  der  erwähnten  zwei  MtrabI« 
hAeehel  angehörti  so  folgt  zunächst: 


8.     In  jedem    ^Strahle    des 
Seseinschaftlichen       Tan- 
^eatendnrcbschnittes      der 
erwähnten  Schaar  von   Re- 
^elachnitten      fallen     zwei 
projektivische    Gerade    zn- 
«»■iiBen.      deren      entspre- 
chende Punktenpaare    alle- 
mal   einerlei   Resrelschnicte 
«inf  bestimmte  Wei.se  ange- 
boren,   und    zwar    sind    ao- 
"wohl      im      gemeinschaftli- 
chen Tangentendurch- 
•ebnitte    als    auf    der    ge- 
meinschaftlichen     Sekante 
entsprechende  Punkte   ver- 
einigt. 

Hmü  y. 


8.  Jeder  Pnnkt  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
der  genannten  Schaar  von 
Regelschnitten  istderülit- 
telpunkt  zweier  projekti- 
viscben  Strahl  biischel ,  de- 
ren entsprechende  Strah- 
ienpaare  alipmal  zwei  Tan- 
genten eine<4  und  desselben 
Regelürh  nitre s  sind:  nnd 
zwar  sind  sowohl  »uf  der 
ge m e i n a c h a f 1 1  i c ii  e  n  Se- 

kante als  im  gemein<9chaft- 
lichen  Tänorentendiirch- 
schnifte  enrMprecJienH« 

Strahlen  vereinigt. 


1 
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und  da  ans  den  zuletzt  Bemerkten  zugleich  folgt,  das«  ein  |e- 
der  der  beiden  Strahlbüscbel  (links)  mit  dem  von  den  harmoniscbea 
Polaren  des  gemeinscbaftlicben  Tang^ntendurcbschnittes  gebildeten 

Serspektiviscb  ist«  und  da  dasselbe  von  allen  anderen  dergleichen 
tranlbnscheln  gilt;  da  diese  also  alle  mit  einem  und  deWelbeii 
Strahl btiscbel  p ,  also  anch  unter  einander  projektivisch ,  und^  zwar» 
weil  im  gemeinschaftlichen  Strahle  entsprechende  sich  vereinigen, 
fierspektivisch  sind,  so  folgt  weiter: 


9.  Alle  Strahlen  des  ge- 
meinschaftlichen Tangen«* 
tendnrchschnittes  sind  auf 
vierfache  Weise  in  Anse- 
hung der  Punkte,  in  Viel- 
ehen sie  die  genannten  Ke- 
gelschnitte Sichneiden,  per- 
spektivisch, und  zwar  lie- 
gen bei  je  zwei  Strahlen  die 
vier  Projektionspunkte  auf 
der  gemeinschaftlichen  So- 
kante. 


9.  Je  zwei  Punkte  der  ge- 
meinschaftlichen  Sekante 
sind  die  Mittelpunkte  vom 
StrahlbiSscheln,  welche  aaf 
vierfache  Weise  in  Anse- 
hung der  an  die  genaftnten 
Kegelschnitte  gohenden 
Tangenten  perspektivisch 
sind,  und  zwar  gehen  ihre 
vier  perspektiviaeheii 

Durchschnitte  durch  den 
gemeinschaftlichen  Tan- 
genten durclisishnitt. 


Hieran  würden  sich  nun  noch  eine  grosse  Meng«  von  Sfttieii 
über  Systeme  von  Kegelschnitten  mit  einer  gem^nschaftKeben 
Sekante  oder  mit  einem  gemeiDSchafrlichen  Tangentendurchsohnitte 
und  über  die  dieselben  berührenden  Kegelschnitte,  über  Oscnlaitioii 
und  doppelte  Berührung  i,  durch  welche  letztere  erst  die  bisher  entr 
wickelten  Eigenschaften  in  ihrer  grössten  Allgemeinheit  und  in  ihrem 
eigentlichen  Wesen  sich  darstellen,  endlich  Constructionen  der  Ke- 
gelschnitte mittels  sogenannter  imaginärer  Bedingangselemente  -^- 
anschliessen.  Indessen  das  hier  Mitgetheihe  scheint  dem  im  Ein* 
gange  angegebenen  Zwecke  zu  genügen.  Der  berühmte  Entdecker 
der  Gesetze,  welche  hier  angewandt  worden,  hat  dieselben  die  in- 
nere Natur  der  Sache  genannt;  dass  sie  dieses  sind,  d.  b,  dasa 
sie  in  Einem  zugleich  Princip,  Methode  und  Gegenstand 
^er  fortschreitenden  Betrachtung  sind,  dafür  dürften  die  Eigenacbaf- 
ten  der  involutorischen  Gebilde,  so  unvollkommen  sie  hier  mink 
immer  dargestellt  worden,  als  ein  Belag  mehr  erscheinen» 
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Beiträge  zur  systematischen  Darstellung  der 

'allgemeinen  Arithmetik. 

Von 

Herrn  L.  Ball  auf  f, 

1 

Lehr»r  der  Mathematik  an  der  Bürgeracbule  in  Varel. 


A.    Grösten  und  einfache  Kehandlangsieichen. 

4*  1.  Die  in  der  Arithmetik  Torausgeeetiten  Gmndhegriffe 
•ind : 

1)  Der  Begriff  der  Grösse. 

S)  Der  Begriff  der  Gleichheit  zweier  Grössen. 

Z)  Der  Begriff  des  Addirens  einer  Grösse  zu,  und  des  Suhtra- 
kirsDi  einer  Grösse  von  einer  andern. 

'Als  Postulat  wird  verlangt: 

1\  Die  Gleichheit  zweier  Grössen  erkennen  zu  können. 

S)  Eine  Grösse  zu  einer  andern  addiren  .und  von  derselben 
■obtrahiren  zu  können,  wenn  beides  möglich  ist. 

Zwei  Grössen  helsscn  gleichartig,  wenn  sich  die  eine  zu 
der  «Ddern  addiren  und  von  derselben  subtrahiren  lässt.  Es  kann 
■ar  Bwiseben  gleichartigen  Grössen  von  Gleichheit  oder  Cngleich- 
keiC  die  Rede  sein. 

%•  2.  Die  in  f.  1.  angegebenen  Grundbegriffe  sind  keiner 
«fpentlichen  DeGnition  fähig.  Ks  muss  ober  durch  Grundsätze  so 
fiel  Ton  ihnen  ausgesagt  werden,  dass  der  Umfang  derselben 
TOllkommen  festffestellt  ist.  Die  Gesammtheit  dieser  Grundsätze  er* 
■eist  alio  eine  DeGnition  der  obigen  Begriffe;  sie  kann  aber  nicht 
ale  eine  eigentliche  Definition  betrachtet  werden,  da  ihr  die  Form 
riner  ■eichen  fehlt  und  da  keine  Auflösung  der  f.  1.  angegebenen 
Poetolate  ans  ihr  hergeleitet  werden  kann. 

Die  zur  Feststellung  der  obigen  Grundbegriffe  dienenden  Gri^nd- 
■fttee  sind  aber  ebenso  willkübrlicb,  wie  jede  eigentliche  Definition 
der  Arithmetik.  Man  rechnet  eben  nur  solche  Dinge  zu  den  Grös- 
sen,  man  nennt  nur  solche  Verknüpfungen  zwischen  Grössen  Addi- 
tion and  Subtraktion,  die  diesen  Grundsätzen  genügen.  No  wie 
aber  die  allgemeinen  Sätze  der  Arithmetik  auf  eine  besondere  Art 
Ton  Grössen  angewandt  werden  sollen,  muss  erst  nachgewiesen 
werden,  dass  auch  jenen  Grundsätzen  durch  die  betreffenden  Defini- 
tionen genügt  sei. 

Vorläufig  aollen  hier  folgende  Sätze  als  Grundsätze  aufgestellt 
werden: 

17* 
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I)  Sind  ^,  B^  C  gleichartig,  so  ist  aucb  A-iiz  B-i^C  mit  Ä^ 
B  und  C  gleicbartig. 

II)  Aus  -deu  Gleichungen  Az=±  B^  B:=i  C  folgt  die  Gleichung 

Ul)  Es  ist  Jt-^-B—  C=sA^C'h-B=B  +  A'-C  etc. 

IV)  Aus  A  =  A\  B  =  ß\  Cz=ia  folgt  A±B±C=  A 
db/?'zt  C\ 

V)  Es  ist  A-'B'^'B^^A,  also  auch  A  + B — Bd=zA. 

VI)  Es  ist  ^*^(i&ttCdb ZI)  =  ^  +  i&=bCz*rÄ 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  der  Lehrsatz: 

VII)  ^  — (^dbC'±Z>)  =  ^— ÄipC=F/l. 

Alle  diese  Sätze  geltien  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  'dasa  dre 
einzelnen  vorkommenden  Summen  und  Differenzen  möglich  sind. 

Dass  diese  Grundsätze  keinen  Widerspruch  in  sich  selbst  ent- 
halten (die  einzige  Bedingung,  die  die  willkübrliche  Aufstellung* 
derselben  beschränkt),  folgt  daraus,  dass  sie  z.  B.  für  Längen 
gelten. 

§k  3.  Ein  Behandlungszeichen  ist  ein  Zeichen,  welches  vor- 
schreibt, dass  mit  einer  Grösse  gewisse  Veränderungen  vorgenom- 
men werden  sollen,  durch  welche  ein^e  mit  dtsr  behandelten  gleich- 
artige Grösse  entsteht. 

Die  kleinen  Buchstaben  sollen  in  dem  Folgenden  Behändlunga-' 
zeichen,  die  grossen  Grössenzeichen  sein.  Für  beide  gilt  die  be- 
kannte Beschränkung)  dass  in  einer  Untersuchung  ein  und  derselbe 
Buchstabe  eine  und  dieselbe  Grösse  oder  eine  und  dieselbe  Behand- 
lung einer  Grösse  bezeichnet. 

Das  Produkt  X  ,  a  oder  «X  bezeichnet  eine  Grösse,  welche 
■entsteht,  wenn  mau  X  nach  der  Vorschrift  von  a  behandelt. 

X 

Der    Quotient   X  :  a    oder  —  hezeichnet  eine  Grösse,    deren 

Produkt  in  a=E=X  ist,  so  dass  man  also  hat:   X:0.«r=X. 

Es  inuss<  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  der  Multipli- 
kand oder  die  Einheit  des  Produktes,  so  wie  der  Dividend  des  Quo* 
-tientcn  immer  ein  Grössenzeichen;  der  Multiplikattir  oder  Divi- 
sor immer  ein  Behandlungszeicfaen  ist.  Das  Produkt  oder  der  Quo- 
tient bezeichnet  eirre  mit  dem  Multiplikanden  oder  Dividenden 
gleichartige  Grösse. 

Die  Gleichung  zwischen  zwei  Behandlungszeichen:  a'=rb  be- 
zerchiiet,  dass  die  Produkte  X .  «r  und  X.^  gleiche  Grössen  sind 
(bezeichnen),  welche  Grösse  auch  X  bezeichnet.  Bezeichnet  El 
eine  hcstimmte  Grösse,  so  darf  man  aus  der  Gleichheit  von  i^.a 
und  Z^ .  h  noch  nicht  die  Gleichheit  von  a  und  b  folgern.  Erst 
dann  ist  dieser  Schluss  erlaubt,  wenn  man  für  E  jede  Grösse  setien 
kann,  ohne  dass  die  Gleichung  E ,  a  z=^  E ,  6  aufhört  richtig  zu 
sein. 

Aus  den  Gleichungen  amh^  b  t=ic  folg^  €ir  t=  c^  Denn  am 
der  Gleichung  a'=^b  folg;t  X.»=X.ä;  aus  der  Gleichung  b^=ie 
folgt  X  .  ^  =  X  .  ^.  Daher  ist  auch  X  .or  =  X.r;  also,  da  X 
jede  Grösse  bezeichnen  kann,  auch  a^=:c, 

§.  4.  Die  einfachsten  Behandlungszeichen  sind  die  ganzen  ab- 
soluten Zahlen,  die  eine  Vervielfachung  der  Einheit  anzeigten  und 
die  durch  die  Gleichungen 


definirt  werden.  BexeicbneD  p  uod  f  ffanze  absolute  Zahlen,  so 
fCelten  fol^^ende  Sätze,  die  liier  aufp^efulirt  werdeo,  um  eine  Ein- 
tlieilung  der  Behandlungszeichen  überhaupt  darauf  zu  begrüoden. 

I)  Aus  X=  y  folgt  X,p=  Y,py  und  alle  Grössen,  die  durch 
das  Zeichen  X,n^  wo  X  und  p  gegeben  pind,  bezeichnet  werden 
dürfen,  sind  gleich.  Das  Produkt  einer  gegebenen  Grösse  in  eine 
«eeflrebene  ganze  Zahl  ist  also  yollkommen  bestimmt. 

II)  Es  ist  (Xdb  Y±Z).p=:X,pzt:  Y.pztiZ.p. 


III)  Ks  ist  X,p  »gzrzX.q  ,p, 

IV)  l£s  ist,   wie   leicht  zu   beweisen,  A  —  Az=zB  —  B,    Die 
Tenz  zweier  gleichen  Grössen  bezeichnet  man  mit  O  und  jede 

Grösse,  die  nicht  =  O  istv  soll  in  dem  Folgenden  eine  aogehbare 
Grösse  beissen.  Es  kann  alsdann  als  Grundsatz  vorausgesetzt  wer- 
ben ,  dass  das  Produkt  einer  angebbaren  Grösse  in  eine  ganie  ab- 
solnte  Grösse  wieder  eine  angebbare  Grösse  bezeichnet. 

f.  5.  Sind  jetzt  p  und  q  Behandlungszeichen  in  der  allge- 
vieinsten  Bedeutung  des  Wertes,  so  können  folgende  Unferschei- 
cluogen  gemacht  werden. 

])  Ist  X  eine  gegebene  Grösse,  so  sind  entweder  alle  Grössen, 
*iirelche  durch  X,p  bezeichnet  werden  dürfen,  einander  gleich  und 
aus  X=.  F  folgt  mit  Nothwendigkeit  X,p=  Y,p^  d.  h.  die  durch 
X,p  bezeichnete  Grösse  ist  vollkommen  bestimmt,  oder  die  Beliand- 
tuoff  der  Einheit,  )velche  p  vorschreibt,  genügt  diesen  Bedingungen 
nicht.  Im  ersten  Falle  soll  das  Behandlungszeichen  p'  eindeutig, 
\m  zw,eiten  Falle  vieldeutig  oder  unbestimmt  genannt  werden. 

Die  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen  und  Brüche  sind  bekanntlich 
eindeutige  Behandln ngszeicben;  dagegen  ist  5  +  W^4  ein  zweideu- 
tiges  Behandlungszeichen,  indem  X.(5+\)|^4)  sowohl  dem  3fachen, 
als  auch  dem  Tfachen  von  X  gleich  sein  kann.  In  dem  Folgen- 
den sollen  die  einfachen  Buchstaben  eindeutige  Behandlungszeichen 
sein. 

II)  Es  ist  entweder(X±  yzbZ).;;=X.;»db  Y.pdbZ.p 
oder  diese  Gleichung  findet  nicht  statt.  Ist  diese  Gleichung  rich- 
tig, welche  Grössen  auch  X,  F,  Z  sein  mögen,  so  soll  p  eine 
Zahl  beissen. 

Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  hier  der  Begriff  der  Zahl  weiter 
gefasst  ist,  als  es  gewöhnlich  geschieht.  So  sind  hier  namentlich 
diejenigen  Behandlungszeichen  mit  zu  den  Zahlen  gerechnet,  mit 
welchen  sogenannte  symbolische  Rechnungen  Vorgenonnnen  werden 
können.  Fällt  z.  B.  die  zu  behandelnde  Grösse  unter  die  Form 
A.^ia:)^  wo  9>(^)  eine   beliebige  Function  von  a:  bezeichnet,  so 

d  /^ 

gehören  die  Zeichen  -j-^  ^,  ß     da: ,()  mit  zu  den  Zahlen,  wäh- 

a 

rend  sin,  cos,  lug  nicht  dazu  gerechnet  werden  dürfen. 

Uli)  Ist  für  jedes  X   X,p.q=-  X.g,p^   so  sollen  p  und  q 

Gleichartige    Behandlungszeichen    beissen;     ist    dagegen    diese 
leichnng  nicht  allgemein  richtig,  so  sollen  p  und  q  ungleichartig 
heissen. 

Gleichartige  Zahlen  sind  also  z.  B.  alle  rationalen  und  irratio- 
nalen Zahlen  unter  sich;  -rz  und  (^x\  jZ  und  jede  von  a:  unabhän- 
gige rationale  oder  irrationale  Zahl.    Es  muss  noch  bemerkt  wer- 


262 

den,  dMB  aat  der  Gleichartigkeit  von  p  und  q,  dnd  yoaf  und  rr 
keineswegs  die  Gleichartigkeit  von  p  und  r  folgt.    So  ist  z.  B«  n^ 

gleichartig  mit  a\  a  gleichartig  mit  ^,  aber  nicht  -^  mit  or. 

IV)  Bezeichnet  das  Produkt  einer  jeden  ang^bbaren  Grösse  in 

p  wieder  eine  angebbare  Grösse,  so  soll  p  ein  angebbares  Behand- 

Jungszeichen    genannt  werden,     p  soll  aber  nicht  mehr  angebbar 

heissen,    wenn    das  Produkt   auch  nur  einer  einzigen  angebhareo 

Grösse  in  /i  =  0  ist. 

d  d 

So  ist  ^  nicht  angebbar,  indem  -r-{aE)  =  0  ist,  obgleich  mE 

angebbar  sein  kann. 

§.  6.  Aus  den  in  dem  Vorigen  aufgestellten  Begriffen  ergeben 
sich  mit  Leichtigkeit  folgende  Lehrsätze: 

I)  Aus  X=  y,  a  =  ö  folgt  X.a=  F. ^,  wenn  a  ui|d  ö  eio- 
deutiff  sind.  Denn  da  a  eindeutig  ist,  so  folgt  aus  JLz=z  Y  X.a 
z=zx.a\  aus  a'=.b  folgt   y.a=  Y ^b.     Daher  ist  X..i7=:  Y.b, 

II)  Wenn  a  eine  Zahl  ist,  so  ist  (Xdb  ydbZ).iy=  X.« 
=1=  y.ivdbZ.^.    Folgt  unmittelbar  aus  §.  5.  IL 

III)  Sind  a  und  b  angebbare,  eindeutige  Zahlen,  so  folgt  aas 
X •  a  =  Y .b  und  a^=ib  auch  X  =  F. 

Aus  a  =  ^  folgt  Y.a  =iY.b\  daher  ist -X.a  =  F.  a,  also 
ö  =  X  .  «  —  r .  Äz=  (X  —  r)  .  «,  da  a  eine  Zahl.  VFäre  non 
X —  y  angebbar,  so  müsste,  da  a  angebbar  ist,  auch  (X —  Y)*m 
angebbar  sein.  Da  dieses  nicht  der  Fall  ist,  so  muss  X —  1^=  0^ 
also  X=  Y-V-  0=^  r+X^  — ^)=  y+^  — ^=  r  sein. 

IV)  Aus  X=:  Y  und  a  =  b  folgt  X:a=  Yib^  wenn  a  und 
b  angebbar  sind.  Denn  es  ist  X:a.ii  =  X,  F:^.^=F;  also 
X:a.a=z'Y:b ,bi  mithin^  da  a  und  b  angebbar  und  ffleicb  sind, 
X:a=Y:b.     (111) 

V)  Es  ist  (X±  y±Z):Ä=X:«±  YiadbZia,  wenn  m 
eine  angebbara  Zahl  ist.    Denn 

{Xiadb  Y:  a dL  Z : ä)  , a  =  X  i a ,  a db  Y: a .  a dL  Z i a , a 
=  X±y±Z  =  (Xdbr±Z):a.«; 

daher,  weil  a  angebbar:  ' 

X:«±r:«±Z:«  =  (XzJ=r-b:Z):0. 

VI)  Sind  a  und  b  gleichartige  Zahlen,  so  ist:  X.iar.^  =  X 
»b  ,ay  X.a:b=  Xib  .a,  X :  a :  b  :=:  X:  b :  a,  wenn  alle  vorkom- 
menden Divisoren  angebbar  sind.  Der  erste  Satz  folgt  aus  der  Br« 
kläruug  gleichartiger  Zahlen.  Für  den  zweiten  hat  man  Xib.a.i 
=  X:^.^.0=X.0=X.«r:^.^;  also,  wenn  b  an^ehbar, 
Xi  b  .  a  zuz  X  .  u  :  b,  Aehnlich  ist  der  Beweis  für  den  dritten 
Satz. 

Ist  a  eine  angebbare  Zahl ,  so  ist  Xvis:a  =  X:a.is=X 

Man  darf  aber  nicht  unbedingt  setzen:    (A^)  ^^  ==  AC^^  ^)9 
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B.    latioBafe  AniilfGch«  aiii  •\%tm€%^n 
Be  ka  od  longa  teicbaa. 

§L  7.    Siod  m^  b,  €  eiafadM  B«l^ao4hioffM4(i«l^i^<  nf  IaC  #=i=i6 
«■■  BckaDdloDciscichcB,  wftUb««  f«ff<br«jkl,  4iM«  4i*  fo^i*»! 
it  «y  Bir  i  Ba4  BiiC  e  anlcipKcfrt  mi4  4aiMi  4i*  *aUuiAa/(*Np  f'^^f 
•  arfidift  adcr  loklrakirt  I9er4«a  •«lUo.    « .  ^  r.  le   M.fcfft^M  «#^#^ 
Eiafeit  aiie  iv  amltMimt,  4m  Kr||«l«iMi  Mit  i(  muUi^^^f^nt 
jctxf«  Er^baiaa  tordb  <?  4ifi4M  ir«!fi44fff  m^II,    Mk  fjM^- 
dÜHcr  Zcickem  ist  ffafccr  tadkalM«  b  Ami  0MiHli»«f ««; 


X,(yg^fe§ir)=J,ir=fcX.fdbX.r,  JE,fio.^r:4r)  »  JT  .io..^-:# 


BarDbaa  äidi  bnislta  «uraL.  Mai  m^^^€  amt  4r  ^ '#f  4iiu(i«ii«fi4^ 
Miiiiliiiiit  iiiiiiHiflt  «nd .   «wuk  in:  <titii  htfisawis:  lUHf  M^ytHfUMat  Mi- 
nne anritaanvHiL. 
9.  £     E^iJüBBCK :' 


~  ^    IL; 


Ä,  .«^-«T-  5. ./ —  .Ä  .je-:=  Äl  ^  —  .Ä.  . t^^  I.  A' , 


laiiwr  A  jaacflhMUMt  iii.MNtJwiai.  kmu    M.^  %0%r  mus^  imp^  jjrtitlafMij^ 
iiarfAmDWiac:  :aRMlMm  J^aaaiiflaifgiiH'tfttMtt  ^aM^yL — ^  =^3^;.— <,.:Hr- 
'•Tl'  m--^  V  —  r  .»'  '^Bm^  71^.,  wuem  «   '/    ^  ;CAd*«tf    MHt  Ma- 
lt aalt  fOttr*  .^al  :g*«taium;^  a^enuit  aatT  «.  a  ^  ^•eÄaiwMl^  <•: 

4ifr  .ift  '*" 

•  2t:  >?  .  ^  ♦*-/  —  -«* : 
ihi nü'fiiat aai[  je .x    -r  .fiiiaaiiai»n^i  i&ftb.    ai  j« 
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I 

=  X.a.m+X,d,m  —  X,c  .m  • 

daher  ist  auch  a+d  —  c  mit  09  gleichartig  (f.  5.  Illi^. *   ^ 

0  ist  ein  Bebandluogszeichen,  definirt  durch  die  Gleichung 
X.  0=1,0,  wo  X  jede  Grösse  sein  kann.  Es  ergiebt  sich  hieraus, 
dass  0  =  der  Differenz  zweier  gleichen  Zahlen,  also  auch  eine  Zahl 
und  mit  allen  andern  Zahlen  gleichartig  sei. 

§.  9.     Lehrsätze:  ' 

V)  a  ,  If  X  c  ist  eine  Zahl,  wenn  a,  b,  c  Zahlen  sind,  und  ist 
mit  jeder  Zahl  gleichurtiff,  welche  mit  a,  b,  c  gleichartig  ist,  vor- 
ausgesetzt, dass  alle  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  Divisoren 
angehhar  sind. 

Beweis.  Es  ist,  wenn  a^  b^  c  Zahlen  und  c  angebbar:  (JC 
+  D  .  («  .  ^  :  c)  =  (X  db  F)  .  «  .  Ä  :  c  =  (X .  «  zb  r.  tf)  .  *  :  c 
z=z(X  .  a  .  b  zki  Y ,  a  .  b)  :  c  T=:  X  .  a  ,  b  i  c  :^  Y ,  a  .  b  :  e  ssz  X 
.  (a  .  ^  :  c)  ±  Y ,  (a  .  b  :  c)'^  also  a  ,  b  :  c  eine  Zahl  (§.  5.  IL). 

Ist  ferner  m  mit  a^  b^  c  gleichartig,  so  ist  X .  (a  •  ^  :  c)  .  «s 
=  X.  a  ,  b  :  c  ,  m  zzz  X  ,  m  ,  a  ,  b  :  c  z=z  X  .  m  ,  {^a  •  b  :  c)i  also 
a  .  b  :  c  mit  m  gleichartig  (f.  5.  1|L). 

II)  Sind  a^  b^  c  gleichartige  und  angebbare  Behandlung^sei- 
chen,  so  ist  X:(a  ,  b:  c)^=^X.i  a  :  b  ,  c.  Denn  Xiaib.e.a 
.  b  :  c  =  X  =  X  :  (a  .  b  :  c)  .  a  .  b  :  Cf  woraus  sicU  leicht  der  Lehr- 
satz ergiebt. 

III)  Aus  a  =  a\  b  =  b\  c  =  c'  folgt,  wenn  die  Divisoren  an- 
gebbar  sind,  a  .  b  :  c  =  a'  ^  b' :  e'. 

IV)  Sind  a,  by  c  gleichartige  Behandlungszeichen  und  c  an* 
gebbar,  so  ist  a  ,  b  :  c  rzr  a  i  c  .  b  =  x  c  ,  b  ,  a  etc. 

V)  m  ,{a  ,  b  :  c)'=:  m  .  a  ,  b  i  c,  wenn  die  Divisoren  angebbar. 

VI)  m  :  (a  ,  b  \  c)  ^=z  m  i  a  i  b  ,  Cy  wenn  die  Divisoren  aogebbar 
und  a^  by  c  gleichartig  sind. 

VII)  (fl^zt^)  .i9i  =  ^7./»d=^.  m,  wenn  m  eine  Zubl. 

VUI)  (adtib)  :  m  =:  a  \  m:^  b  :  m,  wenn  m  eine  angebbare 
Zahl. 

IX)  m  ,{mz^b)=:m  »azizm  .b. 

Die  Beweise  der  Sätze  IlL  —  IV.  sind  einander  ganz  ähnlich. 
So  ist  für  III.  X.(a.b:c)=.X,a,b'.c,  X,(aic,b)z=:  X.aicb, 
Unter  den  Voraussetzungen  des  Lehrsatzes  ist  aber  X  ,  a  *  b  i  c 
:=:zX,a:c,b;  daher  auch  X»{a.b:  c)=z  X,(a:c .  b).  Da  man 
sich  hier  für  X  jede  Grösse  gesetzt  denken  kann,  so  ist  nach  der 
Erklärung  der  Gleichheit  a.o:c  =  a:c,b. 

Aus  den  Sätzen  der  beiden  letzten  Paragraphen  ergiebt  sich, 
dass  jeder  rationale  Ausdruck  aus  ganzen  absoluten  Zahlen  gleich 

einem  Ausd  ruck  von  der  Form  n  ist,  wo  a,  b,  c,  ti  ganze  Zah- 
len sind,  vorausgesetzt  dass  in  dem  Ausdrucke  nur  angebbare  Di- 
visoren vorkommen.  Es  wird  dabei  angenommen,  dass  man  die 
Summe  und  die  Differenz  zweier  ganzen  Zahlen  als  eine  ganie  Zahl 
berecliiien  könne.  Bezeichnet  (+a)  die  Summe  0  +  a  und  ( — a) 
die  Differenz  0  —  0,  so  ist  also  jeder  rationale  Ausdruck  aus  ganzen 
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Zahlen  =:db — ,  also  gleich  einer  reellen,  rationalen  ZahL    flier- 

av8  folgt  dann  wieder,  dass  auch  jeder  rationale  Ansdruck  aas  reel- 
leo,  rationalen  Zahlen  =  einer  rationalen,  reellen  Zahl  ist,  immer 
unter  der  Voraassetzung,  dass  nur  angebbare  Divisoren  vorkommen. 

C.    Ungleichheit  von  Grössen  und  Zahlen;  absolute, 
positive  und  negative  Zahlen  und  Grössen. 

f.  10.  Zwei  Grössen  heissen  einstimmig,  wenn  sie  in  allen 
ihren  in  Betracht  kommenden  Eigeoschaften  übereinstimmen  und 
lieh  nur  durch  ihre  etwa  verschiedene  Grösse  vod  einander  unter- 
scheiden.. Sind  ^  und  JB  zwei  eiostimmige  Grössen,  und  ist^ — ^ 
eine  mit  ^  und  JB  einstimmige  angebbare  Grösse,  so  heisst  u4  dem 
abioluten  Werthe  nach  grösser  als  jff  (val.  abs.  ^^val.  abs.  B), 
'  Zur  nähern  Bestimmung  dieser  Begriffe  dienen  folgende  Grund- 
sätze, die  also  zu  den  in  f.  2.  angeführten  noch  hinzukommen. 

I)  i)ie  Summe  mehrerer  einstimmigen  Grössen  ist  mit  den  ein- 
zelnen Theilen  einstimmig  und  angebbar,  wenn  nur  einer  der  Theiie 
aagehbar  ist. 

U)  Zwei  einstimmige  Grössen  sind  entweder  einander  gleich 
oder  die  eine  ist  grösser  als  die  andere. 

Hl)  Von  jeder  angebbaren  Grösse  lässt  sich  ein  Vielfaches  an- 
geben, welches  grösser  ist  als  jede  mit  ihr  einstimmige  Grösse. 

Der  in  f.  4.  IV.  angenommene  Grundsatz  ist  eine  unmittelbare 
Felge  aus  I.,  braucht  also  als  Grundsatz  nicht  weiter  berücksichtigt 
in  werden. 

Aas  den  eben  angegebenen  Sätzen  lassen  sich  die  verschiedenen 
Lehrsätze  über  die  Ungleichheit  einstimmiger  Grössen  mit  Leichtig- 
keit herleiten. 

§•  lU  Ist  die  durch  X  .  m  bezeichnete  Grösse  immer  mit  X 
einstimmig,  so  heisst  das  Behandluogszeicben  m  ein  absolutes.  Ein 
Behandlungszeichen  von  der  Form  0  +  ^  heisst  alsdann  ein  positi- 
ves, eins  von  der  Form  0  —  «s  ein  negatives  Bebandlung^zeichen« 
•  heisQt  grösser  als  d  oder  kleiner  als  6 ,  jenachdem  a  —  6  einem 
positiven  oder  einem  negativen  angebbaren  Behandlungszeichen 
gleich  ist. 

Die  aus  diesen  Definitionen  sich  ergebenden  Lehrsätze  über  die 

Ungleichheit  verschiedener -Behaudlungszeicben  sind  bekannt.    Nur 

auf  einen   Umstand    muss  hier  noch  aufmerksam  gemacht  werden. 

Aus  der  Ungleichheit  von  «   und  6  darf  man  nämlich  nicht  ohne 

Weiteres  schliessen ,   dass  a"^  If  oder  a  •^b  ist.     Wenn  a  und  b 

imaginäre  Zahlen  sind,  so  ist  dies  bekannt.   Aber  auch  die  Zahlen 

d     2rf 
^,  -TZ  sind  ungleich,   ohne  dass  die  eine  von  beiden  grösser  ist, 

indem  ihre  Differenz  -jz  keine  angehbare  Zahl  ist.    Ist  E.a'^E.b 

und  gilt  diese  Beziehung  nur  für  die  eine  Grösse^,  so  kann  man 
daraus  noch  nicht  schliessen,  dass  auch  a^b  sei. 

f.  12.  Es  ist  Jf  =  jff,  wenn  A -^  B  und  ß  ^  A  kleiner  ist 
als  jede  mit  A  und  B  einstimmige  angebbare  Grösse,  wenn  A  und 
B  einstimmig  sind.  Denn  wäre  A  nicht  z=z  B,  so  wäre  A^  B 
oder  B>  A^  also  eine  der  Differenzen  A  —  B  oder  B  —  A  eine 
mit  B  nnd  A  einstimraigCy  aogebbare  Grösse. 
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Dai  abeolnte  Behandlungsseichen  m  ist  gleich  ^,  wenn  sowohfi 

a  —  df  als  auch  d  —  ^  '^  "^ «  ^®  **  j®^®  ■'^^^'^  *^  grosse  absolute 
ganze  Zahl  beseicbDeD  kann.    Denn  ist  X  eine  beliebige  Grösse^ 

so  ist  X  .  («r  —  6)  oder  X  .  (^  —  »)  _  ^ • — ;  also  auch  X.« 

—  X .  3  oder  X .  ^  —  X . «  dem  absolaten  Werthe  nach  _  X  •  -^. 

Da  aber  X  •  —  kleiner  sein  kann  als  jede  mit  X  einstimmige  an- 
gebbare Grösse,  60  ist  X,a=zX,6^  und  da  dieses  für  jede  Gross» 
X  gilt,  SU  ist  a  =  d. 

4.  13.    In  dem  Vorigen  war  schon  von  solchen  Differenzen  ab- 
soluter Zahlen  die  Rede,  in  denen  der  Minuend  kleiner  war  als- 
der  Subtrahend.    Ed  müssen  nun  zuoächst  diejenigen  Grössen  BÜber 
betrachtet  werden ,  deren  Produkte  in  solche  negative  Zahlen  eine 
wirkliche  Bedeutung  haben. 

Betrachtet  man  eine  Grösse  X,  insofern  sie  so  einer  andern 
Grösse  Jl  addirt  dieselbe  vergrössert  oder  verkleinert^  so  nennt  man 
'X  eine  algebraische  Grösse;  und  zwar  soll  X  eine  positive  Grösaa 
genannt  werden,  wenn  ^+X^^;  eine  negative,  wenn  A-^X 
'^A  ist.  Eine  Grösse,  welche  nicht  in  einer  solchen  Beziehang 
zu  einer  andern'  gedacht  wird,  und  namentlich  auch  A  selbst,  soll 
eine  absolute  Grösse  heissen. 

Die  algebraische  Grösse  X  rauss  offenbar  mit  A  gleiehartig 
genannt  werden,  indem  sie  zu  A  addirt  werden  kann  (f.  !•);  sie 
ist  aber  nicht  mehr  mit  A  einstimmig,  da  sie  sonst  bei  ihrer  Addi- 
tion keine  Verkleinerungen  von  A  hervorbringen  könnte  (f.  10). 
Das  passendste  Beispiel  für  diese  Verhältnisse  giebt  datf  bekannte, 
aber  etwas  modifizirte  Beispiel  von  Vermögen  uud  Schulden.  Sieht 
man  das  Vermögen  einer  Person  als  die  absolute  Grösse  an,  so 
sind  die  Einnahmen  dieser  Person  positive,  die  Ausgaben  negative 
Grössen.'  Siebt  man  den  Scfauidenstand  dieser  Person  als  absolute 
Grösse  an>  so  verhält  es  sich  umgekehrt. 

In  dem  Folgenden  soll  A  diejenige  absolute  Grösse  sein,  deren 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  betrachtet  wird;  X,  F,  Z  etc. 
sollen  algebraische  Grössen  bezeichnen.  Es  gelten  alsdann  folgende 
Definitionen : 

Es  ist  X  ==  y,  wenn  A+X  =  A^Y. 
i)  Der  Ausdruck  X+  F —  Z  wird  definirt  durch  die  Glei- 
chung A^{X  -4- r—  Z)  =  -^i  +  X  -i-  r  —  Z.  Diese  Defini. 
tionen  sind  aber  nicht  mehr  rein  willkührlich;  es  mnss  im  Gegen- 
theil  gezeigt  werden,  daiss  sie  den  in  ^.  %,  aufgestellten  Grund- 
sätzen genügen,  was  ohne  Schwierigkeit  angeht.  So  ist  z.  B. 
X  +  (r— Z)=X+r— Z;  denn 

A+\XM  r-z)]=;/r+x+(  Y^z)=A-hX+  y^z  i    ^  -  „ . 

A^{X+Y-Z)=A+X+Y^Z  J-Muet-H.) 

daher 

^+[x+(r— z)]=^+[X-i-r— z]; 

also 

X  +  (r-  Z)=X'^Y--'Z....  (Def.l.). 

Es  ergiebt  sich  aus  diesen  Erklärungen  unmittelbar,  dass  zwei 
gleiche  angebbare  Grössen  entweder  beide  positiv  oder  beide  nega* 


a, 
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tiw  lind.  Bringt  die.  Additioo  von  X  %a  ji  keine  Verändernnff  von 
ji  hervor,  so  ist  JC=  O,  wag  unmittelbar  aas  der  Relation  .^f+  X 
=  J  =  ji'^0  folgt. 

'  f.  14.  Man  erhält  also  den  Begriff  einer  positiven  Grösse» 
wenn  sian  sich  eine  absolute  Grösse  X  mit  der  Eigenschaft  behaf- 
tet denkt,  bei  ihrer  Addition  an  ^  um  die  Grösse  A  zu  vergrössern, 
und  ebenso  erhält  man  eine  negative  Grösse,  wenn  man  sich  die 
Grösse  X  mit  der  Eigenschaft  behaftet  deokt,  ^  um  X  zu  verklei- 
nern« Die  auf  diese  Weise  aus  der  absoluten  Grösse  'X  entstehende 
positive  Grösse  soll  mit  X+,  die  entstehende  negative  mit  X"  be« 
seichnet  werden  und  X  soll  der  absolute  Werth  von  X^  heissen. 
Esistdann^+X+=^+ JC,  J -h  X"  =z  A -- X.  Es  ergeben 
sieh  femer  leicht  folgende  Lehrsätze: 

I)  1C+-H  r+  =  (X+  r)+;  denn  ^+(X-»-i- r+)=^+X 
+  y,  ^  +  (X+y)+  =  Jf+X-4-y;  daher  ^-|-(X++y+) 
=^  +  (X+  Y)+  oder  X++  r+=(X+  Y)+. 

II)  X.^ "i-  Y (X-j-  Y)— 

III)  X+  +  y-  =  (X  —  r)+  oder  =(r-  X)-,  jenachdem 
>  f  oder  r>  X  ist. 

IV)  X— y±=x+r=F. 

4«  15;  Sind  X  und  Y  zwei  einstimmige  Grössen  und  bezieht 
iddi  das  flinzufiigen  der  Zeichen  +  oder  ~~  auf  die  Vergrössemog 
oder  Verkieineruog  derselben  absoluten  Grösse,  so  sind  X+  und 
X~  nicht  mehr  einstimmig,  indem  sie  sich  noch  durch  etwas  Ande- 
lea  als  ihre  verschiedene  Grösse  unterscheiden.  Dagegen  dürfen 
X"*"  und  y^,  so  wie  X""  und  y^  noch  als  einstimmige  Grössen 
betrachtet  werden.  Um  die  Zulässigkeit  hievon  nachzuweisen,  muss 
geseigt  werden,  dass  diese  Grössen  den  in  f.  10.  aufgestellten 
fimodsätzen  genügen.    Es  ist  aber: 

1)  (X+-H  y+)=(x+  y)+,  (X7+  y-)i=(x+y)-;  also 

in  beiden  Fällen  die  Summe  einstimmig  mit  den  Theilen  und  an- 
gebbar, wenn  einer  der  Tbeile  angebber  ist. 

II)  Es  ist  X>  y  oder  X=  Y  oder  X<  Y,  also  X=  Y-hV 
oder  X=  y  oder  X=:  Y —  F,  wenn  F  eine  mit  X  und  Y  ein* 
Mimmige  angebbare  Grösse  bezeichnet.  Daraus  folgt  aber,  dass 
X+  =  y-^  +  F+  oder  =  y+  oder  =  y+  —  F*-,  so  wie  dass 
X-  =  y-  -f-  F-  oder  =  Y-  oder  =  Y- -- V-  ist,  d.  h.  dass 
dem  absoluten  Werthe  nach  X+  entweder  >  oder  =  oder  ^  Y"^ 
und  X"  entweder  ^  oder  =  oder  -<  y*  ist. 

III)  Es  giebt  ein  Vielfaches  von  X,  welches  grösser  als  y,  so 
dass  also  fsX=  y+  F  ist,  wo  F  eine  mit  X  und  Y  einstimmise 
GrÖFse  bezeichnet.  Daraus  folgt  aber  »X+ =  y++  F"^,  nX^ 
=:  y— +  F~~,  so  dass  es  ein  Vielfaches  von  X='"  giebt,  welches 
dem  absoluten  Werthe  nach  grösser  als  y=^  ist. 

Jede  negative  Grösse  ist  gleich  einer  Differenz  zweier  positiven 
Grdsscn,  in  welcher  der  Subtrahend  dens  absoluten  VFerthe  nach 
grösser  als  der  Minnend  ist  und  ein  ähnlicher  Satz  lässt  sich  auch 
fir  positive  Grössen  aussprechen.  So  ist  Xr'zsi  Y-^  —  (X+  Yy*-. 
Lisst  man  bei  der  Bezeichnung  der  positiven  Grössen  den  Accent 
■+.  weg,  so  ist  X+  =  0  -4-  X  oder  abgeknrmt  =  (+  X),  X- 
=  O —  X  =  ( —  X).    Ist  a  eine  beliebige  Zahl,  so  ist 

I)     ö.a  =  (X— X).a=X.i»— X.«=l>. 


II)   X=*=.(+«)  =  (Ö±X).(0  +  «)  =  (±aX). 
HO  X*.(-.Ä)  =  (l>=fcX).(0  — ä)  =  (=f«X) 


ete. 
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womit  logleicb  nacbge wiesen  ist,  dass  das  Produkt  einer  algebrai- 
schen Grösfte  in  eine  negative  Zahl ,  d.  h«.  in  eine  Differeni  xweier 
absoluten  Zahlen,  deren  Minuend  kleiner  ist  alf  der  Subtrahend, 
eine  wirkliche  Bedeutung  habe.  Die  Sätze  über  die  Produkte  und 
Quotienten  positiver  und  negativer  Zahlen  lassen  sich  aus  der 
oben  ffegebenen  Erklärung  der  positiven  und  negativen  Zahlen  mit 
Leichtigkeit  herleiten. 


D.    Transcendente  und  irrationale  Behandlnngszeichen.. 

f.  17.  Eine  Grösse  oder  ein  Beband Jungszeichen  beisst  durch 
gewisse  Bedingungen  bestimmt,  wenn  alle  urössen  oder  Beband- 
lungszeichen,  welche  diesen  Bedingungen  genügen,  einander  gleich 
sind.  Eine  Grösse  oder  ein  Bebaudlungszeichen  heisst  gegeben, 
wenn  sie  entweder  unmittelbar  vorliegen,  oder  wenn  man  doch  ver- 
mittelst der  gegebenen  Bedingungen  eine  Grösse  oder  ein  Behand- 
lung^eicben  herleiten  kann,  welches  dem  In  Rede  stehenden  gleich 
ist.  In  dem  Folgenden  soll  aber  eine  Grösse  sdion  als  gegeben 
angesehen  werden,  wenn  man  eine  Grösse  darstellen  kann,  deren 
Unterschied  von  der  eigentlich  zu  bestimmenden  dem  absoluten 
Werthe  nach  kleiner  ist  als  jede  noch  so  kleine,  gegebene«  ang^b- 
bare  Grösse.  Unter  ähnlichen  Verhältnissen  teoll  auch  ein  Behand- 
lung^zeichen  als  gegeben  angesehen  werden. 

ist  ^ö»  -^19  ^%  •  •  •  •  -^n  m  inf.  eine  unendliche  Reihe  von  Grös- 
sen, so  heisst  diese  Reibe  eine  unendlich  klein  werdende,  wenn 
sich  in  dieser  Reihe  ein  Glied  ansehen  lässt,  von  welchem  an  alle 
folgende  Glieder  dem  absoluten  Werthe  nach  'kleiner  sind  als  jede 
gegebene  noch  so  kleine  angebbare  Grösse.  Die  Grösse  9  heisst 
die  Gränze  der  Reihe  A^^  A^^A^  ....  An  in  inf.,  oder  es  ist  9=^ 
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lim  Any  wenn  die  Reihe  81  —  A^^  81  —  A^^  81  —  -^^  •. . .  81  —  An  in 
inf.  eine  unendlich  klein  werdende  Reihe  ist.  Bekanntlich  besitzt 
aber  nicht  jede  unendliche  Reihe  eine  Gränze,  sondern  die  Reihe 
kann  auch  unendlich  gross  werdend  sein,  oder  die  Glieder  können 
zwischen  gewissen  Grössen  immer  hin  und  her  gehen. 

Wie  diese  Begriffe  sieb  auf  Bebandlungszeichen  ausdehnen  las- 
sen, ist  leicht  zu  ersehen;  es  tritt  alsdann  an  die  Stelle  der  belie- 
big kleinen  ungebbaren  Grösse  eine  beliebig  kleine,  gegebene^  an* 
gebbare  absolute  Zahl. 

Für  die  unendlich  klein  werdenden  Reihen  und  für  die  Reihen, 
welche  Gränzen  besitzen,  lassen  sich  leicht  die  in  den  folgenden 
Formeln  ausgedrückten  Sätze  beweisen: 

I)  Ist  lim  An=  Oy  lim  Bn=  0^  so  ist  auch  \ivBL{Andtißn) 
=  0. 

II)  Ist  limivn  =  0,  lim^n  =  0,  so  ist  auch  lim(ff/,±^n)  =  0, 
]im(iari» .  ^n)  =  0,  lim(^n  •  ^n)  =  0;  wenn  nicht  lim  ^n  =  =i=  <x>. 

III)  lim  (^n  db  i9n)  =  lim  ^n±  lim  ^»  (denn  lim (8t— .^i.) 
=  O,  Wmi^^ßn)^  O,  also  lim ((« ± »)  —  (^« db Ä«))  =  O), 

IV)  lim  (An  .1^1,)  =  lim  An  -  lim  a^r  lim  {an  =ir  ^n)  =  Hn  «m 
zkz  lim  d„,  ]im(an .  Ifn)  =  Hm  an  •  Hm  6n, 

V)  ]\m{An  :  ^n)  =  Hm  An  :  Hm  6n ,  \\nk{an  '  ^n)  =  Hm  On '  Hm  dny 
wenn  nicht  lim  ^^  =  0  ist. 

Ist  von  einer  Grösse  ausgesagt,  dass  sie  die  Gränze  einer  un- 
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MdlicheD  Reibe  ^09  ^1  •  •  •  •  ^j«  in  inf.  sei,  io  ist  dieie  Grtfue  toII- 
keBBen  beitimmt,  voraussesetzt ,  dass  diese  Reihe  wirklich  eine 
Grinse  bssiUt«  Denn  sind  die  beiden  Grössen  S  und  SB  Gränxen 
dieser  Reibe,  so  ist  lim  (St  —  ^n)  =  ^,  lim (99  —  An)  =  0,  also 
■acb  ni)  lisi  («-»)  =  lim  [(81-^«)  -  (»  -  Jn)\  =  0,  was 
sffenbar  nur  möglich  ist,  wenn  St  =  93-  Ist  eine  Methode  gesehen, 
sacb  welcher  man  sämmHlche  Glieder  der  unendlichen  Reihe  finden 
ksDii,  ao  ist  die  Gränze  der  Reihe  auch  als  gegeben  anzusehen. 
Alf  gans  ftbniiche  Weise  kann  auch  ein  Behandlungszeichen  als 
Grinse  einer  Reihe  von  Behandlungszeichen  bestimmt  und  gegeben 
werden« 

Endlich  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  zwei  Reihen 
gleicbe  Gr&nsen  haben,  wenn  ihre  Differenz  eine  unendlich  klein 
werdende  Reihe  ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Reihen  Grttnzen  be- 
lihen.  Denn  ist  lim  {an  —  ^n)  =  0,  so  ist  lim  an  —  lim  in  = 
lim(arii  —  ^«i)  =  0  oder  Hm<i^n  =  lim  fßn. 

%,  18.  Ein  Behandlungszeichen  ist  nach  dem  Frühem  ein  Zei- 
chen, welches  anzeigt,  duss  mit  einer  Grösse  eine  beliebige  Ver- 
toderung  vorgenommen  werden  soll.  Diese  mit  einer  Grösse  vor- 
ionehmende  Behandlung  kann  aber  wieder  ans  einer  Reihefolge  von 
eiaselnen  Operationen  zusammengesetzt  sein  und  diese  Reihe  der 
■ifc  der  Grösse  vorzunehmenden  Operationen  kann  auch  als  ohne 
Ende  fortgehend  gedacht  werden,  in  dem  letzten  Falle  soll  das 
Behandlungszeichen  ein  transcendentes  oder  eine  Tronscendente 
genmnnt  werden;  die  Bedeutung  einer  solchen  Transcendenten  muss 
•her  zunächst  näher  aus  einander  gesetzt  werden. 

Schreibt  ein  Behandlungszeichen  9  vor,  dass  mit  einer  Grösse 
rine  unendliche  Reihe  von  Operationen  vorgenommen  werden  soll, 
ul  soll  das  Produkt  einer  Einheit  in  s  die  Gränze  derjenigen  un- 
eadlichen  Reihe  von  Grössen  sein^  deren  Glieder  man  erhält,  wenn 
■an  mit  der  Einheit  zuerst  die  erste,  dann  die  erste  und  zweite, 
^nn  die  erste,  zweite  und  dritte  etc.  etc.  der  durch  9  vorgeschrie- 
kc.Ben  Operationen  vornimmt.  Bedeutet  also  9  die  aus  einer  unend- 
lichen Anzahl  von  Tbeilen  bestehende  Summe  a« +#r, +flr,  +  .... 
«11+ in  inf.,  so  bedeutet  X.#  die  Gränze  der  unendlichen  Reihe: 

X.cTo)  X.(flro +  ^'1)9   X.(ao"^"<'i +*'»)•••  • 
X  .  (i»o  +  «!+»•  +  ••••  +  <»«) . .  - .  in  inf. 

Bedeutet  «  das  Produkt  aus  unendlich  vielen  Faktoren  ar^ .  Hi  .  o^ 
.«,  «...arj»  in  inf.,  so  bezeichnet  X.#  die  Summe  der  unendlichen 
Beihe: 

\.  •  a^of  ^^  ■  ^o  *'i  9  -^ * ^o  * ^1  •  ^39  • .  •  •  -^ •  tf o  •  ^1  •  ar^  •  •  •  ■  ^m  •  • . .  in  inf. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  das  Produkt  einer  Grösse  in  eine  Tran- 
seendente  noch  Umständen  etwas  Mögliflies  oder  Unmögliches  sein 
kann,  dass  aber  im  ersten  Falle  das  Produkt  X.#  bestimmt  nnd 
gegeben  ist,  wenn  es  die  Glieder  der  entstehenden  Reihe  sind. 

In  manchen  Fällen  ist  eine  Transcendente  bekanntlich  einem 
endlichen  Ausdruck  au^  einfachen  Behandlungszeichen  gleich.  Ist 
s.  B.  der  endliche  Ausdruck  #=:l-f-Ä?-|-ar*-f-a?*  -f-  . .  •  •  a?» 
+  ....in  inf.«  wo  jp  eine  absolute  Zahl  sein  soll,  so  ist  zuerst  « 
ebenfalls  ein  absolutes  Behandlungszeichen.    Aus  der  Erklärung  des 
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Zeichens  «  ergiebt  sich  aber  Domittelbar  «  =  1  +  ^ .  #.  Diese  Glei- 
tbnng  entbält  aber  offenbar  einen  Widerspruch ,  wenn  ^  _  1 »  da 

dann  l  +  /r.«^«.  In  diesem  Falle  kann  also  die  unendliche 
Reihe  keinem  endlichen  Ausdruck  gleich  sein.    Ist  aber  a:^\^  so 

erhält  man  unmittelbar  #  =: -• 

Eben  so  gut  wie  in  der  Aufgabe  die  Reihe  1  +  ^'  +  «^'  in 

inf.  zu  Summiren,  ein -Widerspruch  liegt,  wenn  a?_l  ist,   könnte 

auch  in  dieser  Aufgabe  noch  ein  Widerspruch  liegen,  wenn  ^<^l 
ist,  welcher  uns  nur  bei  unserer  Untersuchung  entgangen  wäre. 
£s  ist  daher  durchaus  nothwendifr»  die  Richtigkeit  iieB  oben  auf 
analytischem  Wege  gefundenen  Resultates  auch  noch  synthetisch 
nachzuweisen.  Im  vöniegenden  Falle  geht  dieses  freilich  leicht  an. 
Es  ist  nämlich: 


—  Ä^  i  —  iK 

also: 

A . T =  -^.(l-|-ar-|-i«?' +••..  +  ^r»^!)  +  A .  i -; 

Da  dieses  gilt,  welche  ganze  Zahl  n  ist,  so  kann  man  auf  beiden 
Seiten  die  Gränzen  für  js  =  qo  nehmen,  und  erhält: 

A.' =:lim^«(l  +  ^  +  <^'  +  ....;t?»-*M  +  -r^.lim  z . 

1  — X  ^  '  1  — ■  JT 

Ist  aber  ^<1,  so  ist  lim =0,  daher 

A.  ' =  lim  [-^ .  (1  -4-  a?  +  o;*  + . . . .  -+-  a?*"-i) 

=  y^  .  (1  -f-  ^  -f-  ^»  + . . . .  ^«  -I- . , . .  in  inf.) 
oder,  da  A  jede  Grösse  bezeichnen  kann: 
1 


\  —  x 


=  l  +  a?*|-^*H-^*H-....-4-iir«  +  ....  in  inf. 


Ich  kann  hier  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken,  dass  streng 
genommen  jede  Auflösung  einer  Aufgabe,  welche  auf  analytischem 
Wege,  z.  B.  durch  die  Auflösung  von  Gleichungen  gewonnen  ist, 
noch  eines  synthetischen  Beweises  bedarf.  Ich  glaube,  dass  in  die- 
ser Hinsicht  die  Analogie  zwischen  uoserm  jetzigen  analytischen 
Verfahren  und  der  Analyse  der  Alten  grösser  ist,  als  man  es  ge« 
wohnlich  anzunehmen  scheint.  Wird  z.  B.  eine  Gerade  gesucht, 
welche  gewissen  Bedingungen  genügen  soll,  so  nimmt  man  bei  der 
Analyse  der  Alten  bekanntlich  an,  man  kennte  diese  Gerade  schon. 
Aus  den  gegebenen  Bedingungen  der  Aufgabe  sucht  man  «Isdano 
andere  Bedingungen  herzuleiten,  denen  man  .durch  KoustruktioB 
leichter  genügen  kann.    Aus  zwei  Ursachen  kano  nun  die  auf  die* 
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^en  Wege  gefundene  Auflösung  fehlerhaft  sein;  ei  kann  nämlich 
einmal  den  Bedingungen  der  Aufgabe  vielleicht  gar  nicht  durch 
-eine  Gerade  genügt  werden,  so  dass  schon  in  der  ersten  Annahme 
ein  Fehler  liegt;  oder  es  können  hei  der  UmformuDg  der  Bedin- 
«nngen  gewisse  Bedingungen  verloren  gegangen  sein,  so  dasi  zwar 
'die  konstruirte  Gerade  den  abgeleiteten,  aber  nicht  mehr  den  ur- 
aprQnglichen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt.  Bei  dem  jetzigen 
analytischen  Verfahren  liegt  schon  darin,  das^  man  das  Gesnchte 
durch  ein  einfaches  t>der  zusammengesetztes  Zeichen  bezeichnet» 
«ine  selten  a  priori  begründete  Voraussetzung,  die  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  widersprechen  kann,  und  dass  dieser  Widerspruch  im 
Verhiuf  der  Untersuchung  sich  nicht  immer  zu  zeigen  braucht,  hat 
die  Theorie  der  uneodlicben  Reihen  genugsam  gelehrt.  Was  den 
«weiten  Punkt  anbetrifft,  to  hat  man  immer  festzuhalten,  dass  die 
durch  die  Anaijse  abgeleiteten  Bedingungen  zwar  eine  nothwen- 
dige  Folgening  aus  den  ursprünglichen  der  Aufgabe,  aber  nicht 
umgekehrt  letztere  aus  ersteren  sind.  Das  Gesuchte  muss  den  ge- 
fclgerten  Bedingungen  genügen,  aber  nicht  alles,  was  den  gefol- 

Serten  Bedingungen  genügt,  genügt  auch  sämmtlichen  Bedingungen 
er  Aufgabe.  Hat  man  aber  keine  unstatthaften  Vorauasetzungen 
über  die  Natur  des  Gesuchten  gemacht  und  kann  man  den  gefol- 
gerten Bedingungen  nur  durch  eine  einzige  Grösse  genügen,  so 
«uas  diese  auch  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen. 
Gieht  es  aber  mehrere  Grössen,  die  den  gefolgerten  BedtngnngeJi 
genügen,  so  ist  es  immer  noch  zweifelhaft,  ob  auch  alle  gefunde- 
nep  Grössen  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen* 
Hat  -man  endlich  über  die  Natur  des  Gesuchten  eine  unstatthafte 
Annahme  gemacht,  so  können  durch  diese  gewisse  Bedingungen  der 
Aufgabe  ersetzt  sein,  so  dass  auch  dann  die  Bestimmtheit  der  Auf- 
lösung -keinen  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Gefundenen  abgieht. 
Liegt  z.  B.  die  Aufgabe  vor:  einen  Ausdruck  f(x)  zu  finden ,  wel- 
cher =  e*  ist,  so  muss  dieser  der  Bedingung  f\jiasi)^^f(ac).  f{x) 
genügen.  Macht  man  nun  aber  die  unerlaubte  Annahme,  dass  f{sc) 
=  1  +  «^  sei,  so  erhält  man  die  identische  Bedingungsgleicbung 
1  -I-  iajc  =  1-4-  2aa:  -f-  a:^,  welchefr  durch  dr  =  0  genügt  wircT, 
und  man  erhielte /*( 07)  =  1,  welches  gan:^  bestimmte  Resultat  aber 
offenbar  nicht  mehr  der  ursprünglichen  Aufgabe  genügt. 

f.- 19.  Ein  Behandlungszeichen  a  heisst  durch  Annäherung  ^e: 
geben,  wenn  eine  Methode  gegeben  ist,  mittelst  wekher  man  eine 
rationale  Zahl  a*  finden  kann,  so  dass  der  absolute  Werth  von  a — a 

kleiner  ist  als  -— • ,  wie  gross  auch  die  ganze  Zahl  n  angenommen 

wird.  Gin  durch  Annäherung  gegebenes  Behandlnogszeichen  soH 
ein  irrationales  genannt  werden,  obgleich  es  auch  einer  rationalen 
Zahl  gleich  sein  kann.  Für  irrationale  Behandlungszeichen  gelten 
Itlidann  folgende  Lehrsätze. 

I)  Jedei  irrationale  Behandlungszeichen  a  ist  eindeutig. 

Beweis.    Es  ist  zu  zeigen,  dass  ans  XrzF  folg^  X.a=y.« 

{%,  4.  L).    Es  sei  a'  ein  bis  auf  —  angenäherter  Werth  von  a  und 

zwar,  um  die  Begriffe  festzusteHen ,  iy'<^iy  nnd  X  positiv,  so  ist 

«'<«<»  +4^,  also  X.«'<X.«:5x.«'+X.-^,   Y.m' 
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-H  y.  -7  _  y.  a_  y,  «'.  Da  nuD  «*  und  —  als  rationale  2ablen 
eindeutig  sind^  so  ist  X  .  a'=s  y .  «*,  X  .  ---  ii=  y  .  — ,  also  — 
X.--_X.a  —  y.«_X,--,  d.  h.  vaL  abs.  (X .a  —  Y.a) 

n  — —  —  n  ^  ' 

_X. — .  Da  nun  X. —  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  sein 
kann  als  jede  angebbare  Grösse,  so  ist  X . « =  Y,  a. 

II)  Jedes  irrationale  Behaudlungszeichen  ist^  eine  Zahl. 
Beweis.     Es    ist,    wenn    man    die  Bezeichnung    des    vorigen 

Satzes  beibehält,  zu  zeigen^  dass  (X  =!i:  y)  .  0  =  X  .  0  =ir  x  •  «r 

(f  4.  11.).    Nun  ist  (X-H  y) .  «'2  (X  +  y)  •  «  2  (X-l-  y) 

.  (»  +  •^)  . . . .  (1 ).     Ferner   X  .  («'  -f-  •^)  ^  X  .  «  ^  X  .  «^ 

1      >          "  >                                                     1 
y .  («'•+  --)  _  y .  «  _  y .  «  z  also,  da  af  und  «'H Zahlen 

sind,  (X+  y).K-H-^)^  X.»-f-  y.«^(X+  y).a'..,.(2). 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  aber  —  (X  -f-  y)  •  "^  =  (X  +  y)  .  » 

—  (X.a-f-y.«)2(X+y).-^;  mithin,  da  (X+y).-j-  klei- 
ner  sein  kann,  als  jede  angebbare  Grösse,  (X  +  y)  .  «;  =  X  •  « 

-i-y.«. 

Ferner  ist  X— y+y:^X,  also  (X-  y+y).»=X.«, 
daher  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  (X  —  Y)  .  a  -^  Y  .  a 
=  X.ai  also  (X—  y).«==:X.«—  Y.a. 

III)  Eine  irrationale  Zahl  ist  mit  jeder  Zahl  m  gleichartig, 
welche  mit  allen  rationalen  Zahlen  gleichartig  ist;  also  auch  mit 
allen  rationalen  Zahlen  selbst  und  demzufolge  wieder  mit  allen  ir- 
rationalen Zahlen. 

Beweis.  Es  ist  zu  zeigen^  dass  X.m.  a:=:  X.a.m($.4.  III). 
Nun  ist,  wenn   man  der  Einfachheit  wegen  m  als  positiv  annimmt, 

X  .  («'  +  --")  »«w^X.a.Jw^X. «'.»»,  X.«».  «'^  X . «» . « 

_  X .  M .  (a'H ).    Den  Voraussetzungen  des  Lehrsatzes  zu  Folge 

ist  aber  X  .  «'  .  «1  =  X  .  «w  .  «',  X  .  -—  .  «w  =  X  .  «» .  — .    Daher 

n  n     ' 


X  .  m  ,  —  _X  ,  a  .  m  —  X,m.a_  —  X.«.-—,  also  'X.m,m 
"szz  X .  in .  a, 

IV)  Eine  jede  irrationale  Zahl  ist  entweder  angebbar  oder  0. 
Es  giebt  also  keine  irrationale  Zahl,  deren  Produkt  in  eine  angeb* 
bare  Grösse  =0  ist,  während  eine  andere  Grösse  mit  ihr  multipli- 
cirt  ein  angebbares  Produkt  giebt. 

Beweis,     l^i  E  eine  bestimmte  angebbare,   X  eine  willköhr- 

Grösse  und  \^tE,a=>  0,  so  ist,  wenn  a'  ein  auf  -— -  angenäherter 
Werth  von  a  ist  und  E  als  positiv  betrachtet  wird,  «  -^  ~  *<  ^ 
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-•<-j-,  alao  —^.^<£?.(«'  —  ä)  =  ^. «'  —  £?.»<£?. ^5 

■ithiD  auch  ^ E ,--■<,  E.a'  <^E .--.    Da  0'  eine  rationale  Zahl 

iit|  so  kano  man  ar'  =  =t:-^  setzen,  wo  p  und  g  absolnte  ganze 

Zahlen  aind.    Dann  ist  —  E,-^<,zt:E,p:^'^E.  — >  also 

^•pif^E.—  oder  E.p  .n<,gE.  Da  ;9.i»  und  q  ganze  Zah* 
ba  lind  und  E  angebbor  ist,  so  ist  dieses  nur  möglich,  wenn 
p^m^Ct  also  Pi^'^-zr  ist.    Es  ist  daher  auch <»'<^-+- — , 

ilso  — 3[«';j"^^«*'^^«7^-  Aus  einer  frühem  Bedingung 
Mfft  aber  —  X.— -_X.a—  X.«'_X.— -,  daher  —  X .  -- 

^X.  A^^  X  .  — ,  was,  da  n  beliebig  gross  sein  kann,  nur  mög- 

fieh  ist,  wenn  X.a=  0  ist.  Ist  also  a  nicht  aogebbar,  giebt  also 
•ina  angebhare  Grösse  E  in  sie  multiplicirt  ein  Product  =  0, 
le  ist  das^roduct  jeder  Grösse  in  sie  =  O^  also  a  =  0. 

f.  20wE8  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Summe,  die  Diffe- 
lent»  das  Product  und  der  Quotient  zweier  Irrationalen  wieder 
dier  irrationalen  Zahl  gleich  sind,  deren  angenäherte  Werthe  man 
•rhilt,  wenn  man  die  ansreDäherten  Werthe  der  gegebenen  Zahlen 
•ddirty  anbtrahirt,  multiplicirt  oder  dividirt,  und  dass  man  auf  diese 
Weiae  die  Annäherung  beliebig  weit  treiben  kann,  ausser  wenn  der 
Difiior  des  Quotienten  =0  ist  Man  kann  also  auch  jeden  ratio- 
laleB >  Ausdruck  aus  rationalen  oder  irrationalen  Zahlen,  in  wel« 
Aen  alle  Divisoren  von  0  verschieden  sind,  einer  rationalen  oder 
irratioDalen  Zahl  gleich  setzen,  und  im  letztern  Falle  beliebig  ge- 
saa  in  rationalen  Zahlen  berechnen. 

Im  Allgemeinen  folgt  die  Gleichheit  zweier  Behandlungszeicben 
irst  dann,  wenn  man  nachgewiesen  hat,  dass  jede  Grösse  in  sie 
■altiplicirt  gleiche  Producte  giebt.  Rationale  oder  irrationale  Zah- 
ka  sind  aber  schon  gleich,  wenn  nur  eine  angebbare  Grösse  in 
ne  multiplicirt  gleiche  Producte  giebt  Sind  nämlich  a  und  d  die 
Mden  Zahlen,  E  eine  angebbare  Grösse,  und  bt  E,a  =  E/d^ 
le  ist  E.a--  E.d:=:zE.(a--d)=  0,  a^6  ist  aber  ebenfalls 
einer  rationalen  oder  irrationalen  Zahl  gleich  und, 'da  es  nicht  an- 
gebbar ist,  nach  $.  19.  IV.  =0;  also  a:=zd. 

Es  ist  ferner  leicht  zu  zeigen,  dass  irrationale  Zahlen  gleich 
und,  wenn  ihre  angenäherten  Werthe  gleich  sind. 

f,  21.  Ist  *==:flfo"+"^i  "f"^»  +  ....»»  +  ....  in  inf.,  wo  «Tq, 
a,,  «,  ••••arn....  in  inf.  rationale  oder  irrationale  Zahlen  sind,  ist 
fimer  ^^sur^  Hr-k-i  +  •  •  •  •  in  inf.  und  lässt  sich  endlich  nach- 

fSSTO  l  l 

weisen,  dass  lim  ^r  =  0,  dass  also  Ar  <  "^  ^od  >  —  -jj-  sein 

kann,  ao  ist  es  leicht  zu  beweisen,  dass  s  einer  irrationalen  Zahl  gleich 
ist,  dareo  angenäherte  Wertbe^r^,  ao+^^i,  Ho+aj +«,•.•.,  in  inf. 
sind.  Umgekehrt  lässt  sich  jede  irrationale  Zahl  in  eine  Summe  ans 
nandlich  vielen  Theilen  verwandeln.  Sind  nämlich  a^^a^^a^  .... 
4Sb  !■  inf.  die  angenäherten  Werthe  von  #,  so  ist  «=ao+(ai — a^) 
nsn  ¥.  18 
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+  («a  —  »i)  "+-  (»f  —  «»)  +  ..».  +  («n4-i  —  »Ji).. ...  in  inf-  oder 

-  «.      «3     a,  ^Vn+l  •      •    - 

aocD  s  =  Äfft  •  T^  •  IT"  •  T"  •  •  •  •  "n —  • .  •  •  in  idi.  • 

Hieraus  ergiebt  sieb  nnmittelbar,  dass,  weao  ;2^  =?  «To  +  ^ i 
+  ^3  +  ••-.•  in  inf.»  y  =  ^o  +  ^1  +  ^s  +  •  •  •  •  in  Inf.  ist,  und  weoD 
a:  und  ^  irrationalen  Zablen  gleicb  sind  (die  Reihen  convergiren)» 

aucb  ^±^  =  (»0  — ^o)  +  («i  —  ^i)-*!-!«»^^^»)^-«--  in  i"^-» 
oc  •  m  =  otq  •  199  «1-  o^,  •  JKi  «f-  tf 3  .  jKi  .  • .  •  in  iiif.  ^  scxm  =  Ho :  m 

+  a,  :m  +  ^3  : «».•..  in  inf.  ist,  wenn  m  eine  Zahl  und  im  letz- 
ten Falle  angebbar  ist. 

$.  22«  Ist  jff  eine  angebbare  Grösse  und  A  mit  B  einstiamjg, 
so  lässt  sieb  immer  eine  rationale  t>der  irrationale  Zahl  finden,  mit 
welcher  B  multiplicirt  ein  Product  =  A  giebt.  Man  kann  be- 
kanntlich eine  dieser  Bedingunff  genügende  rationale  Zahl  finden, 
wenn  A  und  B  ein  gemeinschaftliches  Maass  besitzen.  Ist  dieses  nicht 
der  Fall,  so  giebt  es  ein  Vielfaches  von  B^  welches  grösser  ist 
als  ^.#».  Da  kein  Vielfaches  von  B^znA.n  sein  kann,  so  mnss 
A .  n  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Vielfachen  von  B^  dem 
rfachen  und  (r  -4-  l)fachen  liegen.  .  Man  bat  dann-: 

Ä.r<^,ii<i?.(r+l)^der  A^B.-^+B.^,  A^B.—. 

Es  ist  daun  erlaubt  A=z  B  .  —  +  A  an  setzen ,  wo  \<LB.  — 
ist.    Ebenso  kann  man  setzen: 

A  =  ^.^-4-Aii  wo  r,<»,  Ai<^  "t 

N 

Ai=^.^  +  A»>  wo  r,<«,  A»<^  >st 

r  B 

A2  =  ^-^  +  A«»  wo  r,<«,  A.  <^  "8* 

in  inf. 
und  erbält  dann 

also 

^=/?:irm(^+^+J|+....^,)=Ä.(^+^+ä+....ininf.)C 

Bezeichnet  man  die  letzte  Summe  aus  unendlich  vielen  TbeiJen  mit  «^m 
und  die  grösste  der  Zahlen  r^^  r,,  r,,  in  inf.  mit  o,  so  ist  #^  —  und  t- 

'<^  +  «(i?+ir+i  +  ....ininf.)  =  ^+^:^.    D-i 

hier  o  höchstens  i»  «-*  1  sein  kann,  so  ist «  ^  —  und  «  —  —  '^  — ^,^' 

r  1 

mithin  —  ein  bis  auf  —  angenäherter  Werth  von  «.    Da  man  abei^ 
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m  bdicbig  groM  anDelimen  kann,  so  ist  s  «ine  Irrationalzahl.  Wie 
dieser  SatB  auf  positive  und  negative  Grössen  auigedelint  werden 
kau.  ist  klar.  « 

Siad  m  und  A  zwei  rationale  oder  irrationale  ahsolote  Zahlen, 
s»  ist,  wenn  m  nicht  gleich  ^,  eine  von  heiden  Zahlen  grösser  als 
die  aadera.  Denn  hezeichnet  E  eine  bestimmte  positive  urösse,  so 
nad  aaek  M!,»  nnd  JE?.  &  solche  Grössen.  Beide  Grössen  sind  also 
— twcder  gleich  oder  eine  von  beiden  ist  grösser  als  die  andere. 
Ist  JB*m=z  JE ,6j  so  ist  auch  azrz&y  es  muss  also  eine  von  bei- 
des grteser  als  die  andere  sein.  Ist  z.  B.  j& .  «r  ^  ^  •  ^ ,  so  ist 
iP.«  — £.4  =  JE?.(iy  —  ^)  =  einer  angebbaren  positiven  Grösse« 
Haa  kaaa  also  nach  dem  vorigen  Satze  £!.{a  —  &):=zß,d  setzen, 
wia  S  eiae  absolute,  angebbare  rationale  oder  irrationale  Zahl  ist. 
Daalfe  ist  aber  nach  $.  20.  a  —  ^  =  J,  also  a^b. 


E.    Begriff  der  Potenz. 

f.  23.  Ist  sr  irgend  ein  Behandinngszeichen ,  nnd  n  eine  ab- 
selnte  ganze  Zahl,  so  bezeichnet  o"  bekanntlich  ein  Prodnct  aus 
a  FactorcB,  welche  sämBtlich  =1»  sind,  o"  ist  also  ein  Behand- 
Isagsseickea,  welches  anzeigt,  dass  mit  einer  Grösse  n  mal  hinter 
eisaader  die  durch  a  angezeigte  Behandlung  vorgenommen  werden 
isIL 

Ist  m  ein  angehbares  Behandlungszeichen  nnd  JC-^-y — %  einer 
ibelatCB  Zahl  gleich,  so  ist  sH^'y  *  =Ltf  .atfia*.  Für  den  Fall, 
dsss  JP-^y — %  Null  oder  einer  negativen  Zahl  gleich  ist,  soll 
Cese  Gteiebang  als  Definition  der  Potenz  dienen,  so  dass  also, 
iwliafig  wenn  ^,  jr,  %  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  a*-*'ir~*  =  a-' 
.a9:«*  ist 

Es  lisst  sich  leicht  nachweisen^  dass  ans  sr=^,  dr^dbydb« 
zsidbx^±ydbs^  folgt  n ±jf=fc3Ffc»  =  ^ijr^'is',  wenn  m  angeb- 
ksr  ist 

§.21.  ist  n  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl  nnd 
r  eiae  gaaze  Zahl,  so  giehr  es  eine  absolntCj  rationale  oder  irra- 
tioaaic  Zahl  «,  welche  der  Bedingung  «0^  =  «  genügt 

Beweis.    Es  sei  «  eine  beliebige  ganze  Zahl;  man  bestimme 

die  gaasea  Zahlen  x,  »x^  *•% in  inf-  ><»»  dass  sie  dea  Bedin- 

gMgwi: 

«''  -1 «  <"  («  H-  l)' 

a'  =         -  ^  Ä  /* 

i*  -r-  ^  -1-  ^,r  ==  •       i»  -I-  ^  -^  ^,  -1-  ^al 

l«-«-  ^   -t-  ^a  -f-  ^,i  =  •     -  i*  "*-  Ä   ^  *»  ^  *•  ^  a*^ 

in  inf. 

geatgea,  so  ist  offenbar 

IS* 
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(» -l-^)'- <  (»  -h  l)*- -..  »t  <  ü 

ff 

in  inf.  ^ 

Setzt  man 


I»' 


i2 

•  •  •  •  T^tZ* 


^O  iflit 


««L 


^a<(tr»»+ 


«»» 


Hieraus  folgt 


a  —  IT. 


(«'«  +  ^>'-«' 


(•^-+;5i)"-"'« 


(te^w  «4- ;5J  —  ««'m)  . 


#1» 


n«»^ 


+  (««»  +  5S)'^.  ««''••  +  ..-.  «i„    I 


—  .r.(ip«  +  ;;i)'--i....(datPi«<te^«  +  — ) 


||Mi 


UM' 


^(«  +  i)-» . . . , (d«  «>«  +  ;s; <  « -+- i. 


fl»i 


Da  n  ^  1,  so  folgt  hieraus: 


lim  (a  —  te^  *)  =  0 


oder 


a  c=  lim  («f/)  =  (lim  ä^)'"  sä  «^ 


Um  also  die  Richtigkeit  des  oben  ausgesagten  Satzes  nachzuwei- 
sen» braucht  nur  noch  gezeigt  zn  Werden,  £iss  t9^  =  einer  ratio« 
nalen  oder  irrationalen  Zahl  sein  muss«    B«  ist  aber: 
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>        ■    *I 


.      ■  •  • .  •  "^_    -^  in  Inf.  •  •  •  • 


=  «  »»  ff' 

(da  Atiw^ii,  also  höchstens  z:?«— *1) 

f» 

-^  *  "T^  —  "1"  ~"> 

=    ^^  n     "ff*  ^ 

s  1 

also  *^~  ®in  bis  auf  —  aogenäherter  Wierth  von  uf.    Da  nun  n 

eine  beliebig  grosse  Zahl  sein  kann,  so  ist  w^  eine  irrationale  nnd 
ofenbar  auch  eine  absolute  Zahl. 

'  Der  z.B.  von  Ohm  in  seinem  ,,Geist  der  Analysis"  gegebene 
Beweis  dieses  Satzes  seheint  mir  bei  der  hier  eingeschlagenen 
Betrachtungsweise  nicht  vollkommen  streng  zu  sein.    Er  stützt  sich 

r 

sialicb  auf  den  Satz,  dass  a'<\/^^,  wenn  a^^öy  vorausgesetzt 

r 

dass  a  nnd  [/d  absolute  Zahlen  sind.     Bei  dem  Beweise  dieses 

r 

Saties  muss  man  aber  voraussetzen,  dassl/]^  entweder  ;> ,  oder  = 
oder  <<,  a  ist,  was  hier  nicht  ohne  Weiteres  geschehen  durfte« 
Ich  glaubte  deshalb  obigem,  freilich  weitläuftigern  Beweis  den  Vor- 
ing  geben  zu  müssen. 

Bezeichnet  a  eine  rationale  oder  irrationale  absolute  Zahl,  so 

.  r 

aoll  \/m  eine  ähnliche  Zfthl  bezeichnen,  bestimmt  dur^sh  die  Be« 

r 

dingnuff  (\/'ay=za.  Ein  anderes  Behandlungszeichen  als  eine  ratio- 
nale ooer  irrationale  absolute  Zahl,  welches  dieser  Bedingung  ge« 

r 

nfigt,  soll  durch  \^a  bezeichnet  werden.     Ist  dann  die  rationale 

r  r 

•der  irrationale  absolute  Zahl  a=s^,  so  ist  auch  \/a=i[/&, 

r  r 

Denn  da  \/'a  und  \/d  rationale  oder  irrationale  absolute  Zab- 

r  r  r 

len  lind,   so  ist  nach  $.  22.,  wenn  [/m  nicht  zzz\/6  ist,  [/a 

^  ^6.  Daraus  würde  aber  fpigen  (\/aY  ^{[/^Y  oder  »^  d,  gegen 
die  VoraussetziiDg. 

r 

Es  ist  also  \/a  ein  eiadeutiges  Behandlungszeichen.  Die  übri- 
gen Bigeaschaften  dieses  Zeichens  ergeben  sich  aus  der  Eigenschaft 
desselben  eine  rationale  oder  irrationale  absolute  Zahl  zu  sein. 

Ist  a  ein  anderes  Behandlungäzeichen  als  eine  absolute,    ra- 

tionale  oder  irrationale  Zahl,  so  soll  \/'a  ein  Behandlungszeichen 

r  r 

sein,  welehes  der  Bedingung  {[/ayzrza  genügt  ^a  zeigt  also 
eine  solche  Behandlung  der  Grösse  X  an,   durch  deren  rmaiige 
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WiederboloDg  die  Grösse  X,a  entsteht   Giebt  es  aehrere  Behand- 

r 

luDgen,  welche  dieser  Bedingung  genügen,  so  soll  \/a  nur  eine 

•  r 

dieser  Behandlungen  bezeichnen,  so  dass  \/a  imner  ein  eindeuti- 
ges Behandlungszeichen  ist. 

$.  25.    Ist  ;r.y:«=   einer  ganzen   Zahl,   so   ist  a^'tf-* 

X  

==  V^ (a*)y.  Für  den  Fall,  dass  a:^.pix  keiner  ganzen  Zahl^  son- 
dern einem  Bruch  gleich  ist,  soll  diese  Gleichung  zur  Definiiion 
der  Potenz  mit  gebrochenen  Exponenten  dienen,  Ht  a  äne  ratio- 
nale oder  irrationale,! absolute  Zahl,  so  ist  a^'T/'-^  einer  älinlichen 
gleich.  Unter  derselben  Voraussetzung,  und  wenn  man  die  oben 
ffegebene  Bedeutung  des  Zeichens  V/""^  festhält,  ergiebt  sich  auch, 
dass  a*-y  •«  =  ^ -y**«',  wenn  0  =  ^,  a?.y:*  =  o/.jf':»' ist. 
Dass  überhaupt  die  gewöhnlichen  Sätze  über  Potenzen  fiir  solche 
Potenzen  ganz  allgemein  gelten,  leuchtet  leicht  ein. 

$.  26.  Ist  a:  eine  irrationale  Zahlj  so  kann  nach  dem  Frühem 
^  =  Mo  +  Ml  +  M,  +  ....  wtn  +  ...•  in  in£  gesetzt  werden,  lat 
alsdann  or  auch  einer  rationalen  .Zahl  gleich,  so  ist 

«^nr«**©.«**!  .«*•»  .«**t  ...:  «•■"  ....  in  in^ 

=  lim  («••o .  «*•! ,  «•■* ....  «*••) 

wenn  m  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl  ist. 

Der  Beweis  kann  hier  übergangen  werden,  da  spiter  noeh  ein 
Beweis  vorkommt,  der  dem  Beweise  dieses  Satzes  ganz  ähnlich  ist. 
Für  den  Fall,  dass  jc  keiner  rationalen  Zahl  glei<ä  ist,  soll  obige 
Gleichung  als  die  Definition  der  Potenz  a'  gelten. 

Ist  a  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale,  angebbare  Zahl, 
so  ist  auch  a'  eine  absolute^  rationale  oder  irrationale  ZahL 

Beweis.  Es  sei  «»o  +  «»i  +  «a  +  •...•»«  =  ^j»,  ^tt-k-\ 
+  M«+ä  + ....  in  inf.  =  ^m,  und  um  einen  bestimmten  Fall  vor 

sich  zu  haben,  sei  »>!;  dann  ist  0^=«^* . a-^,  also  «r*'  —  ar*» 

=  ar''«(a^ —  1).  Da  ar«  ein  angenäherter  Werth  von  jr  und  or — or» 

=  A«  ^^9  so  kann  man  n  so  gross  nehmen,  dass  val.  abs.  ^n  '^  — » 


r 


wo  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet.     Dana  ist  —^  ^^  «^ 

11.  1 

<!iv''.    Da  ar**  ^1  ist,  so  kann  man  a"  =  1  +  d  setzen,   wo   i 

eine  positive  Zahl  bezeichnet.  Es  ist  dann  a=:(l-|-d)'^l-t-rJ, 
also  J<t .    Nimmt  man  also  r  srross  srenosr,  so  kann  ^kleiner 

sein .,   als  jede  angebbare  absolute  Zahl.     Ferner  ist  — y'  =  1 ä^ 

=  1  —  .      ^|>  :^  1  —  <r,  wo  die  positive  Zahl  9  eben&IIs  kleiner 

sein  kann«  als  jede  angebbare  po^tive  Zahl.  Es  ist  dann  also  1 — 9 
<  «r-^'«  <  1  +  J  oder  — <r<iA«  —  1<  +  J;  mithin  val.  abs. 
(«r**  —  «K*)  <  «^«J.  Hieraus  gebt  hervor«  dass  m^^  eu  beliebig 
nah  angenäherter  Werth  von  m^  sein  kann,   and  da  mao  a'*    be- 
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Kebig  Dabe  in  einer  rationalen  Zahl  aasdriicken  kann>  so  gilt  das- 
selbe für  a'. 

Ist  «<  1 ,  so  ist  -j-  >  1  und  «*  =  1 :  (^)*     Da  nnn  (—)* 

eine  irrationale  Zahl  isf>  so  gilt  dasselbe  fnr  1 :  f — J    oder  für  a'« 

Ist  die  irrationale  Zahl  ^  =  ^,  oder  sind  a:  nnd  y  versebie« 
deae  Reibenentwickelungen  einer  und  derselben  irrationalen  Zahl 
md  ist  die  angebbare,  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl 
«  =  ^,  so  ist  0^  =  ^. 

Beweis.  Sind  Xm  yn  zwei  bis  auf  •— -  angenäherte  Werthe 
TOB  jt  und  y  und  zwar  z.  B.  kleiner  als  diese ,  so  ist  ar»  <^  ;r 
<Ä?«  +  — ,  yif-<y-<J^ii+~>  also,  day=ar,  ^n— y»— — -<0, 

arj#  —  y»  +  "Z"  >  ^5  mithin  val,  abs.  («a?«— *yii)"<"r-.    Ferner  ist 

«**-^«y»  =  flfy'«(a^»""y»  —  IX  Da  nun  a^h'-yn  dem  absoluten 
Werthe  nach  kleiner  sein  kann  als  jede  angebbare  Zahl ,  so  lässt 
sich' 'auf  ähnliche  Weise  wie  in  dem  vorigen  Beweise  zeigen»  dass 

dasselbe  von  a*«""y«  —  1,  also  auch  von  «^«  —  «y*»  gilt.    Man 

kann  also  setzen,  da  tff^z^i^W^i 


— .  i-  ^  ^n Äy»  ^f*  -4-  -i 

«ad  ebenso r 

% 

—  JL  <  «^  -  «af«  <+ i. 

■ISv 

woraus  unmittelbar  d>e  Gleichheit  von  a^  und  ^  folgt 

Die  bekannten  Sät^e.  über  Potenzen  lassen  sich  dann  auch 
leicht  auf  Potenzen  mit  irrationalen  Exponenten  ausdehnen.  Ist 
z.  B.  sc  =r  iWq  -f-  M|  -f-  fn^  -^  • . .  •  in  mf.^  y  -~~-  '•o  "^  **i  "t"  *•»  "f*  •  •  •  • 
in  inf.»  so  ist 

0^.0^  =  «»0 .  aS^x ,  «w»  -f- ....  in  inf.  «*o .  a«a .  ««§  ... ,  in  inf. 
(a*)v  =  (a*)»ig+iii-f-». ....  In  inf.=  (a^)Mo .  («*)»i .  («»)«» .  in  inf. 

^  S-;  0Ar(ii«rHii+»s  ....  In  Inf.)  s=  «*  •  y  - 

etc.  etc. 

und  es  ist  einleuchtend,  dass  diese  Sätze  streng. allgemein  gellen, 
so  lang^  man  das  oben  über  die  Bedeutung  dieser  Potenzen  Ge- 
sagte genau  festhält. 


i 
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F.    Imaginäre  Grossen  und  Zahlen. 

$•  27.  lo  dem  Frühem  wurde  keine  besondere  Art  tob  Gros« 
sen  betrachtet,  sondern  die  Untersnehungen  gelten  für  alle  Dinge, 
welche  den  früher  angegebenen  Grundsätzen  genügten.  3o  bald 
aber  von  einer  solchen  Behandlung  der  Einheit  die  Rede  ist,  die 
nur  auf  eine  besondere  Art  von  Grössen  Anwendung  findet  oder 
bis  jetzt  gefunden  hat,  wird  es  auch  erlaubt  sein,  die  Betrachtang 
auf  diese  Art  von  Grössen  einzuschränken .  Dieses  ist  aber  bei  der 
durch  imaginäre  Zahlen  vorgeschriebenen  Behandlung  der  Binheit 
der  Fall,  die  nur  bei  einer  besondern  Art  von  räumlichen  Grössen 
ausführbar  ist 

$.  28.  Soll  die  Lag^  eines  Punktes  A  auf  einer  nnbegränzt 
gedachten,  geraden  oder  krummen  Linie  bestimmt  werden,  so  dass 
man  den  Punkt  A  mit  Bestimmtheit  von  allen  andern  Punkten  die- 
ser Linie  unterscheiden  kann,  so  muss  man  die  Lage  eines  andern 
Punktes  O  dieser  Linie  als  bekannt  voraussetzen.  Ist  dann  die 
geradlinige  oder  krummlinige  Entfernung  OA  gegeben,  so  kann  die 
Lage  des  Punktes  A  im  Allgemeinen  noch  eine  zweifache  sein. 
Cm  diese  Zweideutigkeit  aufzuheben,  denke  roon  sich  noch  einen 
zweiten  Punkt  M  der  Linie  gegeben,  der  eine  grössere  Bntfernnng 
von  O  als  A  hat.  Um  nun  den  Punkt  A  zu  erhalten^  muss  man 
von  O  aus  die  Entfernung  OA  entweder  so  abtragen,  dass  sie  die 
Entfernung  MO  vergrössert  oder  dass  sie  dieselbe  verkleinert.  Im 
ersten  Falle  kann  man  alsdann  die  Entfernung  als  eine  positive, 
im  zweiten  als  eine  negative  Grösse  betrachten.  Bekanntlich  nennt 
man  diese,  positiv  oder  negativ  gedachte  Entfernung  die  Coordi- 
nate  des  Punktes  A.  Eine  Linie,  deren  Punkte  man  steh  durch 
Coordinaten  bestimmt  denkt,  beisst  eine  Coordinaten- Achse  und 
man  unterscheidet  in  ihr  die  positive  und  die  negative  Halbachse. 

Sind  X,  X'  die  Coordinaten  der  Punkte  A  und  A\  so  ist  ganz 
allgemein  MAz=lMO'\-  X,  MA  =M0+  X';  dalier  AAz^sA, 
ubs.  (3fA  —  MA)  =  val.  abs.  (X  —  X'). 

Es  seien  O  nwA  O'  zwei  Anfangspunkte  der  Coordinaten  auf 
derselben  Achse,  X  und  X'  die  Coordinaten  von  A  in  Bezug  auf 
O  und  6^,  und  es  sei  X^  die  Coordinate  von  O'  in  Bezug  auf  den 
Anfangspunkt  0,  Setzt  man  voraus,  dass  in  beiden  Systemen  das 
Zeichen  der  Coordinaten  mit  Hülfe  desselben  Punktes  M  bestimmt 
sei,  der  also  nicht  zwischen  den  Punkten  O^  O'.,  A  liegen  darf,  so 
ist  streng  allgemein  MAz^MO-i-X,  MA  =  M0'+X'=3iO 
H-Xo  +  X';also  X=Xo-hX'. 

Um  die  Lage  eines  Punktes  A  in  einer  Ebene  zu  hestimmeo^ 
setzt  man  bekanntlich  die  Lage  zweier  sich  in  demselben  Anfangs- 
punkte 0  rechtwinklig  schueidenden  Coordinateuachsen  als  bekannt 
voraus.  Denkt  man  sich  alsdann  durch  A  zwei  Parallelen  zu  den 
beiden  Achseu  gezogen,  so  ist  die  Lage  derselben,  also  auch  die 
Lage  ihres  Durchscbuittspunktes  A  vollkommen  gegeben  und  be- 
stimmt, wenn  man  die  Coordinaten  der  Durchsclmitte  dieser  Paral- 
lelen mit  den  beiden  Achsen  kennt.  Diese  beiden  Coordinaten  X 
und  F  nennt  man  bekanntlich  auch  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Puuktes  A. 

Es  seien  X,  Y;  (X),  (F);  X',  Y'  die  Coordinaten  eines  Pnnk- 
tes  in  Bezug  auf  drei  Coordinatensysteme  mit  parallelen  und  gleich 
gerichteten    Halbachsen,    deren    Anfangspunkte    Oj  (O)^  O^    sind. 
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{O)  li^Ro  auf  der  Achse  der  X  und  seine  Coordinate  in  Bezuff  auf 
0  sei  Xo ;  (^  liege  auf  der  Achse  der  ( F)  und  seine  Coordinate 
iB  Beiag  auf  (0)  sei  Yo«  so  sind  Xo»  Yo  ^ie  Coordinaten  von  (^ 
in  Bezug  auf  O.    Bs  ist  dann 

X=Xo  +  (X),  (X)  =  X' 

¥={¥)  (F)=  Fo+y 
daher  . 

X=Xo  +  X',  F    =Fo+F'. 

§.  2d.  Begränzte  Gerade,  die  man  sich  von  einem  und  dem- 
selben Anfangspunkte  aus  in  derselben  Rbene  nach  verschiedenen 
Richtungen  gezo^:en  denkt,  sollen  Strahlen  genannt  werden.  Ver- 
schiedene Strahlen  können  sich  durch  ihre  verschiedene  absolute 
Länge  und  auch  durch  ihre  verschiedene  Richtung  unterschfiden. 
SSieht  man  den  Anfangspunkt  der  Strahlen  auch  als  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  an,  so  ist  der  Strahl  vollkommen  bestimmr  und 
gegeben,  wenn  die  Coordinaten  seines  Endpunktes  gegeben  sind. 

Sind  die  Coordinaten  des  Endpunktes  eines  Strahls  in  Bezug 
auf  den  Anfangspunkt  ^  und  ß,  zieht  man  durch  einen  Punkt  J^ 
deaseu  Coordinaten  X«,»  Fq  sind,  eine  Gerade  ßiJV^  welche  mit 
dem  gegebenen  Strahl  gleiche  Richtung  und  Länge  hat,  so  sind 
die  Coordinaten  d«*8  Punktes  iV  in  Bezug  auf  ein  durch  M  geleim- 
tes, dem  anfänglichen  paralleles  Acbsensystem  ebenfalls  y#  und  &. 
lo  Bezug  auf  das  anfängliche  Achsensystem  selbst  sind  daher  die 
Coordinaten  des  Punktes  ^  Xo  +  ^.  ^o  -+;  ^• 

Für  solche  Strahlen  sollen  folgende  Üetinitionen  gelten: 

I)  Zwei  Strahlen  sind  gleich,  wenn  sie  gleiche  Längen  haben 
und  von  demselben  Anfängspunkt  nach  derselben  Richtung  laufen, 
wenn  sie  also  i>(entisch  sind. 

II)  Bs  seien  O^^  und  Oji^  zwei  Strahlen.  Zieht  man  von 
Ai  eine  Gera'le  ^i^,,  welche  mit  dem  Strahl  0^4 ^  gleiche  Rieb- 
tnng  und  Länge  hat,  so  nennt  man  den  Strahl  0^4^  die  Summe 
der  Strahlen  OJ^  und  OJ^(Str.  OJ^  =  Str.  £^^, +Str.  OJ^). 
Zieht  man  von  ^ ^  eine  Gerade  ^i^^y  welche  mit  dem  Strahl  Oy4^ 
gleiche  Länge,  aber  die  entgegengesetzte  Richtung  hat,  so  nennt 
man  den  Strahl  OJl^  die  Differenz  der  Strahlen  0^,  und  O^^ 
(Str.  X  0^4  =  Str.  ö^i— Str.  OA^). 

Um  die  Summe  zweier  Strahlen  zu  construiren  braucht  man 
daher  nur  aus  diesen  beiden  Strahlen  das  Parallelogramm  zu  con- 
struiren; die  durch  0  gehende  Diagonale  desselben  ist  die  Summe. 
Um  die  Differenz  zu  finden,  muss  man  ein  Parallelogramm  aus  O^i^ 
und  dem  Entgegengesetzten  von  O^i^  construiren;  die  durch  0 
gehende  Diagonale  desselben  ist  alsdann  die  Differenz. 

Bs  muss  nun  noch  gezeigt  werden,  dass  Strahlen  den  in  §.  2. 
aufgestellten  Grundsätzen  genügen,  dass  sie  also  als  Grössen  be- 
trachtet werden  dürfen.  Die  Richtigkeit  von  I)  und  II)  ergiebt 
sieh  unmittelbar  und  die  Beweise  der  übrigen  Sätze  sind  einander 
ganz  ähnlich.     Um  z.  B.  zu  zeigen,  dass 

St,Ö^,-H(Str.ö^,±Str.ö^,)=Str.ö^,-HStr.Ö^,±Str.Ö^,, 
beseiehoe  man  die  Coordinaten  von  ^,,  ^,,  ^,  mit  X,,  F, ;   X,, 
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-  y,;    X,,   V,.     Die  Coordioaten  des   Endpuaktes  des  dem   Strahle 
Oji,  eutgegeQ gesetzten  Slrshles  sind  doDO  -r-  X„  —  Y,.    Aas  der 
KrklaruDg  der  Summe  und  DilfereDi  zweier  Strablen  in  Verbindai 
mit  dem   im   Anfange  dieses   ParagrapLeo    bewiesenea   Satze  f  ' 
iliinn,  dnss  der  Kndpunkt  von 

Str.  Ö-^, +(Slr.  0^,±Str.  O^,) 

Str.  OJ,-^  Str.  0^.±Str.  0^, 

respeciire 

die  Coordinateo  X,H-(X,±X.),   T, -1-{Y^d=  Y.) 

die  CoordinBten  X,  +  X,  zt  X„     Y,  +    F,  ±  y, 

bat.  Die  Endpunkte  der,  durch  die  beiden  in  Rede  stehenden 
drücke  bezeichneten  Strahlen  haben  also  gleiche  Coordinaten 
fallen  zusammen,'  die  Strahlen  selbst  sind  also  gleicb. 

Strahlen,  welche  verschiedene  Richtung  haben,  können  natür- 
lich nicht  mebr  als  einstimmige  (irögsen  betrachtet  werden  {§.  10.), 
StmhleD,  welclie  dieselbe  Richtung  haben,  geniigen  indessen,  wie 
leicht  zu  ersehen,  den  in  $.  10.  aufgestellleu  Grundsätzen  und  düi 
fen  daher  als  einstimmige  GrÜssen  hetracbtet  werden, 

$.  30.  Wird  ein  Slrabl  mit  einem  absoluten  Uebandlungsi 
eben  multiplicirt,  so  ist  das  Pruduct  ein  Strahl,  welcher  mit:  ( 
Multiplicanden  dieselbe  Bichluug  hat.  Dieses  ündet  also  nament- 
lich statt,  wenn  der  Multijilicatar  eine  absolute  rationale  oder  eine 
irrationale  Zahl  ist,  deren  angenäherte  Werihe  absolute  Zahlen  sind. 
Wird  ein  Sirnbl  mit  einer  negativen  Zuhl  multiplicirt,  so  ist,  wie 
leicht  zu  ersehen,  das  Product  ein  Strahl  in  der  entgegeugesetzten 
Richtung  des  Multiplicanden.  Es  muss  nun  zunächst  der  Begriff 
solcher  uehandlungszeicbun  entwickelt  werden,  mit  welchen  multi- 
plicirt der  Strahl  eine  niulere  Richtung  erhalt. 

Man  deuke  sieb  uro  den  Anfangspunkt  der  Strahlen  mit  einem 
beliebigen  Halbmesser  einen  Kreis  neschrieben,  dessen  Dmfun^  von 
der  Richtung  eines  Strahls  Ji  in  einem  bestimmten  Punkt  ^^  ge- 
schoitteo  wird.  I>ea  Punkt  ji^  kann  man  als  deu  Anfangspunkt 
der  Uogencoordiuaten  auf  dem  Dmfange  des  Kreises  ansehen  und 
willkübrlicb  feststellen,  nach  welcher  Seite  die  positiven  Coordina- 
ten genommen  werden  sollen-  Wird  aber  durch  0  zugleich  ein 
rechtwinkliges  Achsensystem  gelegt,  so  sollen  die  positiven  Sogen- 
coordinaten  nach  der  Seite  liegen,  nach  welcher  man  die  positive 
Halbachse  der  X  drehen  muss,  um  auf  dem  kürzesten  Wege  nach 
der  positiven  Uiilhncbse  der   Y  zu  gelangen. 

Die  Richtung  eines  andern  Strahls  ist  alsdann  vollkommen  be- 
stimmt, wenn  man  die  üugencnordiuate  des  Punktes  ^  kennt,  in 
welchem  der  in  Rede  stebemle  Kreisumfang  von  dei-  Ricbtunff  des 
Strahls  geschnitten  wird.  Die  Coordinate  des  Punktes  jJ  in  iteiug 
auf  ji„  ist  aber  gleich  dem  Producte  des  Balbmessers  in  eine  po- 
sitive oder  negative,  rationale  oder  irrationale  Zuhl  <p.  Diese  ZabJ 
9D  soll  in  dem  Folgenden  der  beschriebene  Winkel  der  Richtung 
OA  in  Bezug  auf  OyJ^  genannt  werden,  da  ist  klar,  dasB  der 
beschriebene  Winkel  einer  Richtung  in  Bezug  auf  eine  andere  un- 
eadlicb  viele  von  einander  verschiedene  Wertbe  haben  kann. 

Das  BchaDdlungszeichen  ^  soll  anzeigen,  dass  ein  Strahl  bei 
unveränderter   Länge    nach   der  positiven  Seite    der    BogWHWrti- 
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naten  om  einen  Wiokel  gedreht  werden  soll,  dessen  Bogen  de» 
flaibmesser  gleich  ,isr.  Btszeichnet  H  einen  beliebigen  Htrsbl, 
so  bezeichnet  /{.€  einen  Strahl  von  gleicher  I^änge,  welcher  mit 
Ü  den  beschriebenen  Winkel  +  1  bildet.  Ist  m  eine  absolute 
ganze  Zahl^  so  schreibt  nach  der  Erklärung  der  Potenz  i"  eine 
•malige  Wiederholung  der  durch  s  angezeigten  Behandlung, 
also    eine  Drehung    des   Strahls    um    den    beschriebenen    Winkel 

1 
+  n  Tor.    €^  z=z\/'b   schreibt   eine  Behandlung   der  Einheit   vor, 
durch  deren  rmalige  Wiederholung  eine  Drehung  des  Strahls  um 
den  Winkel  -f- 1  entsteht.    Dieser  Bedingung  genügt  unter  apdern 

die  Drehung  des  Strahls  um  den-  beschriebenen  Winkel  H und 

r  1 

da  einer  frühem  Bemerkung  zu  Folge  das  Zeichen  \/$  oder  €^ 
immer  eiue  bestimmte  Bedeutung  haben  soll,  so  soll  gerade  diese 

Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel  -f-  —  durch  das 
Zeichen  €'*    oder  \/s  angezeigt  werden.    Nach  der  Definition  der 
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Potenz  schreibt  alsdann  €  '*  ==  \/'€'>  eine  Drehung  des  Strahls  um 
den  beschriebenen  Winkel  H vor.   Ist  gp  eine  irrationale  positive 

Zahl  und  9  =  9«  -f-  9,  +  y,  + .. ..  in  inf.,  so  ist  nach  einer  frühern 
Definition  $^  =  i^o  .  b^^  .  b9%  -|-  in  inf.  c^'  schrei iit  also  eine  Dre- 
hnng  des  Strahls  um  den  Winkel  ^o  +  9i  +9>3 +••••  ininf.  =9p 
vor.  Das  Zeichen  eT— V',  wo  9  und  ip  rationale  oder  irrationale 
positive  Zahlen  sind  und  9  —  xp  positiv,  0  oder  negativ  sein  kann, 
mnss  alsdann  eine  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Win- 
kel 9)  —  rp  anzeigen.  Deun  bezeichnet  a:  eine  solche  Drehung  um 
W7~-%  so  ist  offenbar  ^.(V' =6^,  also,  da  eV' angebbar,  iz:=z^itF 

Ist  also  a:  eine  beliebige  positive  oder  negative,  rationale  oder 
irrationale  Zahl,  so  ist  €^  ein  Behandlungszeichen,  welches  eine 
Drehung  eines  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel  op  vorschreibt. 

Aus  der  Lehre  von  den  Potenzen,  oder  auch  unmittelbar  aus 
dem  eben  hergeleiteten  Satze  ergiebt  sich  dann  leicht  die  Richtig- 
keit folgender  Sätze: 

1)  «*.€y  =  €a^+y,    II)  6*:«y  =  ««"-y,    III)  (€*>=r«*-y. 

$.  31.  In  Bezug  auf  die  §.  5.  angegebene  Eintheilung  der 
Bebandlungszeichen  ergeben  sich  für  c^  tolgeude  Bestimmungen. 

1)  e^  18t  ein  eindeutiges  Bebandlungszeichen. 

Denn  ist  der  Strahl  li^^R^,  fallen  also  beide  Strahlen  zu- 
sammen, so  fallen  diese  Strahlen  auch  noch  zusammen,  wenn  man 
beide  um  den  Winkel  a:  dreht.  Die  durch  ^.€^  und  R^  .6^  dar- 
gestellten Strahlen  fallen  also  zusammen  oder  sind  gleich. 

in  e^  ist  eine  Zahl, 

li'^Jt^  ist  die  Diagonale  des  aus  den  Strahlen  11  und  Jt^ 
construirten  Parallelogramms.  (Jt  +  Jt^)  .  i^  erhält  man,  wenn 
man  diese  Diagonale  um  den  Winkel  a:  dreht.  Denkt  man  sich  das 
ganze  Parallelogramm  mitgedreht,  so  erscheint  (R  ^  Jl^)  .  i*  als 
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Diagonale  eines  Parallelog^ainnis,  dessen  Seiten  dnrch  il.9*filg.€^ 
darfcestellt  werden  können.    Man  hat  also  offenbar  (ü  +  ilA.f 
=  ^  .  €'  +  /{,  .  €',  woraus  sieb  dann  aocb  leicht  (/t  — *iC|)  •  e^ 
.= Ä .  «*  —  Ä, .  €*  ergieb't. 

III)  B*  ist  mit  allen  positiven  oder  negativen,  rationalen  oder 
irrationalen  Zahlen  und  auch  mit  €9  gleichartig. 

Ist  Jt  irgend  ein  Strahl  und  m  eine  positive,  rationale  oder  ir- 
rationale Zahl ,  so  haben  /t .  «r  •  €^  nnd  H  •  ^  ,  a  gleiche  Länge. 
Sie  haben  aber  auch  dieselbe  Richtung,  da  die  Richtung  beider  aua 
der  von  /t  durch  Drehung  um  den  Winkel  or  entsteht  Es  ist  also 
^  .«.€'=  72 .  €^ .  a. 

/{.€'.  ( —  a)  und  H  .  ( —  a)  .  b*  sind  die  entgegengesetiten 
Strahlen  von  R.B*,a  und  R.a.B'^.  Da  letztere  gleich  sind,  so 
müssen  auch  erstere  gleich  sein. 

R.t'  .  &z=zR  .  f*+y,  Ä.«y.  €*=/l,«3r+*.  Da  nun  of  +  y 
=  y+ap  ist,  so  ist  auch  ^.C€y  =  /i.€y.e^. 

JV)  e^  ist  immer  angebbar. 

Denn  jeder  augebbare  Strahl  bleibt  angebbar,  wenn  er  ancb 
um  einen  gewissen  Winkel  gedreht  wird. 

§.  32.  Bezeichnet  #*  eine  positive  oder  eine  negative  jninxe 
Zahl,  so  ist  R .  f^«!  =  ^  ==  ^ .  1,  also,  da  dieses  für  jeden  tverth 
von  R  gilt,  e««^  =  1.  Ferner  ist  €^^+^  =  «*«»  .«*=«*.  Da 
Ä.€»^=Ä.  —  1   ist,  so  ist  auch  e^  .•=  —  1,  also  auch  s(*h-i).» 

n 
r=e2R^-+?r= —  1.   Bezeichnet  man  €^  ,  d,  h.  die  Drehung  um  einen 

rechten  Winkel  nach  der  positiven  Seite  mit  t,  so  ist  auch  s         * 

=  €T  =  i  nnd  «^*^^^''"*"2"=:-t.  Eedlichistf»z=«T,«T— «•« 

in     2n 
ly:— 1,   (— f)»  =  f2  .e2  =£«7r  =  -«l. 

Bezeichnet  ^  einen  beliebigen  Strahl ,  so  kann  man  jeden  an- 
dern von  demselben  Anfangspunkte  ausgehenden  Strahl  durch  ein 
Prodnct  von  der  Form  A.r,^  bezeichnen,  wo  r  eine  absolute, 
rationale  oder  irrationale  Zahl  und  9  ein  positiver  oder  negativer 
beschriebener  Winkel  ist.  Die  Zahlen  r  .  €^  nnd  r'  .  ^  sind  im-' 
mer,  aber  auch  nur  dann  einander  gleich^  wenn  rzzzr*  und  9» — fp 
=  %un  ist,  wo  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  0 
bezeichnet.  Denn  immer,  aber  auch  nur  unter  dieser  Voraussetzuiig, 
haben  die  durch  ^.r.£^  und^.r'.c^'  bezeichneten  Strahlen  glei- 
che absolute  Länge  {A.r  und  A.r')  und  gleiche  Richtung.  Eine 
Zahl  von  der  Form  r.f'/'  heisst  eine  imaginäre  Zahl,  sie  wird  eine 
reelle,  wenn  9;  =  ^ .  xr,  wo  n  eine  ganze  Zahl  oder  0  ist.  r  heisst 
bekanotlicb  der  Modulus  von  r,B'f, 

§.  33.  Da  r  und  <7  gleichartige  Zahlen  und  c^  eine  Potenz 
ist,  so  kann  man  mit  imaginären  Zahlen  gerade  so  rechnen,  wie 
mit  andern  Ausdrücken  von  ähnlicher  Gestalt     l^lan  hat  daher 

r  .  «V  X  r  .  €9'  X  r".  «r'  ....  =  rr'r" .,..  f y-HT^-HT . . . ., 


r 


r«y:(r€y)  =  -T-.«<J^-y', 


r 


wenn  r'  angebbar  etc.  etc. 

Die    bekannten  Sätze   über   die   vielförmig^n  Woraela  laaaea 
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"iidi   Mit  Leichtigkeit  aas  den  aufgestellten  Begriffen  entwickeln. 

n 

%^\^{r.9f)  beieichnet  bekanntlich  irgend  eine  der  reellen  oder 
{■■ginftreo  Zahlen»  bestimmt  durih  die  Gleichung  ««  =  r  .  f9>. 
Da  a  eine  reelle  oder  imaginäre  Zahl  sein  kann,  so  muss  %ssq,§^ 
■ebi.  Bi  wird  dann  aus  obiger  Gleichung  ^» .  c^V*  r=  r .  e9^.  Diese 
Gieichiibg  liann  nur  bestehen,  wenn  Q"=zr^  mp  —  9=r2v7r  ist, 

wmrana  ^  r=  J/r,  ^^  =  — ;p^  folgt.   Hieraus  ergieht  sich  W^(r«y ) 

=f/> .  t  »  ,  welcher  Ausdruck,  da  man  fiir  v  jede  positive  oder 
aegative  ganie  Zahl,  so  wie  auch  0  setzen  kann,  bekanntlich  n 
TOB  eiBander  rerschiedene  Werthe  haben  kann. 

§.  84.  Die  imaginären  Zahlen  lassen  sich  noch  unter  einer 
andenii  bemerkenswerthen  Form  darstellen.  Bs  sei  A  derjenige 
Strahl,  welcher  als  Einheit  aller  andern  von  demselben  Anfanffs- 
Muikte  ausgehenden  betrachtet  werden  soll.  Man  lasse  die  positive 
Halbachse  -der  X  mit  der  Richtung  dieses  Strahls  zusammenfallen 
ind  bestimme  die  Richtung  der  positiven  Halbachse  der  Y  nach  der 
ia  §•  30.  gemachten  Bemerkung,  ist  nun  R^=iA^r^  irgend  ein 
-anderer  Strahl,  so  kann  man  die  Coordinaten  des  Bndpunktes  des- 
adbeii  oder  die  Proiectionen  desselben  auf  die  Achse  der  X  und  Y 
dnreh  A^w  and  Ä.y  bezeichnen,  wo  a:  und  y  positive  oder  ne- 
gative« .rationale  oder  irrationale  Zahlen  sind.  Diese  Projectionen 
kann  man  aber  ebenfalls  als  Strahlen  betrachten  und  als  Producte 
von  A  in  imaginäre  Zahlen  darstellen.  Es  ist  einleuchtend,  dass 
gani  allgemein  die  Projection  anf  die  Achse  der  X  =  ^.^;  die 

auf  die  Achse  der  Yzrz  A  ,  y .  i^  =zA.y.i  sein  muss.  Da  aber 
JB  die  Summe  seiner  als  Strahlen  gedachten  Projectionen  sein  muss, 
ao  ist  ^ .  r«y  =  ^ .  a?  -|-  ^ .  y<  =  -^ .  (^  +  y .  •). 

Ist  nun  A  angebbar,  so  folgt  hieraus  re7  =  ar+y-^.  Denn 
im  »^fß.i  als  Summe  zweier  imaginären  Zahlen,  wie  leicht  zu 
heweiaen,  wieder  eine  imaginäre  Zuhl  r'.i^'  sein  muss,  so  kann 
man  obige  Gleichunpp  auch  schreiben  A .  re^  =  A .  r  c^'.  Dieses  ist 
aber  nur  dann  möglich »  wenn  A.r'=iA,r\  also  r:=zr  und  9 — ^' 
=:  Snr  oder  «v  =  %9\  daher  r«^  =  r'cV  ist. 

Da  dem  Frühem   gemäss  ^*  =  —  1  ist,   so  kann  man  auch 

i^  V^— 1  setzen,  wenn  man  bestimmt,  dass  V^ — 1  gerade  die 

JL  —5.        Si 

Zahl  i=€S   und  nicht  — ^  =  «    ^ssss   bedeuten  soll. 

Bekanntlich  sind  diejenigen  positiven  und  negativen,  ratio- 
nalen oder  irrationalen  Zahlen^  mit  denen  man  die  absolute  Länge 
eines  Strahls  multipliciren  muss,  um  seine  Projectionen  auf  die 
Achse  der  X  und  Y  zu  erhalten,  unabhängig  von  der  LXnffc  des 
Steahls  nnd  allein  abhängig  von  seinem  beschriebenen  Winkel  9). 
Han  beieichnet  sie  deshalo  mit  Cos  9  und  Sin  9.    Man  hat  also 

jf  .drssCval.  abs«  /l).Co8  9      ^.y=(val.  abs.  /l).Sin  9 
=7^ .r. Cos  9  =^.r  Sin  9 

oder 

jTsirtCoa  9  y  =  r.Sin  9. 
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£•  ist  daher 

r€9=:r(Cos  9>  +  ^  Sin  9). 

Mit  diesen  Ausdrücken  kann  man,  wie  aus  dem  FrUliern  erhel- 
let, ebenso  rechnen,  als  wenn  •  irgend  eine  reelle  Zahl  wäre,  nur 
muss  man  der  Bedeutung  von  i  gemäss  #*  =  —  1  setzen. 

Aus  der  Gleichung  ^  +  f .  y  =  ^'  +  • .  ^  folgt,  wenn  ji  irgend 
einen  Strahl  bezeichnet,  ji  .  {a?  +  $  ,  y)  =  Ji .  {a^+  i . y).  Die 
durch  diese  Ausdrücke  bezeichneten  Strahlen  sind  aber  nur  dann 
gleich,  wenn  die  Coordinaten  ihrer  Endpunkte  gleich  sind,  d.  h. 
wenn  -^ . o?  =  u< . jp',  -^.yszs^.y'  oder  a:  =  a/y  y=y'  ist.  Es 
ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  o?,  ^^  y^  y  reelle  Zahlen  sind,  indem 
sonst  nicht  A.a:^  A,a^^  •^•^)  A ,yf  die  Bedeutung  von  Coordi- 
naten haben  könnten.  Es  ist  also  namentlich,  wenn  (o?  +  y  .  t ) 
'=r.(Cos  9  +  ^'  Sin  9),  auch  a?  =  r  Coß  9,  ^  =  r  Sin  9p. 

§.  35.  Von  den  vielfachen  Anwendungen  der  obigen  Betrach- 
tungen möge  hier  nur  die  allgemeine  Herleitung  der  Formeln  für 
Cos  (9  +  ov)  und  Sin  (9  +  9O  eine  Stelle  finden.  Es  seien  A^  R^  R* 
drei  StralileD  von  gleicher  absoluter  Länge;  der  heschiiebene  Win- 
kel von  R  in  Bezug  auf  A  sei  9,  der  von  R'  in  Bezug  auf /t  sei 
9'  und  der  von  R'  in  Bezug  auf  A  sei  ^.  Es  ist  dann  nach  der 
in  §.  28.  hergeleiteten  Formel  ^  =  9  -1-  9'.  Aus  den  früher  ent- 
wickelten Begriffen  ergiebt  sich  aber 

Ä  =  ^.«9>,  »=zA.€%  R'=R.€r=A.^.f^^ 

i 

also 

A.i^tznA.^.i^' 


oder 


Nun  ist  aber 


«V'  =  69>  .  €9'. 

cV'^Cos  ^  +  f  Sin  ^f 
e9  =  Cos  q>  +  i  Sin  9 
€V'  =  Cos  y'-+-*  Sin  g>\ 


Daher 


Cos  fp  +  i  Sin  ip  =  (Cos  9  +  *  Sin  9) .  (Cos  9'  +  i  Sin  9*) 

—  Cos  9  .C0S9' — Sin9.SiD9'+f  .(Sin9  Cos9'-4-Sin9'Cos9) 

U&ISO 

Cos  ^  =  Cos(9  +  9')  =  Cos  9 .  Cos  9' —  Sin  9 .  Sin  g>* 
Sin  fp  =  Sin  (9  +  9')  =  Sin  9 .  Cos  9'  +  Sin  9' .  Cos  9. 
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üeber  gewisse  merkwürdige  Reihen. 

Von  den 
Herrn  Professor  Dr.  Itessel 

in  Marburg. 


♦.  i. 

El  giebt  eine  Art  von  Reiben,  welcLe  die  merkwiirdige  Eigen- 
«ehaft  haben,  die  folgende  Zusammenstellung  veransckaulicht: 

1)  Berfiekaichtigte  Reihe  ....  A,  By  C,  D^  E,  F  ,.., 

B)  Reihe  der  ersten  Differensen  *)    ....  a^    h^    c,    d^    e  .... 
UI)  Reihe  der  zweiten  Diflferenzen  **')••••  iB,  C,  /);  ^  ... . 
IF)  Reihe  der  dritten  Diflferensen  ....  b^    e^    d  .... 

n.  8.  w.  u.  s.  w. 

d.  b.  ea  stimmen  die  Reihen  I,  HI,  V,  TU...,  (2P— 1)  ....  hin- 
siehtlich  ihrer  sämmtlichen  Gliedert,  By  Cy  Dy  E.^..  mit  einan- 
der liberein,  während  eine  ebensolche  Uebereinstimknunff  stattfin- 
det  bei  den  Reihen  II,  IV,  VI ... .  (2/*) ....  hinsichtlich  der  sämmt- 
lichen Glieder  a^  by  c^  d . . .  .\  indem,  wenn  man  allgemein  die  Dif- 
farens  zwischen  dem  zweiten  und  ersten  Gliede  der  Qten  Reibe  als 
eratea  Glied  der  (Q+l)ten  Reihe  ansieht,  das  nte  Glied  der  Qten 
Reihe  dem  (#i  +  l)ten  Gliede  der  (Q  —  2)ten  Reibe  gleich  ist,  so, 
daas  in  obiger  Darstellung  einerseits  die  gleichen  Glieder  der  Rei- 
hen ly  III,  V....(2jP — 1)  und  andererseits  ebenso  die  gleichen 
Glieder  der  Reihen  II,  IV,  V1....(2jP)  lothrecht  unter  einan- 
der atehen. 

Beieichnet  man  das  «te  Glied  der  hten  Reibe  mit  iu\  nad 

9  9 

ebenso  das  iite  Glied  der  Uten  Reihe  mit  I  <%  l»  und  das  «te  Glied 
der  Qten  Reihe  mit  iai\y  und  die  Summe  der  Glieder  der  Isten  Reihe 


.0. 


*)  B^Assay  C^B^k)  D^Cisic  u.  s.  w. 
••)  b^a^By  c^h^Cy  d-^e^D  u.  s.  w. 
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■»  0- 


VOM  Igten  bis  ina  iften  Gliede  eiDscbliesslich  ait  l«^!»  ^nd  c 
die  Snmme  der  Glieder  der  Uten  Reibe  vom  Isten  bis  znm 
eiDBchliesslicb  ait  l^l,  so  ist: 


«  (A 


'» (?V(?)=0 

4)   ^+la  —  a|==a. 


Sucht  man  ans  2)  die  Grösse  ta    |  and  setzt  ihren  Wertb  i 


also 


J      I       II     I 

a  —  a  =  o  —  a, 

n        n — 1     M         n 


5)    iai^z^a-^a 


und  da  aus  1),  wenn  man  statt  n  setzt  n+l,  gefanden  wird: 


Uli 

a  =  tt  —  a, 

n         n+l     n 


SO  ist,  wenn  dieser  Wertb  in  5)  gesetzt  wird: 

/      /       /       / 

2a  —  a  =  a  —  a, 


so  dass 


oder 


oder 


n         n — 1      Ji+1     M 


III 

3a  =  a  +  a 

n         »-M      n — 1 


6)  i=i(i  +i    ") 


III  I  II 

a  =:3tt  —  a     und  a  =3a  —  a   , 

I»— 1       n        iH-l  «-W       n        «—1 
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d.  h. 


I         i       i  1         i       i 

7)  a:=:3a  — a      und  8)  a  =  3a  — a. 

M  if-f-l     «H-2  n  in— 1     n— 2 

.'.Saeht  maB  ebenso  aus  1)  die  Grösse  T  «  }  und  setzt  den  Werth 
in  2)^  so  hat  man: 


oder 


//     //      //      / 
tt  —  a  =«  -f-a 

M        n — 1     «— l     !•— 1 


/      //      // 

9)    a=a  — 2a, 

ji— 1      n  n — 1 


und  da  aus  2),  wenn  man  statt  n  setzt  n  —  1,  gefanden  wird: 


/       //     // 

a  z=zu  —  a, 
»— 1'  n—\     I»— 2 


so  ist,  wenn  dieser  Werth  in  9)  gesetzt. wird: 


also 


■od 


und 


//     //      //      // 

a  — a  =a  —  2ay 

«— t     I»— 2     n  »—1 


//       //     JI 

10)    a  =  3a~  a 

n  «—1    !•— 2 


//  //        //  //      .    //        // 

a  =3a  — a  oder  11)  azziZa  —  a 


a  :=z^[  a^-^-a      1  oder  12)  a  =  -|^(  a  +a      ]• 


Es  ist  sonach,  gemäss  6)  und  12),  sowohl  f&r  I;  als  II.  jedes 
Glied  einer  derartigen  Reihe  der  dritte  Theil  der  Summe  aus  dem 
näehstvoihergehenden  und  dem  nächstfolgenden  Glieder 

M  Vn— 1     »+1/ 

oder  man  findet,  gemäss  7)  und  8)  oder  10)  und  11),  für  jede  solche 
Eeihe,  jedes  beliebige  Glied  aus  den  beiden  ihm  vorhergehenden 
oder  aus  den  beiden  ihm  folgenden  Gliedern  dadurch,  dass  man 
von  dem  3fachen  des  näheren  dieser  beiden  Glieder' das  ferner  lie- 
gende subtrahirt,  d.  h.  man  mag  in  einer  solchen  Reihe  die  Glie- 
der vorwärts  oder  rückwärts  zählen,  so  ist 

.  .>n  I.   j   a  =  3a— a=3a— a. 

und  in   lU    j     n  «—1     11^2        iH-l     •H-2 

tUit.  19 


»t. 


f.  4L 


1)  m^m—m 


•I 


//         //  / 

ati0  3)  a  =  a«|-a 

4         3         4 

n.  f/w. 


1    »    If 

i/    i/    /( 

aM  2)  m^m-i-mX 

S        1         s  / 

< 

• 

i     M      u 

MM  1)  «S«  +  « 

t         t          »        • 

n    n    i 

•IM  S)  assa-fi-a 
s       s       s 

1         f ,       Ä 
WS  I)  «=«^ü 

«      a      » 

Q.  «.  W. 
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BkeDio  hat  oiaD  allgemein 


» 

U       II        I 
'   ii-l    «-«    fi-i 

/         /          // 

n         n—l      »—1 

//    //      / 

a  ^a  +  u 

n          !•— 1      n 

/           /        // 

iH-l      »          n 

1 

f 

II      II     I 

a  =a«|-a 

iH-l     n        iH-l 

U.   ■•  W. 

• 

«.  5. 


All  Beitpiel  mö^e  folgende  Zusammenstellung  von  Reihen  I., 
Hl  IIL  dienen,  wobei  in  1.  und  II.  jedem  Gliede  unten  die  ibmge- 
Ubnnde  Ordnungscahl  n  beigefügt  ist,  die  der  getroffenen  ü^bl 
tu  anten  Gliedes  in  I.  entspncbt. 


I. 

22      9      5\  6      13      33      86      225      589.... 

-4— 10\12           8           4            5              6 

II. 

«.13  _4    l\  7      20      53      139      364      953.... 

-«— 10\l2           f            4             5              e 

Ul. 

22       9      5      6    Vl3     33      86      225      589.... 

Hier  ist 

■K^  Gleicbnng 
1 

w.    .  •  •  . 
S 


589  —  225  =  364 
953  —  364  =  589 
6  + [7  +  20  +  53 -1-139 -f.  364]  SS  589 

wenn22=s|a|  gesetzt  wird^  hat  man  ebensoj 

22+[— 13  — 4  +  1  +  7  +  201  =  33 
[6+13  +  33  +  86  +  225]— 6  +  7  =  364 

wenn9=  lal  gesetzt  wird,  bat  man  ebenso 

[9+54- 6+13+83+86]— 9+(—4)=139 

19* 
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*.  3. 

Vfenn  also  in  irgend  einer  der  Reihen  1.  oder  fl.  zwei  onoiit- 
telbar  nach  eindnder  folgende  Glieder  gegeben  sind,  so  findet  man 
das  nächste  höhere  Glied  dadurch,  dass  man  von  dem  DreTftchen 
des  grösseren  gegebenen  Gliedes  das  kleinej^  gegeheno  Glied  ab« 


zi'eht,  während  man  das  nächste  niedrigere  Glied  findet,  wenn 
von  dem  Dreifachen  des  kleineren  gegebenen  Gliedes  das  grössere 
gegebene  Glied  subtrahirt. 

Man  kann  also  sehr  leicht  die  Glieder  jeder  solchen  Reihe  der 
Ordnung  nach  bilden,  sowohl  wenn  man  vorwärts',  als  wenn  man 
rückwärts  in  der  Reihe  fortschreiten  will. 


Noch  beouemer  aber  ist  ea,  die  Glieder  der  susammengfehSrigen 
Reihen  1.  una  II.  abwechiielnd  zu  entwickeln,  indem  man  die  Giei* 

Mi 

chungen  1)  und  2)  abwechselnd  benutzt.    Sind  also  z.  B.  a  und  a 

i  % 

gegeben,  so  ist: 


//     /     /  )         , 

aus  1)  a=:a  —  a  1 

1  2          1  \ 
11       II        li 

aus  2)  a  =  a  -1-  a  1 

2  1         2  / 

daraus  hat  man 

« 

i     I     II 

aus  1)  a  =  a--|-a 

S          2         'S        •        • 

//     //      / 

aus  2)  a  =  fi(-fc*a 
s       2       n 

§           ' 

/         /        // 

aus  1)  a  —  a  +  <x 

4         t         9 

//     //      / 

aus  2)  a=:a  +  a 

4         3          4 

u.  s/w. 

r 

u.  s.  w. 

1 
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Ebenso  hat  man  allgemein 


IM       II        I 
•—1     <^-i      n— 1 

■ 

• 
1 

/       /       // 

«       Jt— 1     «— i 

//        //          / 

a  =a  +  u 

u          i#— 1      n 

♦ 

t 

l        1      II 

iH-l      »          n 

,11        II       I 

a  =  a  +  a 

iH-l     n        M+l 
U.  8.  w. 

U.   ■•  W. 

1  ^ 

*c5. 

Als  Beispiel  mö^e  folgende  Zusämmenstenung  von  Reihen- 1., 
UL IIL  dienen,  wobei  in  L  nnd  II.  jede»  Glieder  unten  die  ibinge- 
bfibrende  Ordnungdeahl  n  beigefügt  ist,  die  der  getroffenen  ü^bl 
des  ersten  Gliedes  in  I.  entspricht 


I. 

22      9      5\  6      13      33      86      225      589.,.. 

-^— 10\l2           8           45              6 

u. 

—13  -4    1  \  7     20      53      J39      364      WS  .... 
:-s— io\i       a        »        4         5          e 

III. 

»       9      5      6    \l3     33      86      225      589... 

Hkir  ist 

nach  Gleichung 

1^    ,  ,  .  .    589  —  225  =  364 

2. 953  —  364  =  589 

«.    .  .  .  ..6H-p  +  28^-|-53-M39-|-364|att58§ 

wenn  22=1  al  gesetzt  wird^  hat  man  ebensoj 

22-|-[— 13  — 4-M+.7-H20}  =  33 
4.    ....    [6  +  13  +  33  +  86-1-2251—6  +  7  =  364 

wenu9=  lal  gesetzt  wird,  hat  man  ebenso 

[9+5+ 6+13+83+86>-9+(-4)=3l39 

19* 
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SO  dass  alle  Potenzen  von  HV^  —  ^)i  welche  nngerade  Exponen- 
ten haben ,  die  Fora  |(arl/5  —  y),  nnd  alle,  wel^e  gerade  £xpo- 
mtmUm  haheo,  die  Fora  ^m  ^  eV^)  darUeten. 

Betrachten  wir  die  Rcihea  der  Werthe  rmm  jp  nad  #,  velcfaeB 
die  Cloefficienten  Ton  [/o  in  Toratehender  Entwickelnng  alnd,  ao 
finden  wir: 


|....      34     13     5     t     l|l25   13  34  89....    I. 


irertne 
Ton  or 


Exponent     j  n   ^j 

der  Polens  j ' '  •  * 


— 1 


|....  —21  —8  —3  —1    0 


Werthe 
von  V 

Exponent     j  _8 -§  — 4 -2    0 


13  5     7     9   11  .... 

1  3    8    21    55....    IL 

2  4    §      8    10 


der  Potenz 

Ebenso  findet  man  für  y  nnd  fnr  m  folgenüs  Reihen: 


Werthe 
yon  y 


....  —29  —11  —4  —1 


1  4  11  29  56  199  ....    1. 
13    5    7    9    11  .... 

3    7    18    47    123  ....     0. 

2  4      6      8      10. . . . 


Exponent    f  __^    ^^g •  I 

der  Potenz  I 

Werthe       I  18       7       3    2 

von  m         ) 

$.  12. 

Setzen  wir  {/b  :=:  ^,  so  haben  wir,  wenn  m  irgend  eine  ganie 
Zahl  bedeutet  nnd  p  irgend  eine  andere  ganze  Zahl  ist,  die  swi- 
schen  1  und  n  liegt: 

(2n^l)(2n^2)      ^^  \  (2>»-l)(2ii-2)(2n-3) 


^- 


1.2 

(2»-.l)....(2«— 4) 
1  •...4 


^r 


1.2.3 

(2if~l)....(2if— 5) 

1.  .M.  3 


.flr»— ^ 


(2^-l)...(2^-2;>)  ^_^2^^j 


(2n-l)....(2n-K2;K-l))  ^,fl^ ,  a 
l...(2;5+l) --.7**-<^^^ 


+ 


(2^-l)....(2;t--(2^~2))      _^, 
l....(2«— 2)  ^ 


(2»-l)....(2»--(2»-l))  ,,a^j^ 
l....(2«~l)  -^^ 
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■  *  •  ,  • 

Setzt  man  ^=sl  and  a  =  3|  so  hat  mao  nacb  §.  6.  folgende 
wiiehtige  Reiben,  von  welchen  wir  später  Gebrauch  machen  werden. 


I. 


If. 


....—11    —4    — 1\  1    4    11    29    76    199    521.... 

— 2— 10\l2»         4         5  6  7 


7         3         2  \  3  7    18    47   123    322  ... . 

—2         —1,  0       \l    2    .  3        4         S  6 


*.  10. 

Obgleich  in  §.  2.,  §.  3.  und  §.  4.  die  Bildung  der  Glieder  einer 
solchen  Reihe  der  Ordnung  nach  gezeigt  wurde,  so  ist  es  doch  nö- 
thiff ,  einen  Ausdruck  für  das  allgemeine  (i»te)  Glied  einer  solchen 
Reme  zu  haben.     Dieser  ist  gefunden,   sobald  man  für  die  in  §.  7. 


gender  Art  findet. 


*.  11. 


Es  ist.  bekannt^   dass   die  für  die  Lehre   vom  regelmässigen 
Fünfeck   und  fiir   die  davon  abhängenden  Körperformen  wichtige 

Grösse  — 5 —  =i>v      .  folgende  Reihe  von  Potenzen  darbietet: 


Ordnungszahl 


4 


Potenz 


4(1/^5-1),  i(3^|/5),  1(21/^5-4),  i(7-3i/5), 

Ordnnngszabl  [  ^  ^  ^    _  ^ 

Potenz  I  i(5j/5-ll),4(18— 8t/5),i(13V/5-29);i(47-21l/^5), 

Ordnungszahl  1  9  10  ^ 


V"  ■ 


Potenz  i(W|/5  — 56>,  i(123  —  55 j/5) ; 


und  dass,  wenn  man  diese  Reihe  von  Potenzen  nach  rückwärts, 
Hber  die  erste  hinaus,  fortsetzt,  man  folgende  Glieder  erhält: 


Ordnnligßzahl 


—  t  —2  —3 


Poleni 


i(2±0V/5),  1(1/^+1),  4(3+1/^5),  i(2V/5+4), 
Ordnungszahl         —  4 


Potenz  [^(7+3|/^5); 


i.2....ftp ♦^^^ 1.2....(2^-|-1)     •^*-<*^«^ 


"*"  1.2.^.2«  f*"^- 

Beiekhaet  also  r«  d^  Wertk  Ton  r.  wirickcr  xw  2;«teB  Potens 
T«a  V^5  —  1  gekört,  sm  ist 


16)    •b  =  (C.  5«i-i+r.  5^*-»^.C 

ISS 


C.  SpMrrt -f-€r.  *•— Jr 


WikRsd,  wen  «b  de«  Wertk  tm  m  kmdkMt,  icr 
P«t«Bi  gekSrty  dieser  Wertk  gefndes  wM  als 


17)  »«  =  i>-|.r.  5»»-i+r.  s^-s-f-c 

»  4  » 


♦.14. 


S«Uea  Bam  wiiklick  die  Reikca  4.<tr  WertW  Taa  jr  «ad  ▼•■  r 
{m  fu  11.)  des  Retkea  der  Ceefiftcieatea  t««  A  aad  ¥«•  «  ü  §l  C. 
ests^reekea  aad  akkt  etwa  kl*a  za^Ii^  iaaerkatk  gewiaaci  Gräa- 
lea  daait  abereiastiMBea «  S4»  Boss  ail^aeia  aicfc  1)  -^»n  — x*« 
=  r»  aad  aack  2)  r»+4  --eu=::jrM  setk  (Yti§Wkkt  akca  ia  fu  2. 
die  Glei«kaa^a  1.  aad  2.). 

Es  ist  aser^  weaa 

ist,  aoek 
so  ioäs 

X"JS«  "T 
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_  i 

Sp'Wird  alsOy  weiia  maii  l»erii«ksichtigt|  dass  ^ 

V 

vnd  wenn  man  die  Werthe  von  ^,  welche  cur  1,*3,.5....  (2ii — l)ten 
PotensB^jplMkvii,  mit  ati  ,  ^,,  «r,  ....  ^^  beceiobnets  der  «lige« 
üeine  Werth  für  ir  j^ejfunden ,  als: 

^^  '    1.2. •..2;9 


(2if— l)(2if— 2),..,(2it~-(2it— 2)) 


.  6«-^l :  22«-». 


^  1.24..«(aii^2) 

j.  4M.,  wlin  »»  den  Ca*fllekil.ten  r*C'»-l)(;'-g)-(>'-(«'-»))l 

deir  jrten  Potenz  eines  Binomiums  durch  den  Ausdruck  f  ^  J  bp- 
leichnet»  die  Gleichung  gilt: 

♦  211—1 

14)  ar«  =  [5«-i+r,  5«-» 

.2  ' 

2ii— 1  a«— -1  2«--i 

+  C  .  5«-»..4-C  5*-(>H.i)..+  r  .  5«-"] :  22«-8. 

4  ^  2(«-l) 

Zugleich  ergiebt  sichr 

.211—1  2«— 1  2»l— 1 

15)  y«  =  [C.  5»-i+C.  5»-«+C.  5»»-».... 

..    r   .;'.:.  1  .         .    »  ■  • 

2«-l 


^»4-1  211—1 


*.  13. 


Andererseits  ist 

.    2n(2f»— 1),,.  ,      2«(an~l)(2>t^2)  ,.. 
4.J!L__^.2 1,2.8         V^-y 


2<iF(2n— I)  (^—2)  (2n— »)  ^_.     2ig(2i»-Tl)v>.(2»-4)  ft«-^   ^ 


% 
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V 

1.2. ...2^  ^  1.2....(2p+l)     '^  "f 


^  1.2.—  (2»^2)         ^  1.2....(2jt— 1)         '^^    "^ 

2it(2i>  — 1)....(2^— (2»— 1)) 
1.2..^.2n 

Bezeicbnet  also  tf«  den  Werth/ Von  r,  welcher  zur  2#iteii  Potens 
von  V/5  —  1  gehört,  so  ist 

16)  V=I^.  5»-i+r.  5»-2^^^.  5«-i.... 

1  SS 

Während,  wenn  «»  den  Werth  von  u  bezeichnet,  der  znr  Irrten 
Potenz  gehört,  dieser  Werth  gefunden  wird  »Is 

17)  «n  =  [5»-HC.  5«-i4-^.  5»-2H-?.  5*-»....  -' 

2  4  6 

-+- C  .  5«--^  .  . . .  +  C  .  5«-«l  :  2Ji— i. 

2/7  2» 


«V  14. 


Sollen  nun  wirklich  die  Reihen  der  Werthe  von  o?  und  von  ir 
(in  $.  11.)  d^n  Reihen  der  Coefficientep  von  A  und  von  a  in  §.6, 
entsprechen  und  nicht  etwa  hlosii  zufällig  innerhalb  gewisser  Gran-, 
zen  damit  übereinstimmen ,  so  muss  allgemein  nach  1)  o^n+i  —  scn 
=  Vn  und  nach  2)  Vn^i  —  Vn=^a:n  sein.  (Vergleiche  oben  in  §•  % 
die  Gleichungen  1.  lind  2.). 

Es  ist  aber,  wenn 

-j-)       =i(^ii^  — y») 
ist,  auch 

(i^r^  =  4(-.,,-^)  (2^=1^-1) 


so  dass 
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wmjkmW 

I 
^iH-i — ^n  =  (ii?» -+•  iy«)  —  jPii  =  Mi?«  +  y«), 


2  "4 

2»--l  tw— 1 

*  4-6;.  5«-J+C.  5«-a+e;.  5—».... 

J  t  5 


80   dä«8   äoi   der   allgemeiD  bekannteii  Eigeoschaft  der  Bioomial- 

tn— 1      2«— 1     2»  , 

CoefiBcienteD,  gemäss  welcher  C  '^  C  =  C  ist,  folgt: 

*^,  - «, = ^  {^ .  5^1.+ ^.  5-« + <r.  >>.-4 . . . . 

-2«  2m 

lÖt^l  2»— 1 

und  es  jst  liiemach  bewiesen,  dass  allgemein 

«iTfH-l  —  ^J«'=  f« 

ist  'Ebenso  lässt  sieb  der  Beweis  fuhren,  dfups  allgemein  .gültig 

•       ■  .        .  ... 

•  ■  ■ '  .        .  -       . .    .    I  ■    .  ■       ■ 

Wm-I  —  f«  :^  *» 

ist 


♦•  15. 

Da  nun,  wenn  wir  für  die  Coefficienten  von  ui  und  a  die  Zäb- 
Inngsweise  der  Glieder  von  §•  6.  und  §,  7.  btibehahen, 

18)    a:n  =  u  (in  ^  7.)  also  a  =  ^«-.i 


und 


19)    «^M  =  a  (in  §.  7.)  also  a  =b  Vm^i, 

iH-l  « 


/ 

so  4st/  das   i»te  Qlied  in  der  Reihe  $.  6.  L,  welches  JV  heissen 
möge: 

/  ...  ..      , 


während  ebenso  dos  nie  Glied  m  der  Reihe  '4.  6,  IL,  weicht« 
II        ^ 

J¥  bezeichnet  werden  möge: 

//  . 

ist;  mitbin 


2  4 


2;» 


SC«— 1)  S(ii-1)  2(«— 1) 

1  s  5 

2(»— 1)  2(it— 1) 

^;E^+4  2ii-t 

//  2(«-l)  2(»-l)  2(11-1)  '^ 

23)    A^=^[C.  5«-2+r.  5«-»+r.  5«-^.,,. 

13  5 

+  €?.  5«-0^+«)....  +  C.  Sn^J  s24»-l 

^M-1  2»»-» 

2H— 1  2it--l 

-f.«[5«-i+C.  S^-a+C.  5»-».... 

2  4 

f 

+  r  .  S't-ÖH-I) . . . .  4.  C  .  5*-^l  :  «*-* 

2;^  2»— 1 

Es  sind  sonach  die  allgemeinen ,  Glieder  in  der  gemeiDscbaftli- 
chen  Form  (§.  6.)  der  fraglichen  Reihen  I.  und  II.  gefunden. 


$.  16. 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  3)  folgt: 

24)  ^==0  -«(«—«) 

M        n         Xl       ly 

//      /      / 

25)  ^=a— «, 

n  n+l     1 

80  dass,  wenn  a  =  a  ist,  sich  ergiebt: 

1       1 

/        //  Uli 

24,1)    2=z=a    und    25,1)    ^zzia-^a, 

n         n  .        n  »4-1     1 

/ 

oder  wenn  der  Werth  a  =  0  ist: 

1 


24,2)    3=«  —  «    und    25,2)  ir^a. 

H  n         1  n         »4-1 

So  ist  X.  B.  ^r  die  Reibeo 

I)    1    2    5    13    34 
II)       1    3    8     21 
nach 

24,1)     1  +  2  +  5+13  Ä=2l 
nach 

X    25,1)      1+3  +  8  +  21  =34-- 1::=  33 

und  bei  den  Reihen 

I)    0    1    3    8    21    55    144 
II)       1    2    5  13    34    89 
ißt  nach 

-24,2)    a+l+3+ 8+21+55ss89^1 
und  nach 

25,2)    1+2  +  6+13+34  +  89  =  144. 

«.17. 

Nach  der  Gleichung  3)  ist: 

/        /       // 
.   a  =fc  +  ,^ 

M  1  «— l      . 

I  I  II 

a  =  a  + J^ 
«— 1      1       #►-« 

I        I       II 

.    a  =  a  +  ^ 

«—2       ,1  !•-« 


■/ 


/     /     11 

a  nsa  +  -* 

/  / 


Bieraus  folgt  ditrok  AdtUtion,  da  «  4*  a  +  c» a  s;;,;^  ist,  fw* 

'/  .       *^  .  M  »1—1       »—2       H— («— 1)    I»  , 

JS  der  folgende.  Werth: 

26)    -^=it.a  +  l2Hh5+'S....  +  ^     I 

'      n  l  Li  2  3  «-iJ 
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nnd  auf  ähbliche  Weise   erhält  man  dtirch  Anwendung^  der  GIek* 
chuDg  4)  den  Wertb 

n  \\         1/  Li  2-1  «J 

«.  18. 

Ans  26)  folgt,  wei»  nai»  gemäss  4)  setzt  S  =  a — la  — al:: 


oder 


//     //  /       rll      II      II  II  -| 

28)    a  — a  =  (i»  — l)a+l2'rh^+-^....+^     1 

Hl  ^        1  Li  2  3  «-iJ 

//     //  /      r//     //     //  //-■ 

n+l    1  1         Li  1^         t  fij 


//     r      r 

nnd  ehenso  folgt  aus  27),  wenn  man  gemäss.  4)  setzt  .2z=ia  —  a: 


n^        M-l     1 


/      /         /II     I\        rl       I       I  l-m 

29)    a  — asrnila  — al  +  |5  +  :^+3....4-.:^| 

n+l      1  \l         ]/  Li  2  3  hJ 

Es  gilt  daher  z.  B.  für  die  in  f.  S»  dargestellten  Reiben ,  fiir  wefc» 
che  a  =  0  und  a  =  l  ist,  die  merkwürdige  Eigenschaft: 

//  rii     II     II  in 

a  =lH-|-^+^+^....+-^| 

M-l  Li-        2  t  nj 

/  rl       IM  /-| 

a  =»-»-1^+5+5.... +:?| 

iH-l  Li  2  t  91 J 


♦.  19. 

Aus  %,  1.  wissen  wir,  dass,  wenn  mao  überhaupt  eine  Reihe 
von  Reiben,  dereli  jede  die  Reibe  der  ersten  Differenzen  für  die  ihr 
vorhergebende  ist,  mit  I,  II,  111  ,IV,  ....  $  numerirt,  die  wichtigste 
Eigenschaft  der  bisher  betrachteten  Reihen  iron  Reiben  darin  be- 
steht, dass  bei  ihnen  die  Gleichung  gilt: 


'«'  (D=0 


Diese  Gleiicbnoff  ist  aber  nur  ein  specieller  Fall  der  ällcremeinereii 
Gleichung»  welche  für  gewisse  Reihen  von  Reihen  ^t  und  diis 
Form  bat: 


"» 6)='0 
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ni  worin  i  eine  beliebige  constante  Zabl  ist,  m  uid  Q  aber  die 
UilerigeD  BedentUDgen  habeo. 


♦.  20. 

Bin  Beispiel   für  das   im   vorigen  Paragrapben  erwähnte  all- 
gtaeiaere   Gesetz   (31.)   bietet    folgende   Reihe   von  Reihen,   Ar 

Vilehe  0:^4  und  o^O  und  a^l  ist,  dar. 

1  1 


*t 


eo 


+    g 
I     +    ^ 


Vi 


« 


09 


+    S 


I     S      I 

+  §  +    : 


I     s     I 

i  +    : 


+  I  +  i  +  1   J    -• 

n  +  §  ■  +  i  + 

+  g  +  s  +  i 

«  f  s;  +  s  + 

+  «  +  s  +  g    + 

-  +  -r  +  2  +    s 

+  ^  +  f  +  2     + 
©+©+©+© 

CO 

-  +  -«•  +  2  +    S 
I  >o  I  S  I  S      I 

«  +  a;  +  8  +    :    ^ 

1  ^ 


pBI^  SBV  1^^  >    ^ 


aoa 


J 


+ 


!» 


+  = 


lA 


CO 


+ 

CO 


+ 

O 

If 


I 

CO 

I 
I 


i  +  ä 

+  i  + 

^  X  S 

2  T  • 

+  :•  + 

^  +  ^ 

+  ;  + 

•*  +  «F 

+  ::  .+ 

-  +  :• 

+  :•  + 

+ :  + 

+  :•  + 

+  2  + 

+  : 


••        O» 


0>      ^      CO 


+ 

• 

>A 

"«f 

• 
•• 

n 

+ 

m 

CO 

• 

+ 

•^C 

V9 

'?  + 

«F  ,0 

I  .• 

?  + 


eo 


+ 

CO 

+ 

m 

+ 

o 

If 


"  MH  IB«  tmm  t^^    •       »>^^  aiH  M^ 


(t 


ee 


'S 


8 

a 


fiBS 


I 


64 


08  c« 

«'S 

Tg  •■« 


Li 


II 


'S  s$ 


«8 

S  n 

II 

^«  «Mi« 

1 


e 
"•'S* 


1S 


S  CS 


CT® 

'!ii 

•S.Sa, 
'S  a 


II 


? 
^ 


cJ 


11 


b 


30» 


9 


> 

9 

I 

9 


9 


9 


1-4         •^ 
N 


9      "" 

s    II 


9 


S      ^ 


O  *^  S 


9 


2 

•+  i 

CO 

eo  T 

+  2 

i  + 

+  i 

33  + 

+  S 

-  + 
+  * 

-  + 
+  « 

-  + 
I  • 

-  + 

I  S 

5  + 

I  ': 


V9 


S      J.      2 
S      +     S 


+ 

+ 
+ 
+ 

I 

SS 

I 


+ 

+ 
+ 

00 

+ 

C4 


+  § 

S      4. 

CO.        T 


3r 

+ 

+ 
+  ^ 

s    + 


+ 
+ 

CO 


+ 

s 


s:  tl 

'S) 


-     a     a     ST    ^^^    s    i= 
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t 


8) 


2 

• 
• 

«9 

-5 

QO 

• 

S 

B-S 

+ 

• 
• 
• 
• 

CO 

• 

e 

CO 

a 

s 

• 

9 

>     K 
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+ 

CO 
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• 

* 
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•  » 

^^ 
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•iC 
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T9 
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• 

• 
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• 

• 

- 
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■  o 
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i 

+ 

SS 

+ 

• 

• 
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• 

*3 

»•'S 

•O   9 

e« 

■ 

• 

99 

00 

• 
• 

^ 
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+ 

00 

+ 

+ 

• 

• 

+ 

+ 

• 

• 

•• 

+ 

• 

• 

a 

^ 

f 

• 
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+ 
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+ 

• 

+ 

CO 

• 
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^  • 

CO 

•• 

+ 

CO 

• 

•• 

+ 

• 

m 

i  * 

fl 
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der  Ordnung 
rm  haben: 

1 

i 
Jl 

9» 

1 
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II 

it  I.  in  %.  20. 
f.  21.  und  j 

+ 

+ 
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♦.  23. 

Die  in  f.  SO.  und  f  .21.  aafgefiihrten  Beispiele  lolcber  Reiben  von 

iK.«ikei9  fi>r  welche  das  in  der" Gleichung  31.  ausf^eeprocbene  allg^- 

m^inere  Gesetz  gilt  (von  welchem  das  in  der  Gleichung  30.  ansg^- 

«prochene  Gesets   fUr  die  von  uns  specieiler  betrachteten  Reihen 

MB  aar  ein  besonderer  Fall  ist),  mögen  genügen,  und  es  soll  hier  nur 

MBoeb  an  die  Aehnlichkeit  des  Gesetzes  31.  mit  einem,    hei  mehr 

^1  Igemein  bekannten  anderen  Reihen  von  Reiben  geltenden  erinnert 

^vi^^rden,  nach  welchen  bei  diesen  anderen  Reihen  von  Reihen,  wenn 

■war  die  im  f.  1.  angenommene  Bezeichnungsweise  auch  hier  beibe- 

ift«»lten: 

o=äZl^a     j,  also  auch  a  =  J9'.(a     1, 


(')=»■(.) 


Man  erhält  solche  Reihen  von  Reihen  bekanntlich,  wenn  man 
T  die   Reihe   der  Potenzen    irgend   einer   constanten   Zahl,   als 
Bihe  L,  die  dazu  gehörigen  Reihen  Jl.,  III.,  IV.  u.  s.  w.  Q,  ihrer 
u  ästen,  2ten,  3ten  u.  r.  w.  Qten  Differenzen  biUet. 

8o  bat  man  s.  B.  für  die  Potenzen  der  Zahl  5  folgende  Reihe 
'€»n  Reihen: 

l)....5-«      5-«      5-V      5«      5»      5»      5»      5*      5*.... 

D)       ....  4.5-«  4.5-»  4.5-*  4.5«  4.5'  4.5»  4.5»  4.5*  .... 
10)  ....  4«  .5-«  4V5-«  4«.5-*4».5«  4V5»  4«.5»  4».5»  .... 

IV)  ....  4».5-»4».5-«4».5-»4«.5M».5M».5»  .... 

u.  s.  w. 

^Qd  überhaupt  für  die  Potenzen  einer  beliebigen  constanten  Zahl 
*  das  Gesetz: 

(o)==  (»  — l)(a~  )  =  (»-l)v(a""  )  u.  8.  w., 

«  n  n 

se  daas 

.  c2)=(«-l)«-i.(i)=:(»-l)«-i.»-, 

\  fi  ^  n 

^  dau  IB  den  Ausdrücken 

faj  =  J9ra      lundasJ^o      ) 

^;ss«  — 1  nnd  ^=(«  —  1)*  ist. 

^TMIY.  20 


am 

Ebenso  wie  oben  die  Gleichung  30.  jenem  specielien  Falle  von 
31.  entsprach,  wo  (}  =  1  war,  so  ist  auch  hier  der  Fall  mc^lich, 
wo  J=  1  wird.  Die  Werthe  jD  und  3  und  deren  Potenzen  haben 
aber  hier  natürlich  nur  dann  dfen  Werth  =1,  d^  h.  es  ist  nnr  dann 
jede  der  Reihen  II. »' 111.  ....  Q  der  flauptreihe  L  gleich,  wtt^  » 

=  2  ist,  so  dass  f&r  die  Reihe  der  Potenzen   der  Zaiil  2  a  =  a 


III  $  ^ 

a  . .  • .  =  a  ist. 

n  n 


n        n 


I)  ....  1    2    4    8    16    32  ... . 
II)     ....  1    2    4    8     16  ... . 
III)        ....1    2    4     8.... 

U.    8.   W. 


XXI. 

lieber  die  HatHrphilosophiselien  Principien .  der 

Bewegungslehre. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  B  a  r  f  h  5^^  s 

zu  Weimar, 


§1. 

1)  Da  jeder  Körper  einen  Raum  einnimmt,  so  kaan  von  einer 
bestimmten  Gestalt  der  Bahn,  welche  er  während  seiner  Bewegung 
beschreibt,  nicht  anders  die  Rede  sein,  als  wenn  wir  die  Bewegung 
auf  bestimmte  Punkte  desselben*  bezieheji.  Der  Anfang  aller  Ufh 
wegungslehre  beginnt  also  mit  der  Bewegung  von  Punkten  in  ab- 
stracto, deren  Bahnen  entweder  gerade  oder  krumme  Linien  sind. 

2)  Durch  die  Vergleichnng  des  Weges  mit  der  Zeit,  in  welcher 
jener  beschrieben  wurde,  gestaltet  hieb  uns  der  Begriff  von  Ge- 
schwindigkeit. Wenn  der  Körper  A  in  derselben  Zeit  eiiiCD  w«ita»' 
ren  Weg  gegangen  ist,  als  ein  anderer  B^  so  sagen  wir,  A  habe 
sich  geschwinder  bewegt  ab  B»  Doch  giebt  dieses  nur  eine  durch- 
schnittliche Vergleichnng,  aus  welcher  noch  nichts  für  die  Zwi* 
schenzeiten  jgeschlossen  werden  kann.  Denken  wir  uns  aber  dane- 
ben, dass  in  gleichen  Zeiträumen  auch  fUiche  Wege  aurilekgeli^ 
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worden  siod,  so  baben  wir  die  gleichförmige  Beweffuoff  nnd 
verstehen  dann  unter  Geschwindigkeit  den  in  der  Zeiteinheit 
darchlaufenen  Raum.  Ist  nun  #  der  in  der  Zeit  t  mit  der  Geschwin- 
digkeit 4!  zurückgelegte  Weg,  so  ist  sz=:ct. 

3)  Wenn  iu  gleichen  Zeiten  nicht  gleiche  Wege  zurückgelegt 
werden,  so  heisst  die  Bewegung  ungleichförmig  oder  verän- 
dert. Logiscli  genommen  kann  nun  die  Bewef;ung  nach  einem  all- 
gemeinen Gesetz  stetig  veränderlich  sein  oder  die  Veränderung  kann 
ohne  Reg^l  erfolgen.  >  Der  zweite  Fall  -ist  kein  Gegenstand  mathe- 
matischer Betrachtung,  im  ersten  aber  muss  der  zurückgelegte  Weg 
«  irgend  eine  Function  der  Zeit  t  sein.   Ist  nun  «=/f^)  und  wird 

*-+•  A'  aus  t,  so  wird  Xi^^di'^  dt*  *  T  "*"  * '  * '  ^^  kleiner  nun 
^t  and  folglich  auch  ^s  wird ,  desto  mehi-  nähert  sich  -rz  dem  -^ 
und  wenn  wir  uns  eine  gleichförmige  Bewegung  denken,  für  jivel- 
che    die   Geschwindigkeit  -ttv ist,    so    ist  in   derselben   genau  ^ 

=;  2.    Die  veränderliche  Bewegung  läss.t  sich  also  mit  der  gleich- 

ffirmigen,  deren  Geschwindigkeit  ^  ist,  um  so  mehr  vergleichen, 

je  kleiner  die  Zeitintervalle  sind,  ionerhttlb  welcher  die  Vergleichung 
angestellt  wird.    Hau  nennt  daher  auch  den  Diflfierentialquotienteii 

ds 

-rt  die  Geschwindigkeit  der  veränderten  Bewegung  und  sagt,  dass 

die  letztere  in  ihren  Differentialen  gleichförmig  sei. 

Setzen  wir  also  die  veräoderliche  Geschwindigkeit  ^z=e;,  go 

wird  dBz=vdi  und  9^=zfvdt. 

4)  Bei  der  veränderten  Bewegung  ist  nun  der  einfachste  Fall 
der,  wo  die  Aenderungen  der  Geschwindigkeit  der  Zeit  proportio- 
nal sind,  also  die  Geschwindigkeit  selbst  durch  iv -|-^^  an sged rockt 
werden  kann.  Hier  nennt  man  die  Bewegung  eine  gleichförmig 
beschleunigte,  wenn  b  positiv  ist  und  die  Geschwindigkeit  daher 
mit  der  Zeit  wächst;  die  constante  Grösse  b  aber  heisst  das  Maass 
d'er  Beschleunigung. 

Hier  ist  also  f  =  «  +  ^^9  also  dg  =:^  vdt'=.adt'\-  bttU^  und 
folglich  M  =.  at  -\-  \bl^  +  ConsL  Denken  wir  uns  sowohl  a  als 
aivch  Const.  =0,  so  wird  M:=z^bt*  und  wir  haben  dann  den  ein- 
fachsten Fall  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung,  bei  wel- 
dier  die  Wege  den*  Quadraten  der  Zeit  proportional  sind. 

5)  Wenn  die  Aendernngen  der  Geschwindigkeit  nicht  der  Zeit 
profortienal  sind,  so  heisst  die  Bewegung  ungleichförmig  beschleu- 
nigt oder  verzögert,  je  nachdem  sie  mit  immer  grösserer  oder  mit 
immer  geringerer  Geschwindigkeit  vor  sich  geht.  Wenn  wir  hier 
nach  der  Aenderuuiig  der  Geschwindigkeit  fragen,  so  haben  wir, 

weil  v=s:5p(iP)  eine  Function  von  t  ist,  v-^- ^v=:  v  +  -^.,^t'\',..,y 
also  r#  =  ^  +  ^  •  2"  "*~  •  •  •  •  J^  kleiner  nun  hier  ^t  und  mit- 
hin  auch  ^v  wird,   desto  mehr  nähert  sich  -jr-.  dem  ^  und  desto 

genaoer  können  wir  also  auch  innerhalb  des  Zeitintervalh  s  '\t  die 

20* 
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•jiiirl«'irlitormiar  heschleunic^te  Bewpgnno:  mi^  *ix-h*  z'etiuioirvi 
-iflilpiiiiiiTtfMi    vergieictiPD.    deren    coDstantes  B^SAianniaiiriaics 

=   .     \<\,     Darum    DCODen  wir  den  DifferectiaI*)a<ici«'JiL«%!i    -^ 

i.iil.s  ilas  Maass  der  Besclileuoi^unfir  für  die  llev«^in:r  «Äc  uiu 
i'iriiii:^  vi'ruudürier  Gescliwindigkeit. 

Wfiiii  iiiju  -j-f^^P  geseizt  wird,  so  ist  rfr^?-^*  i.aii  «•= 

\*  «'il   a'M'i-  /•=•-.-  ist,  so  liiit  muD  auch/>  =  ^.   nt"r  iJr£#=/ 

\aiur)ii-Ii   \>i  ltiurbi*i  dua  Differeotiul  der  Zeit  Cfrirsria.:  ^«n<*iB4 

Mii'i-   Im    ul.xti   das  Besi*lili*iiiii<;^iiDgsmuass  /*   «-.x    *^:"iati«*rii 

ilifi'    «Irr   fiiil'at'listr  Kall    wäre   wieder  der.    "vro  L'f    ^^n^it^mis 

'/    lii'i    7.ril.    |iro|iiirUuiial    war«»,    also   p  =  //  -+-  "■'   -"'•»*!'"ir    w 

Uoiiiili*.     I^lllll    lijitle   inuii  tlv=:=^pdt-=nh,dt~\-r^'  r~     i..-*«!   r 

)     1,'''     I    A'i    wii   /'   ciu«   i\iustaDte  bedcDift.     i^  •"^■••tf   ^Cj#  = 

■  / .  'if    k-  H.^'^'' . '//  -I -  /r.  '/A  und  dalier  *  =  /•/  -H  . '.  -  —  -f/' 

Nrliiiifii    tili-   aiirr   tlir  den  ciutacliäfeo   Fall    />  =  /  =  <r   =^  ( 

*\nti    >  ■  '/',    ui'lfli«»s  die  einfiirliste  Verir)eH*iJiJiii    :  v  .si-M^-n 

•  II  I    \\  i-}*    ii««i   fiiirr   IBewe^uncjf  mit  ^leichtfirmir   ^~:<"ia<-fT  i'fm 

.1  l•l:■lnll^llil^.^Ultl4l.M»t'!    ^alll'. 

i»|  Nim    !.i»iiiiif(i    wir   aber   wieder  jenes  J?*vp'änt«f'"^«:ii  s«« 

•  •1.4   III..I-IM    v\ii    \'\\\\\  Mili-lii;  Bewegung  mit  derjeiiift^i    i^firtei« 

•  t   ««•JiSii-i  ,'  t«*ii.<«uiiii  iM,  würden  wir  für  den  Difierc3iü:Laifl][a< 

••     ,,  ...    •-1II«'.  iSiidi'utuuir  irewinnen.     DocL   creb:  22d«r« 

II. 11^   .in    >iiriiicrM-li(*hiiinu[(*n  nicht  so  i^ei: .   üusf  vir  fii 

li.      ;>li  t  ..  .  <.i  .1  In-    \iia.\i';ir  aii/U'^f'lien  wüssfr-D. 

i       •    .    .    :'...irii!     >uli    AUiiarli.st   nur   aut    die   ß'vc'Jaar 

' i.'-ki-^,.    .!•  ii    .iiii-i-  «'in   Kör(ii*r,   so  ist  (;*•*  f'ii'i::iäce 

>.  •    -.'ii     ■•  >i<     i'iiiiJviti  idriiii.M'lic  Linien  be!>rii<-".i'f-i     i  äi> 
M..  r.iit.,i«;  \«:iiiiiidi'iid»  tierade  in  itiifL  i>itr!j    >ii.*: 
...   '..■.:■■       ..'lt..    i»f•.u^^ull^   iifunen  wir  d»e  irfir-^as-'i .   ar 
.•     » .'il ii.iiitli^,  i'.ikiuiiil,  wenn  die  Bevrrunr  .Tpsaa  > 

■  ■      .  -iiMi    iil.aiiiil    ivil'd. 


•  ti 


limxuiiM^,  niicN  l'uuktes  A  iät  re! bi   «^      1.3 

.  .    ■  ..    .ii.i    jili   um   III  Bt'£ij^^  auf  (rewlfis>f  Pui.k.rf     w 

>.   ...   i:..i..    i..  i.ii.!.  .1  .iihi   uN  iiibriid  gedacht  weruen.     K^-^aii 

...   ■^  .  ..  Uli  II   l'Jiriir  ^l•M^hi('ht,  was  «ir  ine*   iht  fliu 

.   I       .  •j.iii ...« l/i'ii   uollen,  genuceii  t'Uis»  ;v'f!  ?'ii 

*.'  ' III.     <lri    l.iiL'ii    von  ./,   deren   firer  h^  Kuvli 

>  ■  il-         ■  .1     .  .  I    uiiicir.  «nr  BestimoiDLxr  oer  Lurt   iifr 


I».      r 


■•  .1 


' u.ii    iM'li    joilorb,   ohne   xh^i   rcrwMH 

.•   »» ii-.iii   li«*w(*Kf'"i  und  DiiiD  kuni.  liir    I« 

I.       1     I     .  .Im  lihii  l'iiiikte  Z/'.l/'  heztffMM.      ii 

...1  i    ii>    !••  i\  •  viiii^',  \i>ii   ■/  im  AHsremc-iiifi   C'^va 
I      ...    lii    .,,      ...1    /.  >/,   d.   h.  >7  wirc   iMii»    i.:;iriS 

'.    .» 111  III. III  «iik' Beweirun?  atf /.  V    »f^j 

.«.!    .    V   lii/itlii      Die   Bcweffcur  l<f^^  !'uti 
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A  ID  Beiog  »u(  JL'JÜ'  nennen  wir  nun  zusammengesetzt  aus 
seiner  Bewegfun^i^  id  Bez^usf  auf  die  Punkte  JLM  und  aus  der,  iLm 
in  Folgte  der  Beweg^unj^  von  JL3f  zukommenden  Bewegfung. 

2)  Für  die  Construction  d«>r  zusammengesetzten  Bewegung  gilt 
der  Grundsatz  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  ein- 
leinen  Bewegungen.  Sucht  mau  d«fn  Ort  von  j4  in  Bezug  auf 
Lf'Jlf  zur  Zeit  ty  so  lasse  man  die  Funkte  JLI^  vorerst  ruhen  und 
bestiniDie  in  Bezug  auf  sie*  den  Ort  .4'  von  ji  nach  der  Zeit  t  in 
Folge  der  Bewegung,  welche  dem  j4  in  Bezug  auf  UM  zukommt. 
Aladann  lasse  man  die  Funkte  LfM  die  Zeit  t  hindurch  sich  so  be- 
wegen', wie  es  ihni^n  in  Bezug  auf  Ußf  zukommt,  ohne  jedoch  die 
IjAge  von  A'  gegen  JL/Ü  zu  ändern.  Hierdurch  kommt  A'  in  die 
Ijoge  A",^  welches  der  richtige  Ort  von  A  in  Bezug  ani  UM'  nach 
der  Zeit  i  sein  wird.  AlaTi  kann  aber  auch  zuerst  UM  sich  bewe- 
gen und  A  ruhen,  dann  aber  UM  ruhen  und  A  sich  bewegen  las- 
sen, wenn  nur  jede  Bewegung  gleich  lange  dauert.  Dieses  ist  geo-  , 
metrisch  unmittelbar  klar,  da  einerseits  eine  bestimmte  Lage  von 
UM  geffen  U'M\  anderseits  aber  auch  eine  bestimmte  Lage  von  A 
gegen  UM  am  Knde  der  Zeit  t  gefordert  wird. 

3)  Einfacher  wird  die  Sache,  wenn  die  Bewegung  von  UM 
bloss  eine  progressive  ist,  so  dass  die  Linie  UM  in  allen  l^gen 
sich  parallel  bleibt.  Dann  beschreibt  jeder  Punkt  von  UM  und 
auch  der  gegen  UM  ruhend  gedachte  Punkt  A  dieselbe  Linie,  wel- 
cher Umstand  es  unnütz  macht,  dass  man  die  Linie  Z^ilf  weiter  be- 
trachte. Denn  die  Linie,  welche  A  in  Folge  seiner  auf  die  Punkte 
UM  bezogenen  Bewegung  beschreibt,  erhalten  wir  eben  so,  wenn 
wir  UM  ruhentl  denken  und  die  Bewegung  auf  UM*  beziehen. 
Kennen  wir  nun  noch  die  Linie,  welche  das  gegen  UM  ruhende 
A  in  Folge  der  f^ui  UM'  bezogenen  Bewegung  von  Z^ilf  beschreibt, 
so  ist  der  Ort  von  A  zu  jeder  Zeit  vollkommen  bestimmt.  Sind 
A^  und  AA"  die  Linien,  wejche  A  vermöge  einer  jeden  Bewe- 
gung, wenn  sie  allein  statt  hätte,  in  der  Zeit  t  beschreiben  würde, 
so  ziehe  man  durch  A  eine  mit  AA"  parallele  und  identische  Li- 
nie A'A"^  oder  auch  durch  A*'  eine  mit  AA'  parallele  und  identi- 
sche Linie  A"A"\  so  ist  A"*  der  Ort  von  A  zur  Zeit  t.  Offenbar 
kann  man  aber  auch  mit  den  geraden  Linien  AA  und  AA"  und 
ihrem  Zwischenwinkel  AAA''  ein  Parallelogramm  AAA'^A'*  be- 
schreiben, da  dann  A'"  ebenfalls  der  richtige  Ort  von  A  zur  Zeit 
t  sein  wird. 

4)  Hier  haben  wir  nun  die  Vorstellung  zweier  Bewegungen 
eines  und  desselben  Punktes  erhalten,  welche  ihm  beide  zu  gleicTier 
Zeit  zukommen.  Er  bewegt  sich  nämlich  zwiefach  so,  als  ob  er 
in  der  Linie  AA  fortrücke,  diese  selbst  aber  wieder  eine  progres- 
sive Bewegung  nach  der  Linie  AA"  habe,  die  also  anch  dem  Punkte 
A  sukommt.  Dabei  nennen  wir  nun  die  Linien  AA'  und  AA"  die 
t$eitenbewegungen  oder  Tomponeoten,  und  die  Construction,  nach 
weicher  der  wahre  Ort  ^'" 'für  jede  Zeit  gefunden  wird,  heisst  das 
Parallelogramm  der  Bewegungen. 

Das  Parallelogramm  der  Bewegungen  wenden  wir  jedoch  im- 
mer nur  in  dem  Falle  an^  wo  die  Seitenbewegungen  AA'  und  AA" 
selbst  geradlinig  sind.  Wir  können  darnach  leicht  die  aus  zwei 
gegebenen  Seitenbewegungen  entstehende  mittlere  Punkt  für  Punkt 
bestimmen,  auch  umgekehrt  jede  Bewegung  in  zwei  gerade  Seiten- 
bewegoiigen  lerfegen,  von  denen  die  eine  ganz  willlkührlich  ist. 
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5)  WeoD  die  Scitenheweffung^en  ^A^  und  /iJ"  beide  gerade 
und  einerlei  FuuctioD  der  Zeit  proportional  sind,  dusi  also  zu  je- 
der.Zeit  AA'  und  AA"  einerlei  Verliältniss  haben,  so  ist  das  Pa- 
rallelogramm  AAA"A'*  oicbt  nur  die  Hülfsconstruction,  um  den 
Ort  des  Punktes  A  zur  Zeit  t  zu  finden,  sondern  derselbe  hat  in 
der  Zeit  t  die  Diagonale  AA*'^  selbet  durchlaufen,  also  dass  dje 
zusammengesetzte  Bewegung  selbst  auch  eine  gerade  ist. 

Ist  u  die  Function  von  iT,  welcher  die  Seiteobewegungen  AA 
und  AA'  proportional  sind,  so  hat  taian  AA  z=is=:a§$.  AA":^i^ 
=zdu^  wenn  a  und  ^  zwei  Constanteu  bedeuten.  Ist  ferner  A  der 
Winkel,  den  die  Seitenbewcgnngen   mit  einander  machen,  bo  ist 

die  Diagonale  AA^'  =  *"  =±:  u\/a^  -f-  Ä»  -|-  2a6  cos  A ,  woraus 
folgt,  dass  auch  die  zusammengesetste  Bewegung  derselben  Funetioi 
von  t  proportional  ist.    Die  Geschwindigkeiten  der  Seiten bewegvn- 

gen  sind  ^  und  ^,  und  die  der  zusammengesetzten  Bewegung  ist 

woraus  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  der  zusammenge« 
setzten  Bewegung  ans  denen  der  Seitenbewegungen 
ebenfalls  nach  dem  Parallelogramm  zusammengesetzt 
ist. 

Aber  auch  das  BeschleunignngsmAass  der  zusam- 
mengesetzten Bewegung  ist  aus  den  Beschl  eonigungs- 
maassen  der  Seitenbewegun^en  nach  dem  Parallelo* 
gramin  zusammengesetzt,  denn  man  hat 

^  =T^ '' -*■  i' +  -Ub  ^  A 

§.3. 

1)  Alle  diese  Sätze  sind  zunächst  nur  von  mathematischer  Be« 
deututig;  Anwendung  auf  die  Natur  erhalten  sie  zuerst  durch  das 
Gesetz  der  Trägheit  Nach  diesem  kann  kein  Körper  seinen 
Zustand  der  Buhe  oder  der  Bewegung  von  selbst  ändern»  sondern 
hierzu  gehört  allemal  eine  Einwirkung  von  Aussen  her,  welche  wir 
Kraft  nennen.  Um  aber  eine  bestimmtere  Sprache  zu  haben,  wol- 
len wir  die  Ursache,  wodurch  eine  gleichförmige  Bewegung  erzeugt 
werden  ist,  einen  Eindruck  nennen.  Diese  einmal  erhaltene  gleich' 
förmige  Bewegung  dauert  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit  mit  un- 
veränderter Richtung  und  Geschwindigkeit  so  lange  fort, 
bis  durch  einen  neuen  Eindruck  dieser  Zustand  geändert  wird.  Den 
Eindruck  haben  wir  ganz  nach  der  erzeugten  Bewegung  zu  benr- 
theilen;  er  ist  also  der  Geschwindigkeit  proportional  und  seine  Rieh* 
tung  ist  einerlei,  mit  der  Richtung  der  Bewegung.  Er  ist  nur  ein 
anderer  Ausdruck  für  die  Bewegung  selbst,  und  die  veränderlicben 
Zustände  des  Körpers,  aus  weichen  zuletzt  die  gleichförmige  ga« 
radlinige  Bewegung  hervorging,  kommen  hier  nicht  in  Betrach- 
tung. 

2)  Haben  wir  nun  eine  ungleichförmige  aber  stetige  Bewegung» 
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A'e  wir  xanäciiat  uur  uU  geradlinig  aoiiokmen  wollen,  so  iüt  dic- 
nlbe  Dicht  anders  zu  denJ^en,  als  dqrcL  eine  ununterbrocben 
eiofvirkeDile  Ursache  oder  Kraft.  Denn  sobald  die  Einwirkung  auf- 
g'ehört  hat,  ist  auch  der  Eindruck  vollendet  und  die  Bewegung  nun 
gleichförmig.     Hieraus    folgt   über   sogleich,    dass    bei    der   un- 

f leichförmigen    Bewegung    der    Ausdruck    ^    diejenige 

Geschwindigkeit    bezeichnet,    mit   welcher    der    Körper 

ICleichförmig  fortgeben  würde,  wenn  am  Ende  der  Zeit/ 

äie  Einwirkung  aufborte  und  also  der  Eindruck  vollen- 

ilet    wäre.     Denn   innerhalb  des  folgenden   Zeittheiles  ^t  nähert 

SHch  auch  hei  fortdauernder  Einwirkung  die  Bewegung  um  su  mehr 

€i«r  gleichföraigen  mit  der  Geschwindigkeit  ^,  je  kleiner  ^t  ist, 

d.  L.  je  mehr  wir  alle  fernere  Einwirkung  beschränken.    Die  Ge- 

^«hwindigkeit  ^  ist  also  der  durch   die  vorhergegangene  Einwir- 

BcHDg  hervorgebrachte  Eindruck,  und  es  dauert  dieselbe  unverändert 
f<urt,  wenn  alle  fernere  Einwirkung  aufhört. 

Aber  wesentlich  weiter  kann  das  Gesetz  der  Trägheit,  wie  es 
«>heD  ausgesprochen  wurJ«*,  uns  nicht  fuhren,  weil  es  nur  sehr  un- 
kestimmte  Auskunft  für  den  Füll  giebt.  wo  ein  Körper  mehrere  Ein- 
brocke SU  gleicher  Zeit  oder  auch  nach  einander  erhält.  Daher 
asiDd  fiir  die  weitere  Entwickeluiig  noch  andere  Sätze  nöthig,  wel- 
che hauptsächlich,  zu  Folge  der  Darstellung  aller  Lehrbücher,  auf 
'folgende  drei  zurückkommen. 

A)  Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  oder  auch  nach  einander  meh- 
■*cre  Eindrücke  nach  einerlei  Richtung  erhält,  deren  jeder  ihn  mit 
^iner  bestimmten  Geschwindigkeit  c,  c',  c"  u.  s.  w.  bewegen  würde, 
'^0veBD  er  allein  vorhanden  wäre,  so  ist  das  Gesammtresultat  aller 
B^indrücke  eine  (lescbwindigkeit  nach  derselben  Richtung,  welche 
der  Summe  jener  ^gleich  ist. 

B)  Wenn  ein  Körper  zwei  Eindrücke  nach  entgegengesetzten 
fiichtUDgen  erhält,  vermöge  deren  er  sich  mit  den  Geschwindigkei- 
%-eii  e  oder  c  bewegen  würde,  jenuchdem  der  eine  oder  der  andere 
Kiodmok  allein  vorbanden  wäre,  so  erfolgt  die  Bewegung  nach  der 
IlichtoDg  desjenif;en  Eindrucks,  welchem  die  grössere  Geschwindig* 

iceit  eotsprichr,  und  zwar  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit,  welche 
^em  Unterschiede  jener  gleich  iHt. 

C)  Wenn  ein  Körper  zw^i  Eindrücke  nach  verschiedenen  Rich- 
tangen  erhält,  so  dass  er  also  nach  der  einen  Richtung  mit  der 
^eeeh windigkeit  c,  oder  nach  di'r  anderen  mit  der  Geschwindigkeit 
«'  sich  bewegen  würde,  je  nuclideni  der  eine  oder  der  ondere  Ein- 
druck allein  vorhanden  wäre,  so  erfolgt  die  Bewegung  nach  der 
Diigonale  des  aus  den  Geschwindigkeiten  c  uud  &  und  ihrem  Rieh, 
tuogsunterschiede  construirten  Parallelogramms,  und  zwar  mit  einer 
aolcben  Geschwindigkeit,  welche  durch  eben  diese  Diagonale  dar- 
geatellt  wird. 

Von  den  unter  A,  B,  C  aufgerührten  Sätzen  sind  nun  offenbar 
die  beiden  ersten  schon  im  dritten  enthalten,  und  sie  müssen  folg- 
lich alle  drei  das  Ergebniss  eines  allgemeineren  Grundsatzes  sein. 
Diesen  glaube  ich  nun  so  aussprechen  zu  können: 
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WeDD  ein  Körper  gleichzeitig  mehrere  Eindräcke 
erhält,  so  erfolgt  die  Bewegung  in  der  Weise,  als  ob 
jeder  Eindruck  mit  unveränderter  Richtung  und  Inten- 
sität fortbestände. 

Eigentlich  beweisen  lässt  sich  dieser  Satz  nicht,  wohl  aber 
kann  man  ihn  mehr  erläutern  unH  zunächst  nur  auf  zwei  Eindrücke 
beschränken.  Gesetzt  also,  es  hah«  ein  Körper  A  gleichzeitig  zwei 
Eindrucke  nach  den  Richtungen  AB  und  JiD  erhalten,  so  ist  dvi- 
mit  gemeint,  dass  der  Körper  A  gleichförmig  in  einer  bestimmten 
Zeit  den  Weg  AD  zurücklegen  würde,  wenn  der  Eindruck  nach 
der  Richtung  AB  nicht  vorhanden  wäre;  oder  ab^r  es  würde  der 
Körper  in  derselben  Zeit  gleichförmig  und  geradlinig  von  A  nach 
B  gehen,  wenn  er  den  Eindruck  nach  der  Richtung  AD  nicht  er- 
halten hätte.  Da  nun  nach  obigem  Grundsatze  beide  Eindrücke  mit 
unveränderter  Richtung  und  Geschwindigkeit  fortbestehen,  so  folg't, 
dass  der  Körper  A  eine  solche  Bewegung  machen  muss,  vermöge 
deren  er  sich  gleichförmig  aus  der  Linie  AD  nach  der  Richtuog 
AB  und  ebenfalls  gleichförmig  aus  der  Linie  Aß  nach  der  Rich- 
tung AD  entfernt,  und  daher  in  der  That  die  Diagonale  des  aus 
den  gleichzeitigen  Wegen  AB  und  AD  mit  ihrem  Richtungsunter- 
schiede beschriebenen  Parallelogrumms  durchläuft. 

Es  ist  also  klar,  dass  in  dem  obigen  Grundsatze  das  Parallelo- 
gramm der  Bindrücke,  gewöhnlich  der  Kräfte  genannt,  unmittelbar 
enthalten  ist.  Um  sich  die  Bedeutunng  des  obigen  Grundsatzes 
noch  auf  andere  Weise  zu  erläutern,  denke  man  sich,  ein  Körper 
habe  einen  solchen  Eindruck  P  erhalten,  vermöge  dessen  er  sich 
nach  der  Richtung  AB  gleichförmig  bewegt,  uncfes  gehe  derselbe 
.  in  einer  bestimmten  Zeit  von  A  bis  B.  In  demselben  Augenblicke, 
wo  er  in  A  ist,  erhalte  er  einen  zweiten  Eindruck  Q,  so  wird  er 
sich  dennoch  nur  gleichförmig  und  geradlinig  bewegen  können, 
weil  der  Voraussetzung  zu  Folge  alle  fernere  Einwirkung  sogleich 
aufhören  soll.  Er  mag  nun  in  derselhen  Zeit,  in  welcher  er  ohne 
Zuthun  des  zweiten  Eindrucks  von  A  nach  B  gegangen  wäre, 
wirklich  von  A  his  C  gelangt  sein.  Hier  kann  man  sich  offenbar 
vorstellen ,  dass  jener  erste  Eindruck  P  mit  unveränderter  Intensi- 
tät und  seiner  anfänglichen  Richtung  beständig  parallel  fortbestan- 
den, dass  aber  ein  zweiter  ebenfalls  unveränderlicher  und  mit  ßC 
beständig  paralleler  Eindruck  H  den  Körper  aus  der  Linie  Aß 
weggerückt  und  so  durch  die  Linie  AC  geführt  habe.  Dieser  Ein- 
druck ß  war  in  demselben  Augenblicke,  als  der  Eindruck  Q  zu  ß 
getreten  war,  also  schon  in  A  vorhanden,  und  die  Behauptung 
kommt  nun  darauf  zurück,  dass  ß  mit  Q  identisch  sei,  oder  dass 
der  Eindruck  ß  den  Körper  in  der  Linie  AD,  die  mit  BC  paral- 
lel ist,  mit  noch  eben  derselben  Geschwindigkeit  bewegt  hahen 
würde,  wenn  der  Eindruck  P  nicht  vorhanden  gewesen  wäre. 

Auf  diesen  Grundsatz  des  ungestörten  Fortbestehens  aller  Ein- 
drücke nach  Intensitiät  und  Richtung  ist  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  von  mehreren  Heroen  in  den  matbematischeu  Wissenschaften, 
namentlich  auch  von  Newton  gestützt  worden,  und  es  folgt  daraus 
unmittelbar  durch  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen,  wofür 
die  Regeln  in  §.  2.  entwickelt  worden  sind.  Dass  wenigstens  New- 
rniis  Meinung  auf  diesen  Grundsatz  zurückkomme,  scheint  mir  aus 
f$einen  Worten  unmittelbar  hervorzugehen,  welche  also  lauten: 
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* 

Corpus  viribus  conjunctis  diag^Dalem  parallelogranmi  eodem 
fcapore  deacribere,  quo  latera  separatis. 

8i  corpus  dato  tempore,  vi  sola  M,  ferretur  ab  ^  ad  ü,  et 

vi  sola  A|  ab  ^^  ad  C,   coni|»leatur  purtillelograininuiii  ABCD^  et 

vi  ntraquif  feretur  id  eodem  tempore  ab  A  ad  D,     N»m  quoniam 

wta  a  af[[it  sccundum  lineam  AC  ipsi  BD  parallelum,   buec  vis  oi- 

Sail   antabit  velocitatem  accedendi  ad  lineam  illnm  ÜD  u  vi  altera 

^onitasi.  Aecedet  igitur  corpus  eodem  tempore  ad  lineam  BD  sive 

"via  H  Imprimatur,  sive  non,   utnue  adeo  in  iine  illiua  teniporis  re- 

perieinr  aiicnbi  in   linca  illa  BU,    Eodem  argumentfi  in  line  tem- 

fwria  eiusdem  reperietur  alicubi  in  linea  CD^  et  idcirco  in  utriusque 
iueae  concursu  D  reperiri  necesse  est. 

I>ie  Worte:  nnm  quoniam  vis  M  affit  u.  s.  w.  bis  f(eoitam  spre- 
^bcn  doch  ofTenbar  den   obigen  Grunasatz  aus.    Denselben  könnte 
vaaii  vielleicbt  dem  Gesetz  der  Trägheit  noch  zur  Vervollständigung 
BiiBSiifageD ,  wenigstens  scheint  er  mit*  ihm  nahe  verwandt  zu  sein. 
MIao  Trli|;heitsgesetz ,   wie  es  oben  ausgesprochen  wurde,   iit  schon 
'«fe  dem  allgemeineren  der  Naturnotbwendigkeit  enthalten;   was  es 
"fiber  die -Bewegung  lehrt,   folgt  aus  dem  letzteren  unmittelbar  mit 
niilfe  des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde.    Daher  kann  kein  Kör> 
yer  durch  sich  selbst  in  Bewegung  kommen,  und  die  einmal  ent- 
standene Bewegung  kann   weder  in   Hinsicht  auf  Geschwindigkeit 
«och    auf  Richtung   von    selbst  eine  Aenderung  erleiden.     Weiter 
fihrt  uns'  das  Triigheitsgosctz  auch  keinen  Schritt ,   wenn  wir  ihm 
aiicht  einen  bestimmteriMi  Gehalt   gehen.     Dieses  geschieht  nun  du- 
^nrch,  dass  wir  ei«  auf  das  gleich%eiti*^cf  Zusammenwirken  mehrerer 
Eindrücke  ausdehnen.     Der  Körper  genügt  jedem  Eindrucke 
fferade  dui'ch  oben   so   viel  Bewegung,  wie  wenn  dieser 
Eindruck  allein  vorhanden  wäre,  und  die  Regeln  für  die 
Znsamnensetzung    der  Bewegung   geben    folglich    auch 
die    Normen    für    die    Beurtheiluug    zusamnieugeset^tur 
Kindrncke. 

§.5. 

In  der  neueren  Zeit  ist  man  jedoch  meist  von  dieser  Betrach- 
tungsweise für  das  Kräfteparallelogramm  abgekommen  und  hat  da- 
für andere  Demonstrationen  ersonnen,  die  zum  Theil  weitläuüg  und 
sehr  künstlich  geo^rdnet  sind.  Ich  glaube  nicht,  dass  man  einen 
wirkliehen  Vortheil  dadurch  erreicht  habe,  um  aber  die  Sache  in 
ihr  wahres  Licht  zu  setzen ,  will  ich  mich  beispielsweise  auf  Fbis- 
sons.Dariitelluiig  beziehen,  zumiil  dieselbe  nach  einigen  hier  und 
da  vorgekommenen  Aeusserungen  nicht  richtig  verstanden  worden 
in  sein  scheinr,  und  Poisson  allerdings  verdient,  gegen  ungerechte 
Vorwurfe  vertheidigt  zu  werden. 

Poisson  setzt  zuerst  zwei  gleiche  Sciteneindrücke  P  voraus, 
ia  welchem  Falle  durch  den  Na(%  des  zureichenden  Grundes  leicht 
folgt,  dass  der  Körper  der  Linie  folgen  muss,  welche  den  Winkel 
der  Seiteneindriicke  halbirt.  Macht  also  jeder  Seiteneindruck  mit 
der  Resultante  H  den  Winkel  ;r,  so  kann  man  setzen  yi=9}(P,a7), 
und  die  erste  Aufgabe  ist  nun,  dass  man  zeige,  es  sei  ^(P,  .1;) 
=  /^(^).  Hierfür  nimmt  Poisson  nicht,  wie  manche  seiner  Tad- 
1er 9  etwa  bloss  die  'Willkührlichkeit  des  Maasses  von  P,  son« 
dern   mit  mehr  Tiefblick  zugleich  auch  den  Umstand  in  Anspruch, 
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das«  in  f{P^a:)  keine  andere  Grösse  rorkornnt,  die  mit 
P  gleichartig  ist.  Da  näBlich  das  Verbältniss  RzPbel  jeder 
Maasseinheit  doch  dasselbe  bleiben  muss,  so  Hnno  ü  nur  =:/^;r) 
sein.  Wenn  aber  iqr  Bildung  von  gi{P^jr)  noch  .eine  Mit  P  gleich- 
artige Constaiite  a  nöthig  sein  sollte,  so  wäre  aach  der  gaoze 
Scliluas  verfehlt,  und  dieser  Uiastand  ist  es  gerade,  der  hier  als  ein 
Axiom  hingestellt  werden  muss;  denn  daraus,  dass  ich  nicht  wtiaste, 
wober  eine  solche  Constante  in  die  Rechnung  kommen  sollte,  ka»B 

ich  dach  nicht  auf  die  Abwesenheit  derselben  schliesaen.   So  kÖDote 

p 
z.  B.  wohl  /{  =  /^l-| 9C'^))/{^y  sein,  ohne  dass  das  Verbält- 
niss P'.H  bei  verschiedenen  Maasseinlieiten  constant  zu  sein  auf- 
borte. Daher  kommt  mau  auch  durch  diese  Betrachtung  nicht  we- 
sentlich weiter,  als  wenn  man  sogleich  die  Gleichung  A=:P.g>{a:) 
als  ein  Axiom  annimmt. 

Nun  denkt  sieb  Poisson  jede  Seitenkrafl  P  als  Resultaate 
zweier  gleichen  Scitenkräfte  Q,  welche  mit  P  den  Winkel  %  ma- 
chen und  bat  dann  /*=  Qfp{%),  Von  den  vier  Kräften  Q  fallen 
zwei  zwischen  P  und  it  und  machen  mit  ü  den  Winkel  a^  —  4, 
geben  also  in  der  Resultante  das  Glied  Qq){a:  —  a);  die  beiden  an- 
deren Q  machen  mit  H  den  Winkel  a;  +  «,  geben  also  in  R  ein 
zweites  Glied  Q^^sc-i-»)^  so  dass  /2  =  Q9>(^  +  «)  +  0SP(^  —  ^) 
sein  muss.  Il*eil  aber  auch  R  =  I\p(ai):=:  Q^(%)^ae)y  so  folgt 
augenblicklich 

y  (»)  5P{^)  =  y  (^  -I-  *)  -I-  9P(^  —  »)> 

wdche  Gleichung  nun  zur  Rfstimmung  der  Form  9  dient. 

Hier  stossen  wir  aber  auf  die  beiden  Axiome,  welche  d«'n 
eigentlichen  Nerv  den  Beweises  au&macheo.  Dus  erste  ist  das,  wel- 
ches ich  oben  in  $.  3.  unter  A )  aussprach ,  nach  dem  anderen 
bringt  jedes  krafte|iaur  in  der  Resultante  ein  eben  so 
grosses  Glied  hervor,  wie  wenn  es  allein  wirkte.  Sind 
denn  aber  diese  Axiome  so  unmittelbar  klar,  dass  man  eine  solche 
Demonstration  der  Newtonschen  Oi!er  einer  anderen  ähnlichen  vor- 
ziehen könnte?  Allerdings  muss  zugegeben  werden,  dass  der  aus 
mehreren  Kindrücken  hervorgehende  Gesammteindruck  auf  gleiche 
Weise  gefunden  wird,  man  mag  die  Cpmbinationen  zu  je  zwei  ma^ 
chen,  wie  man  will,  aber  hieraus  ist  doch  noch  nicht  klar,  dass 
man  die  Resultante  jedes  Paares  als  unabhängig  von  allen  übrigen 
Kindrücken  betrachten  darf").  Muss  ich  aber  dieses  zugeben,  so  sf  he 
ich  nicht  ab,  wie  ich  dadurch  gegen  das  Axiom  in  §.  4.  in  Vor- 
theil  kommen  soll. 

Statt  der  naturphiloso|ihisclien  Be&rründung  hat  man  aber  die 
Analvsis  Puissons  angegriffen,  <ui  welcher  ich  ganz  und  gar  keinen 
Tadel  aufzufinden  weiss.     Denn   wenn   auch  die  Functionen  cos  x 


*)  In  diesen  beiden  Axiomen  liegt  auch  zugleich  der  vollständige  Grund 
für  die  Gleichung  ^(P, j:)  =  P. </(x).  Denn  wenn  der  Seiteneindruck 
p  ist;  so  sei  die  Resultante  pk,  Hrfnl^rt  dann  fi  gleichzeitig  itmal,  so 
entsteht  der  Eindruck  npi  aber  in  der  Resultante  wird  auch  der  Ein- 
druck ;Ml,jimal  erfolgen,  und  sie  wird  daher  itp,ky  so  dass  also  X*  von 
dem  Seiteneindrucke  unabhängig  sein  muss. 
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und 5 die  syntaktische  Eigenschnft,  nacb  velclier  2q>{a:}y>{%) 

=  9>(^r|-«)  +  9>(^  —  «)  iflt,  fcemeiD  liaben,  so  sehe  ich  doch  Dicht 
ein,  wie  dudurch  Poissoos  Demonstration  umgestossen  werden  soll. 
Derselbe  spricht  ganz  hestimmt  die  Voraussetzung  aus,  dass  in 
it=zj^{je)^  g>{a:)  einerlei  Functionsform  für  alle  Werthe  von  je 
sei,  und  wenn  man  auch  für  diese  Behauptung  einen  Beweis  ver- 
langen möchte,  so  muss  man  doch  Poissons  Demonstration  nur  ans 
diesem  Gesichtspunkte  heurtheilen.  Darnach  aber  hat  Poisson  da^ 
Recht,  die  Ausdrücke  9)(;r+x)  und  q>(a; — »)  nach  dete  Tajiorschen 
l^hrsatze  aufzulösen  und  für  die  beiden  daher  entspringenden  9p(^), 

so  wie  auch  für  die  beiden  *  ' J^  "*  ®*  ^'  ^SP(^)>  2 .  -V  ■  u.  s.  w. 
so  setzen,  und  die  Gleichung 

giebt  ihm  dann 


q{x)  .dx^  '1.2^^  if\x)  .dx^  '  1.2.3.4 
Daraus  geht  denn   hervor,    dass  die  Quotienten     .   xJz  "•  «•  w- 

*f\X)  •  €kX 

//•  •  u{x\ 
von  X  gar  nicht  mehr  abhängen  könnm.    Wenn  daher  — ^^ —  = 

—  lß*ip(a:)  gesetzt  wird,  so  folgt  sogleich      j/^      =  -f-  /^*9)(^), 

j  i — =  —  6''5p(jr)  u.  s.  w„  und  mithin 

qp(,)=2(l-—  +y-^-^....) 

Dieses  darf  nun  immerhin  =2co8^«  gesetzt  werden,  denn  es 

bleibt  ja  die  Freiheit,  für  ü  aucli  einen  imaginären  Werth  gv  —  i 
zn  denken,  so  dass  also  in  der  Entwickelung  von  cos  Ox  alle  Glie- 

der  positiv  werden  und  somit  auch  die  Function  -z berück- 
sichtigt wird.  Weil^  aber  für  %z=.-;^  die  Resultante  R  und  daher 
auch  9p(«)  =  0  sein  muss,  so  sieht  man  sogleich,  dass  9>(x)  durch 

0X  1   (r~x 
die  Function  ^ nicht  dargestellt  werden  kannj  denn  die  Knt- 

wickelung  derselben  hat  für  reelle  Werthe  von  Jc  nur  positive  Giie- 
der  und  kann  daher,  weil  sie  immer  convergirt,  für  solche  Werthe 
die  0  nicht  vorstellen.  Also  muss  in  der  Bntwickelung  von  <jp(x) 
der  Coefficient  b  reell  sein.  Nach  bekannten  analvtisefaen  Princi- 
pien  könnte  nun  ^  =  1,  ^  =  3,  6zi=:b  u.  s.  w.  sein,  allein  wenn 
mao  ^^1  nehmen  wollte,  so  würde  man  ein  Gleichgewicht  der 
Kräfte  in  solchen  Fällen  erhalten,  wo  es  augenscheinlich  nicht  statt 
haben  kann.  Es  ist  also  q>{»)i=z2eos  %  und  daher  H=z2P.  ton  je, 
Herr  Doctor  Dippe  hat  in  diesem  Archive  (Tbl.  III.  S.  329.)  den 
Beweis  so  geordnet,  daat  er  von  der  VoraDStetzung  einer  gleichen 
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FoDctiooBform  für  alle  Wertbe  des  Winkels,  welchen  die  Seitenkraft 
mit  der  Resultante  macht,  frei  ist,  wodurch  seine  Demonstration 
allerdings  ein  Uebergewieht  über  ilie  von  Poisson  bekommt.  Nor 
bin  ich  der  Meinnng«  dass  von  den  0  Grundsätzen,  welche  Herr  Dr. 
Dippe  dem  Beweise  unterlegt,  nur  die  beiden  ersten  und  der  fiinfre 
nöthig  sind,  abgesehen  von  dem,  was  ich  oben  in  Hinsicht  auf 
Poissons  Vortrag  hervorhob.    In  der  Gleichung 

5P(a?)  5P(«)  =  5p(a7  -I-  ä)  -h  g){a:  —  %) 

sind  bei  Berrn  Doctor  Dippe  die  Ausdrücke  9(^)9  SP(«)  Q.  *•  w. 
nichts  anderes,  als  eine  Art  niibestimmter  Coefficienteo,  für  welche 
eben  jene  Gleichung  die  Relation  ausdrückt.  Setzen  wir  x  ==  ^, 
so  findet  sich,  da  9)(0)  =  2  sein  muss,  aogeublicklich 

<p{a;)  =  1/2  —  9)(2;r). 

Nun  ist  aber  auch,  wenn  07  =  45®^  9(2^)  =±0,  als»  9(45°)  =  V/^ 
=  2co8  45%  daher  danu  y(y)»  =  \/i\/l  —  cos  45»  =  2co8  (^)*, 

und  so  folgt  allgemrin  yCo^J    ^^^^^^^Cö^J  *   '^'^  Allgemeinheit 

der  Gleichung  g>{a:)  =  2co8  ^  k^uu  nun  wohl  auf  eben  die  Weise 
dargethan  werden,  wie  Herr  Doctor  Dippe  es  gezeigt  hat. 


§.6. 

Streng  genommen  würde  uns  nicht  einmal  das  Parallelogramai 
zweier  Eindrücke,  auch  wenn  es  noch  so  streng  be%%iesen  wäre, 
zu  einer  vollständigen  Begründung  der  Bewegungslehre  fuhren, 
denn  ett  giebt  |a  noch  gar  keine  Ausführung  für  den  Fall,  wo  mehr 
als  zwei  Eindrücke  zusammenwirken ,  wenn  man  nicht  annimmt, 
dass  jedes  beliebige  Paar  durch  eben  den  Gesammteindruck  sich 
ersetzen  lasse,  wenn  es  allein  vorhanden  wäre.  Dieser  Satz  ist 
aber  eine  noth wendige  Folge  von  dem  In  §.4.  aufgestellten  Axiom, 
so  dAss  also  durch  dieses  die  vollständige  Eutwickelung  der  Bewe- 
gungslehre vermittelt  wird. 

Die  meisten  Beweise  für  das  Kräfteparallelogramm  oder  viel- 
mehr alle,  die  von  dem  Poissonschen  sich  nur  in  der  analytischen 
Bebaodlongsweise  unterscheiden,  machen  jenen  ersten  Satz  zur 
Voraussetzung.  Hier  meine  ich  aber  diese  Darstellungen  vorznglicb 
desshalb  tadeln  zu  müssen,  dass  sie  gar  keine  Auskunft  darüber 
geben,  wie  weit  denn  jener  Grundsatz  für  die  Demonstrationen  des 
Kräfteparallegrammes  ausreiche,  und  dass  man  nicht  ins  Klare 
darüber  kommt,  ob  die  zu  Hülfe  genommenen  Axiome  auch  sämmt- 
lich  nothwendig  waren.  '  Der  aus  mehreren  Bindrücken  hervorge- 
hende Gesammteindruck  muss  nach  dem  Gesetz  der  Natnrnothwien 
digkeit  vollkommen  bestimmt  sein,  sowohl  nach  Intensität  als-  auch 
nach  der  Richtung. .  Indem  ich  nun  annehme^  dass  für  zwei  belie- 
bige Eindrücke  derjenige  Gesammteindruck  sich  setzen  lasse,  den 
sie  hervorbringen  müssten,  wenn  sie  allein  wirkten,  so  genagt  al* 
lerdings  das  Parallelogramm  der  Bedingung,  dass  bei  jeder  Combi- 
nation  derselbe  Totaleindrack  erhalten  wird,  aber  es  wäre  j»  auch 
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wohl  BÖglich ,  dast  nur  das  Parallelogramm  dieser  Bedingong  ge- 
ilgte,  und  hierüber  erhält  man  keine  Aoskonfi^. 

.  .Nbd  ist  aber  gleich  klar,  dass  jenes  Axiom  nicht  unsiittelbar 

!■■  Kräfteparallelogramm  führen   kann,   denn  es  w&re  wohl  mög« 

liclit   dasa    nicht  der  Totaleindrock  selbst,    sondern  eine  gewisse 

Fn^rtiaD  desselben  aus  eben  solchen  Functionen  der  einielnen  Bin- 

dracke    nach   dem  Parallelogramm  sich  ableiten  liesie»    wie  wenn 

■iSB*  t.  B.  die  Mte  Potenz  der  Resultante  ans  den  Mten  Potenten 

der  CoBponepten  durch   das  Parallelogramm  finden  müsste.     Wenn 

^ber  der  8atz  von  der  Summirung  gleich  gerichteter  Bindrücke  noch 

SU  Hülfe    genommen  wird,    so  ist  auch   das  Kräfteparallelogramm 

'vollständig    begründet.     Man    muss  nämlich  das   Princip  des  §.  4. 

^wenigstens   für  einen   besoodern   Pull   haben.     Ich  ordne  nun   den 

^Beweis  so: 

' "  '  l)  Wenn  mehr  als  xwei  Kindriicke  auf  einen  Körper  wirken, 
^o  kann  man,  um  den  Gesammleindruck  zu  erhalten,  für  jede  be- 
liebige zwei  denjenigen  Totuleindruck  setzen,  den  sie  erzeugen 
"VirttriKn,  wenn  sie  allein  wirkten. 

2)  Zwei    gleiche  entgfegeogesetzte  Bindriicke  heben  sich  ver- 
5ge  des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde  auf^   wenn  sie   allein 
irken,  also  auch  nach  1)  in  der  Zusammenwirkung  mit  beliebigen 
haderen  Eindrücken.    • 

Wenn  zwei  Bindrücke  einen  Winkel  mit  einander  machen,  so 
fVilgt  der  Totaleindruck  der  Richtung  keines  yon  beiden,  aber  seine 
Richtung  fällt  immer  in  die  Ebene  der  Seiteneiudrücke. 

Hieraus  folgt  mit  Nolhwendigkeit,  dasa  wenn  zwei  Bindrücke 
«^iif  einen  Körper  wirken,  deren  Kichtungen  in  dieselbe  Gerade  fal- 
len, die  Kichtung  des  Gesamniteindruckes  auch  noch  in  diese  Gerade 
Gillen  «muss.  Denn  wenn  die  Kindrücke  «r,  —  a  und  d  nach  dersel- 
Geraden  wirken,  so  ist  der  Gesaminteindruck  ^  und  fällt  in 
ilbe  Gerade«  da  a  und  — a  sich  heben.  Verbindet  aian  nun 
^rst  6  mit  —  /ar,  so  sei  »  dcT  Totoleiodruck  und  es  mache  derselbe 
^«it  der  ersten  Richtung  den  Winkel  9,  wenn  er  mit  ihr  nicht  zn- 
^Ummenfallt.  Indem  man  nun  wieder  »  mit  a  verbindet,  entsteht 
^och  1)  der  Eindruck  ^,  dessen  Richtung  mit  der  von  a  zusammen- 
'^ällt.  Daher  kann  auch  nach  3)  %  mit  0  keinen  Winkel  machen, 
vidar,  et  ist  9  =  0. 

.4)  Wenn  zwei  gleiche  Eindrücke  unter  eineiig  beliebigen  Win* 
^d ,  gegeben  werden ,  so  fällt  die  Richtung  der  Resultante  alle- 
^lal  in  die  Linie,  welche  den  Winkel  der  Componenten  halbirt,  ent« 
"^eder  nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  8eite  vom  Scheitel. 
Dieses  ist  schon  durch  den  Satz  des  zureichenden  Grundes  klar, 
^bschon  sich  noch  eine  Art  Beweis  geben  Hesse. 

5)  Wenn  zwei  Eindrücke  nach  einerlei  Kichtung  gegeben  wer- 
ben, so  ist  der  Totaleindruck  der  Summe  beider  gleich  und  folgt 
derselben  Richtung. 

Daher  muss  notbwendig  die  Resultante  zweier  Eindrücke,  die 
Mch  entgegengesetzten  Richtungen  gegeben  werden,  der  Differenz 
%eider  gleich  sein  und  der  Richtung  des  Grösseren  folgen.  Denn 
liat  man  die  Biodrüclfe  ^,  a  und  —  a,  so  ist  6  die  ResuUante.  Ver* 
liindet  man  aber  erst  6  und  0,  so  entsteht  d  +  a,  und  wenn  noch 
*^«  dazu  kommt,  so  entsteht  wieder  ^,  d.  h.  (^  +  a)  —  ^* 

Nach  dieser  logischen  Spielerei  komme  ich  zur  Demonstration 
des  Paralleldgrannes   der  Eindrüeke.     Man   habe   drei  Eindrücke 
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0,  b^  c  Qod  es  sei  a:  der  Winkel  swiscbeD  a  und  b^  y  der  swi- 
sehen  b  und  c,  Welebe  Grösse  und  Richtung  nun  der  aus  a  and  b 
unter  dem  Winkel  a:  entstehende  Kindruck  r  auch  haben  mag,  so 
lässt  sich  doch  beides  immer  durch  die  Diagonale  eines  Parallelo- 
grammes  erhalten,  wenn  man  nur  die  Componenten  a  und  b  gehö- 
rig abändert,  ohne  dass  man  dessbalb  auch  statt  des  Winkels  x 
einen  andern  su  setien  genötbigt  ist.  Gesetzt  man  muss«  wm 
statt  0  und  m^b  statt  b  setzen  und  es  mache  r  mit  b  den  Winkel 
/,  so  ist 

(r  sin  l=ima  sin  ;r 

|r*COB/=«Mi  COS^  +  Mi^. 


Indem  wir  ferder  r  und  c  unter  dem  Winkel  i-jry  verbinden,  ufe 
den  Totaleindruck  li  für  alle  drei  Compooenten  zu  erhalten,  müsse 
man,  um  nach  dem  Parallelogramm  zu  rechnen,  m^r  statt  r  und 
M,c  statt  c  setzen.    Macht  Jt  mit  c  den  Winkel  g^  so  hat  man 

ü  sin  ^=  m^r  sio(/+y)  , 

jR  cos  g'=?«i,r  cos(/+y)-|-M,r 

oder  wenn  man  8in(/+^)  und  GOs(/+y)  auflöst  und  statt  r  sin  / 
und  r  COS  /  ihre  Wert  he  aus  6)  setzt: 

iil  sin  g^zzmm^a  s\n{a:  +  y)  +  mim^b  sin  ff 

(Ä  eoBg^^rmm^a  co8(^  +  y) +«'i«'a^  cosy-f- «»,<?. 


Wir  ändern  nnn  die  Ordnung  der  Verbindung.  Indem  c  und  b 
unter^  dem  Winkel  y  verbunden  werden ,  entstehe  der  Eindruck  0 
und  es  mache  derselbe  mit  b  den  Winkel  X,  Mass  nnn  fie  und  f*,» 
statt  c  und  b  gesetzt  werden,  um  uach  dem  Parallelogramm  an 
rechnen,  so  ist 

IQ  sin  X  =  fAc  sin  y 

{Q  cosA=:f(c  cos  y  +  f^iby 

und  indem  wir  wieder  g  und  a  unter  dem  Winkel  ^  +  ^  verbinden 
nnd,  um  nach  dem  Parallelogramm  zu  rechnen,  fi^Q  und  fjt^a  statt 
Q  nnd  a  setzen,  erhalten  wir,  wenn  H  mit  a  den  Winkel  y  macht: 

H  sin  y  =  f*^Q  sin  (il -4^  07) 

woraus  mit  Hülfe  von  8)  folgt: 

Ä  sin  y  =  /itit*,c.  sin (;r-{-y) -+-/*! A*»^  »in  ^ 


'Ä   C08/  =  /l^/lA,C.C08(^+y)+iI*iiI^9^   cos   ^-(-/lfr|0. 


Weil  aber  /^  =  ^  +  «f  —  ^,  so  findet  man '  ans  9)  nach  dem  bekann- 
ten Eliminationsverfabren : 

W)   [^  ""  g  =  l^*^  s>n(^  +  y)  +  A*if*a*  sin  P 

}/i  cos^;=/*,«  Gos(a;  +  y)+i(*,/*9^  eoay+fi^,c. 
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Aus  7)  und  10)  folgen  nno  die  beiden  Gleicbuoffeoy  welelM  die  Be- 
dingung ausdrucken,  dass  nach  beiden  Combinationefolgen  docb 
einerlei  GrSne  und  Ricbtueg  der  Resultante  beranskonAen  anss, 
nänlieb : 


»,0sin(^M-^)+M,M,^8iny=f*,4Fsin(^r4-y)+^,^s^si0|f 
11)    {aMi,tfcos(.2^-|-y)+«lA«i,^siny==f»,«•in(a^4-y)+i»lMt^•■■y 

Die  weiteren  Bestimmungen  aber  gehen  ans  der  anderen  Bedingung 
vm  Grandsata  1.  berror,  dass  nämiieb  die  CirSsse  «nd  Riehtunfl;  der 
Reaaltaate  sweier  Eiadricfce  Ton  allen  noeb  regebenen  Kindröeken 
■■abbiagir  sein  sali.  Dieser  Bedingnnif  wird  nur  dadnreb  genügt, 
wesB  n  den  Gleicbnagen  11)  die  Caeffieienten  gleieber  Kinus  und 
€>aai«is  gleicb  sind,  nämlich  wenn  sMi,  =s/»,,  as,as, ^/i'if*,  und 
SS,  =  ^,  ist.  Um  aber  dieses  a«  beweisen ,  mfissen  wir  noeb 
eiata  mrtea  Eindruck  d  sngebea,  welcher  mit  e  den  Winkel  « 
machen  mag  *).  Um  für  diesen  Fall  den  Totaleindrack  P  %%  er- 
halten ,  bat  man  H  und  d  unter  dem  Winkel  :s  +  ^  zu  verbinden. 
Ea  mache  P  mit  d  den  Winkel  h  ond  man  müsse,  um  nach  dem 
Parallelogramm' an  rechnen,  m^R  statt  R  and  m^d  statt  d  setzen, 

PfsXm  4f=zm^Rmniß  +  g). 

List  SMS  bier  sia (s  +  /r)  aaf  nad  setzt  statt  Rum  g  iwd  R e#s g 
aumai  die  Wertiie  aas  i).  dann  aber  auch  aas  10),  so  ürndtl  sieb; 

^ma  i=sv«(sMr,«siB(jr+jr+a)  +  m^m/jtim(;if+*j+m^eüux) 


Pdm  itzzzm/ji^m  siB(jr  +  y-f-  «)  -4-/»  ,^  ,^  sia(  jr  +i)  +  fäft^cnm  %). 
Daram  ksft  maa  aber 

(jr-4- jr+s)  -4-  s»,*»,^  «a(jr-4-«)  -|-  ss,r  sia  a 


<••,•  matJ--4-jr+sJ-4-ss,ss,^  «afj 


*>    -4-  «s^i 


aad  üeae  Glndiaiig  gut  für  jedca  Wertjb  i4ia  ;k.  Da  abar  keim  m 
aai  /a  iiaoh  libmndfiatz  1.  rsa  a  abLängt.  »m  müaaes  die  Coeflleieo- 
tea  pr^kadier  §uLuns  aatkvendig  gleicl  sein.  Dean  V4;itu  mau  aut-b 
aa»«^iiaMo  wollte,  es  wäre  dem  nicht  bm^  so  k;Saaite  man  d«»cb  %  abo 
wilden,  liass  z.  B. 

sMVyar  Biii(x--|-y-4-»4-4'Sr,ar,^  aiii  (|r  +  a) 


*)  Efi  ^iinl«  hinreioiiaii.  die  ernte  der  Gloiobmigeu  7)  uiit  t;ubx.  di«  au- 
dflre  mit  «iii  s  zu  uiultipliciren  uud  die  PruducU;  su  hddireii  uud  ^^ 
«elbe  Vetiabreii  hucIj  bei  üeii  GleicbuD^en  iOj  aiiKuweiKieiu  ItiL  i^ähiie 
atatt  diesvfc  Calcui^  die  uui^e  Uamuilluug;  ^x}llx  «u^leHiL  «eiue  Beziebuiiir 
anr  Sache  nattfasusnasen. 
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würde;  aiaii  brauchte  nur 

__ _ («MW,— A*»>>  sin(arH-.y)-|-(«i,m,— itt,A<a)^  sin  y 
°  (Htm,  ~/u,)0  cos(a:+y)-|-(»i,«i,  — /u,/u,)Ä  cosy 

zu  oehneD.  Aber  dann  würde  doch  fifj,^  =:  ^,  werden ,  und  da 
der  Werlh  von  »  auf  alle  m  uud  u  keinen  Einfluss  hat,  so  ist  die 
Gleichung  (jbfA^zi^m^  allgemein.    Durum  ist  nun 

13)    mmt=fi^,  m^m^  :=zfA,(i^,  m,  =H'H'% 

und  dieses  sind  die  Gleichungen,  welche  der  Grundsatz  1.  bedingt. 
Ich  verlasse  aber  jetzt  die  allgemeine  Betrachtung,  weil  es  meine 
Absicht  nicht  ist,  diesen  Aufsatz  mit  weitläufigen  Rechnungen  zu 
füllen.  Ich  bringe  vielmehr  sogleiph  den  Grundsatz  5.  in  Anwendung, 
und  setze  zu  dem  Behufe  den  Winkel  ^  =  0,  um  ^  in  die  Ricb- 
von  a  zu  bringen.  Alsdann  ist  a  +  ^  die  Resultante  von  a  und^^ 
und  es  ist  desshalb  m  =  m^=zl,  so  dass  die  Gleichungen  13)  in 
folgende  übergehen: 

14)    m^=zfi,^  mt=iAiiAt,  m^=ififA^. 


Darnach  ist  — ^  =:^.    Nehme  ich  aber  noch  c==^,  so  wird  nach 
mt         fA  '  ^ 

Grundsatz  4.  nothwendig  it^'=zfif  nnd  daher  m^^=im^.  Davon  ist 
der  Sinn  folgender:  Bringt  man  an  den  beliebigen  Ein- 
drücken a  +  b  und  ^,  die  unter  dem  beliebigen  Winkel 
y  wirken,  die  Factoren  m^  und  m^  an,  um  die  Resultante 
nach  dem  /'arallelogramm  zu  berechnen,  so  ist  allemal 
m^T=im^,  Darum  ist  auch  (a^  in  allen  Fällen.=  f»  und /»,  =/ti,^ 
und  die  Gleichungen  14)  liefern  folgende: 


m2=f*2  ui>d  m^=fAfA 


2» 


woraus  fi2=m^=fA=zl  folgt.     Hiermit  ist  aber  das  Parallelo- 
gramm der  Eindriicke  vollständig  bewiesen. 

Ich  habe  diesen  Beweis  nicht  in  der  Meinung  abgefasst,  um 
damit  meinen  Vorgängern  den  Rang  abzulaufen ;  meine  Absicht  gebt 
vorzüglich  nur  auf  die  Erörterung  der  Principien  der  Wissenschaft. 
Für  diessmal  schliesse  ich  aber  die  Betrachtungen,  um  sie  hti  der 
nächsten  Gelegenheit  weiter  fortzuführen. 
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xxn. 

Lösung  einer  interessanten  geometrischen 

Aufgabe. 

Von  dem 

Herrn  Professor  He s sei 

in  Marburg. 


Aufgabe. 


Bi  ist  gegeben  ein  Winkel  A  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  und  ein 
Punkt  a,  der  zwischen  dessen  Schenkeln  irgendwo  liegt; 
■an  soll  die  gerade  Linie  mo»  ziehen,  welche  die  klein- 
ste der  Linien  ist,  die  durch  den  Punkt  a  so  gezogen 
werden  können,  dass  sie  ihre  Enden,  wie  m  und  is,  in 
den  Schenkeln  von  A  haben. 

Auflösung. 

Bs  sei,  in  Taf.  IV.  Fig.  4.,  A  der  gegebene  Winkel  und  u  der 

n ebene  Punkt,  wie  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  Man  ziehe  zuerst  durch 
ie  K'mK  so,  dass  ^  AK'm  =  AKa  =  ^(=  90»  —  \A)  ist. 
Hierdurch  wird  AK*  =  AK.  Man  ziehe  femer  durch  m  die  iup 
senkrecht  zu  ,aK  und  die  iaq  senkrecht  zu  AK\  Der  Winkel 
JEm,  den  die  gesuchte  Linie  mum  mit  K'aK  macht,  heisse  9,  und 
die  /^nkel  Anm  und  Am»  mögen  mit  n  und  m  bezeichnet  wer- 
dea.    Es  ist  dann  jt  =  ^-|--9  und  m^=.k  —  ^,  und  man  hat: 

1  j    mm  —  ,:„  «,  —  -u.  iL,  _ 


sin  m        sin  (k  —  ^)' 

^    _.__f9L_. 
sin  if        sin  {k^fiy 


2)    «.  =  ^S_= S 

^  fiin    um 


also 


3)    Mi»  =  um  -!-»/•  = =^2[ ' ^ 


sitt  {k — 9>)         sin  (A;^.^)' 
Das  Differenzial  von  «mi,  wenn  9  veränderlich  ist,  wird  also  sein 

4)     i/.Mi»=(^  sin(ifc-y)» sin(it+9)>;^- 

Setzen  wir  den  Differentialquotienten  -  ^    ssO,  so  ist 
»äiV.  21 


S22 


5) 


aq ,  CQg  m  ___^  ap,  cos  n 


sin  m^  sin  n* 

oder 

u)       .         .  cot  m  =  -: .  cot  I», 

'     sm  m  sin  n  ' 


.  ...  ..     ■,   fi 


• 


und  man  erhält,  wenii  man  afatt'  v^*  ■•  und  statt  ~-^  deren  Wcr- 

'  sin  $n  sm  fi     * ,  , 

the  aus   1.  und  2.   setzt  (während   mau  ohne  diesen  Kunstgriff  zu 

verwickölten  Ausdrücken  kommt),  die  äusserst  einfache  Gleichung: 

7)    am. cot  m s «ri» . cot n 
oder  , 

8)    am :  an  ===  cot  n"\  cot  m, 

m 

Wird  nun  As  senkrecht  zu  mn  angenommen,  so  ist  ms  :  m 
=cot  m:cot  19;  es  muss  also 

9)     ms:ns=zan:amy 
also 

{ms  +  ns):m  =  iam  +  an):amj 

hUo,  da  ms  +  fis=:  am  '-^an^s:  mn  ist,  auch 

10)    am  =  «i#, 
mithin  auch 

an=zns     ^ 

sein«  Slau  hat  sonach  zur  B.estimoiung  det.  Puhktes  it,  mithia^  .da 
0  gegehen  ist,  zur  NBestimtaing  der  Lage  der  gesuehtta  Uni« 
«»«##»»  folgende  zw^i  BesUoimuo^stücke:  ,^  :;.  m  J 

1)^  liiBgt  so,  dftss  LasA  ein  rechter  Winkel  ist;.       .,•./.. 

II)  s  liegt  in.  diBr  durch  4f  gebenden  gesuchten  Linie  mats  föv 
dass  !•#==:  aM  ist,  ,./.;:- 

Der  ersten  Bedingung  entsprechen    die  Punkte   des  BaL^ 
ki^eises  aspÄ  üher  dem  Durchmesser  Aa. 

'  Der  zweiten  Bedingung  genügen  die  Punkte  der  Hyperbel 
if''as*o"sa& *) ^  welche  AK  und .^JT'  zu  Asymptoten  hat  nnd 
durch  den  Punkt  a  geht;  und  diese  ist  gemäss  der  Gleichung 
ns'  =  am\  in  welcher  «eV  und  am^  die  betreffenden  Stücke  jeder 
willkührlicben,  durch  a  gelegten,  die  Hyperbel  ass.  in  den  zwei 
Punkten  a  und  s  schneidenden  Linie  m'n'  bedeuten,  sehr  leicht  itt 
construiren. 

Der  Punkt  «in  der  gesuchten  Linie. ^mt^ü  ist  also  der 
Durchscbbittspunkt  jenes  Kreises  mit  dieser  Hyperbel. 

Da  nun  allgemein  für  j^de  durch  «  gehende  Unie  «i'«'  nach 
den  Gleichungen  L  und  %,  * 

^am  =g  '^L'.'^L — TT  und  an  ssLfTi   — r^ 
sin  (^  —  ff)  sin  {Je  -f-  y ) 


1     •   '      » 
*)  Vergleiche  Barg  Artikel  Hyperbel.  ' 


■i» » 
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SO   ist  der  veränderliche  Radius  ad   der  bier   erwähnten  Hyperbel 
bestimmt  durch  die  Gleichung 

|.x  , ap aq 

iij     ««  _^.^^^_^^,j       sin(X?-i-y')' 

wo  ^'  den  veränderlichen  Winkel  bedeutet,  den   ad  mit  der  Basis 
KK'  des  gleichschenklicheB  Dreiecks  AK^K  macht. 


XXIIL 

Zur  Theorie  der  Kegelschnitte. 

Von 

Herrn  C  Adam^, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gewerbscbule  zu  Winterthur. 


Herr  Dr.  Schlömilch  zu  Jena  beweist  im  3ten  Bande  des  Ar- 
chivs S.  380.  einige  Sätze  von  Sechseeken ,  welche  in  oder  um 
einen  Kegelschnitt  beschrieben  sind.  Seine  beweise  stützen  sich 
•af  die  Theorie  der  proje<ktivischen  Gebilde,  auf  jene  schönen  Sätze, 
welche  Steiner  in  seiner  ,,  Abhängigkeit  geometrischer  Gestak 
ten''  in  strenger  systematischer  Folgerichtigkeit  entwickelt  hat.  — 
Es  dürfte  nun  für  die  Leser  des  Archivs  nicht  uninteressant  sein, 
zur  Vergleichung  der  verschiedenen  Methoden  in  der  Beweisfüh- 
roDg  dieselben  Sätze  auf  .andere  Weise,  nämlich  mit  Hülfe  der 
TraoBverialen  bewiesen  zu  sehen,  sei  es  auch  nur,  um  auf  die 
Wichtigkeit  dieser  Lehre  von  Neuem  aufmerksam  zu  werden.  — 
Die  Sätze,  die  ich  als  bekannt  voraussetze,  und  deren  Beweise  in 
Carnot,  Poucelet,  Steiner,  Plückers  analytisch  geometrischen  I' nt. 
Wickelungen  oder  auch  in  meiner  eigenen  ,-,Lehre  von  den  Trans- 
versalen" nachgesehen  werden  können^  sind  folgende: 

1)  Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  oder  auch  ihre  Verlänge- 
ruBgeD  TOD  einer  beliebigen  geradlinigen  Transversale  gesciinitten 
werden,  so  tbeilt  diese  Transversale  jede  Seite  des  Dreiecks  in 
zwei  solche  Abschnitte^  dass  das  Product  aus  drei  nicht  an  einan- 
der liegenden  Abschnitten  gleich  ist  dem  Producte  der  drei  anderen. 

2)  Umgekehrt  werden  auf  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  uud  der 
Verlängerung  der  dritten  Seite  oder  auch  auf  den  Verlängerungen 
aller  drei  Seiten  drei  Punkte  so  angenommen,  dass  das  Product 
aas  drei  nicht  an  eiüaoder.  liegenden  Abschnitten  der  Seiten  gleich 
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ist  dem  Prodoctc  der  drei  anderen,  so  liegen  diese  Punkte  in  gera« 
der  Linie.  ' 

3)  Wenn  zwei  Dreiecke  eine  solche  Lage  haben,  dass  die  Ver- 
bindungslinien ihrer  Ecken  je  zwei  und  zwei  in  demselben  Punkte 
zusammenlaufen,  so  liegen  die  Ourchschnittspunkte  ihrer  entspre- 
chenden Seiten  in  gerader  Linie. 

4)  Umgekehrt,  wenn  zwei  Dreiecke  eine  solche  Lage  haben, 
dass  die  Durchschnittspnnkte  von  je  zwei  entsprechenden  Seiten  in 
gerader  Linie  liegen,  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  ihrer 
entsprechenden  Ecken  in  einem  und  demselben  Punkte. 

5)  Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einein  beliebigen  Ke- 
gelschnitte geschnitten  werden,  so  entstehen  auf  jeder  Seite  vier 
Abschnitte,  welche  eine  solche  Beziehung  zu  einander  haben,  dass, 
das  Product  der  einen  Hälfte  gleich  ist  dem  Producte  der  anderen 
Hälfte,  vorausgesetzt,  dass  in  einem  und  demselben  Pmducte  nicht 
solche  Abschnitte  vorkommen,  welche  einen  Punkt  des  Kegelschnitts 
zum  gemeinsamen  Endpunkt  haben. 

^  Der  Durchschnitt  zweier  Polaren  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Kegelschnitt  ist  der  Pol  fitr  die  Verbindungslinie  der  Pole  jener 
Polaren. 

7)  Liegen  mehrere  Punkte  in  gerader  Linie,  so  schneiden  sieh 
ihre  Polaren  für  irgend  einen  beliebigen  Kegelschnitt  in  einem  und 
demselben  Punkte,  dem  Pol  jener  Geraden. 

8)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  einbeschriebenen  Sechsecke 
liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  der  gegenüber  liegenden  Sei- 
ten in  gerader  Linie.  ^ 

9)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechsecke  schnei* 
den  sich  die  drei  Diagonalen,  welche  die  gegenüber  liegenden  Ecken 
verbinden,  in  einem  und  demselben  Punkte. 

Die  Lehrsätze  des  Herrn  Dr.  Schlömilch  sind  nun  folgende: 
I)  Wenn  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  einbeacnriebenen 
Sechsecke  ABC  DBF  die  drei  Hauptdiagonalen  AD,  BE^  CF 
zieht,  von  welchen  eine  jede  das  Secnseck  in  zwei  Vierecke  tbeiltf 
und  sodann  in  diesen  Vierecken  die  der  Hauptdiagonale  des  Sechs- 
ecks gegenüber  liegende  Seite  bis  zum  Durchschnitt  mit  dieser  Dia«^ 
gonale  verlängert,  so  erhält  man  sechs  Dnrchschnittspunkte  Jf,  ifn 
F,  M^^  A'",  /^,  von  denen  sowohl  die  drei  ersten  als  die  drei 
letzten  in  gerader*  Linie  liegen.  ' 

Beweis.  Taf.  IV.  Fig.  5.  Man  betrachte  drei  nicht  an  einan- 
der anstossende  Seiten  AB^  CD,  EF  einzeln  als  Transvenalen 
des  Dreiecks  abc^  so  hat  man  nach  Lehrsatz  1.: 

aM'.öA  .cB  =aB  .bM\cA 
aC  .bD  .cP'^zzaF' .bC  .cD 
aF  .bX' .  cE=aE  .bF  .  cX\ 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  in  einander,  so  erhalt  nan: 

(I)  aM* .bN' .cP\aC-aF .bA .bD .cB .cE 

^zuP* .  bM' . cN'.üB . aB.  bC.  bF.cA.cD. 

Nun  ist  aber  nach  Lehrsatz  5.: 

(11)  aC, aF. bA.bD.cB. eE=  mB . aE.  bC . bF.eJ. cD. 
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Oividirt  man  (I)  durch  (11),  so  erhält  man: 

«ü/' .  ÖA' .  cP'  =  aP' .  öRi' .  eA\ 

Da  Dan  die  Punkte  M\  N\  P'  einzeln  auf  den  Seiten  des 
Dreiecks  ahc  liegen,  so  sind  dieselben  nach  Lehrsatz  2.  in  gerader 
Linie.  Ebenso  wird  bewiesen,  dass'  die  Funkte  M^*^  A*\  P"  in' ge- 
rader Linie  liegen. 

II)  Die  Gerade  MA^  welche  nach  Lehrsatz  6.  die  Durchschnitts- 
punkte  der  drei  Paare  gegenüber  liegender  Seiten  verbindet,  gehf 
zugleich  durch  den  Dnrchscbnitfc  der  im  vorigen  Lehrsatze'erwähntcn 
Geraden  M*A'  und  iR/^A". 

Beweis.  Bezeichnet  man  die  Durchschnitte  von  BE  und  CF^ 
AF  und  DE^  AB  und  CD  einzeln  mit  «,  </,/*,  so  sind  wegen 
deis  einbeschriebenen  Sechsecks  AFCDEB  diese  Punkte  in  gera- 
der Linie  (Lehrsatz  6.).  In  denselben  drei  Punkten  a^  </,  f  schnei- 
den' sich  zugleich  die  Seiten  der  Dreiecke  M^M'*M  und  P^P'*P\ 
mitbin  gehen  nach  Lehrsatz  4.  die  Verbindungslinien  ihrer  Ecken, 
d.  b.  die  Geraden  M'P*^  M^P'y  MP^  durch  einen  und  denselben 
Punkt.  Denkt  man  sich  durch  die  Ecken  des  Sechsecks  ABCDEF 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  gezogen,  so  erhält  man  ein  um- 
schriebenes Sechseck,  das  mit  dem  einbeschriebenen  im  Verhältniss 
der  polaren  ReciprocitSt  steht;  die  Anwendung  der  Sätze  6.  und  7. 
auf  die  beiden  letzten  Sätze  führt  demnach  zu  folgendem  Satze: 

III)  Wenn  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  umschriebenen 
Sechsecke  die  gegenüber  liegenden  Seiten  verlängert,  bis  sie  sich 
einzeln  in  drei  Punkten  durchschneiden,  und  man  zieht  von  jedem 
dieser  Durchschnittspunkte  Gerade  nach  den  beiden  übrigen  Ecken 
des  Sechsecks,  so  schneiden  sich  von  diesen  sechs  Geraden  drei 
■od  drei  in  einem  und  demselben  Punkte,  und  diese  beiden  neuen 
Pnokte  liegen  mit  dem  Durchschnitte  der  drei  Hauptdiagonalen  des 
Secbsecks  (Lehrsatz  9.)  in  einer  und  derselben  Geraden. 

'IV)  Verlängert  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  einbeschriebe* 
■en  Sechsecke  diejenigen  Diagonalen,  welche  von  demselben  ein 
Dreieck  abschneiden,  und  bestimmt  die  Durchschnitte  Q,  /2,  S  je 
iwei^r  gegenüber  liegenden  Diagonalen  dieser  Art,  so  liegen  je 
zwei  dieser  Durchschnitte  oiit  einem  der  Durchschnitte  M^  A",  P 
der  Gegenseiten  des  Sechsecks  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Beweis.  Da  die  Durchschnitte  ^^  a^  h  der  Gegenseiten  des 
Sechsecks  ACFDBE  in  gerader  Linie  liege^,  so  haben  die  Drei- 
ecke EFh  und  BCg  die  in  Lehrsatz  3.  bezeichnete  Lage;  mithin 
liegen  nach  demselben  Satze  die  Durchschnitte  A^,  /l,  Q  ihrer  ent- 
sprechenden Seiten  in  gerader  Linie.  —  Eben  so  wird  bewiesen, 
dass  die  Punkte 

M,     Q,    8 
P,    R,    8 

einzeln  in  gerader  Linie  liegen. 

Die  Anwendung  der  Sätze  6.  und  7.  auf  IV)  führt  npch  zu  fol- 
geadem  Satze: 

V)  Verlängert  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  umschriebenen 
Sechsecke  die  erste,  dritte  und  fünfte  Seite,  bis  sie  unter  sich  ein 
bilden,  eben  so  die  zi|reite,  vierte  und  sechste  Seite,  bis 
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auch  diese  ein  Dreieck  bilden,  so  schDeiden  sieb  die  Verbindungs- 
linieD  der  gegenüber  liegenden  Ecken  dieser  Dreiecke  je  zwei  und 
zwei  auf  den  drei  Diagonalen  des  Sechsecks. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  auch  direkt  aus  dem  Brian- 
cbon'schen  Satze  (Lehrsatz  9.)  hergeleitet  werden.  Siehe  meine 
Lehre  der  Transversalen,  Lehrsatz  LXJK^XIH. 


XXIV. 

Ueber  die  Reihen,  welche  den  Cosinus  und 
Sinus  durch  Potenzen  des  Bogens 

ausdrücken. 

Von 

Herrn   Doctor   O.    Schlöinilch, 

PriTHtdoceoten  an  der  UniTersität  zu  Jena. 


In  den  Supplementen  zu  Kliigels  mathematischen  Wörterbaclie 
gründet  der  Herr  Herausgeber  des  Archivs  den  Beweis  der  Reihen t 

cos  o;  =  1  — 


1.2    •    1.2.3.4       ••■•' 


»  ■ 


sm  ^  = 


1         1.2.3    ■    1.2.3.4.5       

auf  die  folgenden  rein  goniometrischen  Sätze: 

cos  «0  =  »o  —  »»(^sin  ^0)'  cos|0-4-//4(2sin|0)* CO&I0  — .. .. » 

~-»i(2sini0)  sini0-4-j»,(2sin^0)»sin40— ....{  ^  ' 

sin  n&  =  ^1  (2sin  ^0)  cos  ^0  —  ^,(2sin  \&y  cos  J0  -4- \ 

■^  »3(2sin^0)»sin|0-+-/^^(2sin-J0)*siD^0  — ....j   ^^ 

in  welchen  n  eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss  und  ly^,  n^^  i», 
n.  s.  w.  die  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n  bedeuten.  Die- 
ser Beweis  der  Cosinus-  und  Sinusreihen  hat  die  grossen  Vonüge, 
ebensowohl  von  der  Anwendung  imaginärer  Grössen,  als  von  der 
Methode  der  unbestiminten  Coefficienten  frei  zu  sein,  sobald  man 
die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  elementaren  Wege 
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sacbgewieseD  hat  Diess  ffeschielit  a.  a.  0.  aii^elat  dei  Schlusses 
von  n  auf  j»  +  1,  welcher  oei  aller  Evidenz  doch  dos  Unangenehme 
hat,  dass  man  nicht  i^eiss*,  wie  man  zu  jenen  Gleichnngpen  g^elangt 
i^.  Es  4örfte  daher  m'cht  überflüssig  sein,  eine  eleoientare  Ahlei- 
tUDg  ders^ben  mitzutbeilen. 

In  einem  früheren  Aufsatze  über  die  BiDomialcoefficIenten,  Ar- 
chiv I.  Theil,  8.  431.  o.  f.  habe  ich  ge«aig^,  dass.  man  auf  elemen- 
tarem Wf|^e,  durch  ein,  Verfahren,  welches  mit  dem  der  Diiferen- 
zenrechntng  Aebnlichkeit  hat,  zu  folgenden  Gleichungen  gelangen 
kann: 

(2co6  a?)'^ .  cos  ma:  =  mo  cos  2ma;  +  m  i  cos  (2m  ~  2)a: 

#       ■ 

•+-m^eo8{2m  —  4);r+..,. 

oder,  wiBil  mo  =  mmy  OT|=i»»i— i^  m^=zmm~2  u.  s.  w.  ist: 

(2C9S  lO?)"«  cos  mjc  =  «<>  -|-  «i^  cos  2a;  +  m^  cos  4^  + (3) 

und  ebenso: 

(2coB^)""  sin  ma:  =  m^  sin  2a;  -i-  m^  sin  Aar  +  ^g  sin  ^a;  +  ^ . . .  (4) 

welche  für  ;r  ^  —z —  in  die, folgenden  übergehen: 

»     '  •  ■ 

(2sin  -^J"«  cos — =  mo  —  «»i  cos  «  +  «•,  cos  2«  — - . . . .    (5) 

(Ssin  —-)"» wn  ■        — ^  =  «1,  sin« — .«»,  sin2i#  +  iso,  «in3f# — ....  (6) 


In  der  Reihe  (5)  setzen  wir  nun  m  successive  =  0,  1,  2,  3 ... .  bis 
SU  einer  beliebigen  Zahl  n  und  multipliciren  die  entstehenden  Glei- 
ehpugen  mit  +»•,  — «i»  +»«»  — »%  u.  s.  w.,  so  kommt: 


n, 


—  i»j(2sin  |ff#)   sin  ^u 

—  is,(2stn  i«)'  cosf« 
+  i»,(2sin  i»)*  sin  |« 


=  —  #i,(lo  — 1,  C0Sf#) 

z  +  «,(2o  —  2j  cos  u  +  2^  cos  2») 
=  —  *»i(3ö  —  3i  cos  f# -f-  3^  cos 2f# 

—  3,  cos  3») 
-f-  it4(28iu  ^«)*  cos  jtf  =  +  «4(4,,  —  4i  cos  «  -I-  4,  cos  2u 

—  4  g  cos3f#-f-44  cos4ii) 

±  it»(2sin  ^uY  cos    '  ^     =  ±  »«(«•  —  »1  cos  »  + 1»,  cos  2« 

— . . . .  dfc  »»  cos  mt). 

Wenn  wir  jetzt  Alles  addiren  und  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
nach  den  GesiDns  ordnen,  so  wird: 


/" 
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»o  —  «sCMn  \i$y  cosfif  +  «4(2810  |if)^  cos  |m  — . . . . 
—  j»i(2sio  ^)  sin  |«f  +,jt,(28iii  \uy  sio  |ff  — . . . , 

SS  pPq   "^"  Ä|    "T~  «9    ""*  «g     "I  '     •   •    •  • 

+  cof  »(i»i.li— 'i»,.2i-f-i»,,3,  —  «4.4|  +....)f  j7j 
-H  G082»(i»,  .2,  —  jt,  .3,  +  «« .4,  —  !•, ;  5,  •+- . .  .•)] 
+  co83ii(»,.3,  — Jt4.4,+  i»g.5,  —  ««.ö»  +....)' 

H"  C08  IMi  .  IIa  •  IIa 

Der  CoefBcient  eines  Cosinus  cos  pu^  wo  /^  eine  positive  ganze  Zahl 
ist,  würde  sein 

np.pp--  np+i(p  4- 1);»  •+-  np^p  +  2);»  — . . . .    (8) 

Die  Summe  dieser  Reihe  ist  sehr  leicht  zu  jBoden.  Man  bemerke 
zunächst^  dass  fdr  ganze  positive  m  und  r  immer  «Vr  =  «Ni—r,  mit- 
hin die  obige  Reihe  aucb  gleich  der. folgenden  ist: 

I 

np.po  —  ffp+iip  -4-  l)i  +  nfhJHt(p  -f-  2),  — .... 

Drückt  man  hier  np+\j  ftp-k^  n.  s.  w.  durch  Mp  au^  und  setzt  tut 
Poi  (/^  +  l)i>  (f^  +  2)a  n.  s.  w.  ihre  Werthe,  so  ist  unsere  Reihe 
auch 

n  —  p    p-^l    .    (»~y)(fi— y  — 1)    (yHh2)(y-|-l)         I 
ri       »--y    <_  (n-^p)(n  —  p  —  l) 

Die  Grössen  innerhalb  der  Klammer  sind  aber  nichts  Anderes,  als 
die  successiven  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  m  —  p.  Das- 
Aggregat  derselben  mit  wechselnden  Zeichen  genommen  ist  Nnll^ 
sobald  n'^p  ist.    Wir  haben  daher  auch  in  (S);  ' 

,    ^=:inp:pp  —  np^i{p'^\)p'^np^P'^%)pr-,...,  nZ>p. 

Substituiren  wir  diess  Resultat  in  die  Gleichung  (7)  für  ;i  =  0, 
1, 2, 3, .  • . .,  jf  — - 1,  so  findet  sich,  dass  die  CoefBcienten  von  cos  Ov, 
cos  Uf  cos  2« ,  ....  cos  [n  —  \)u  sämmtlich  =  0  sind*.  Der  Coeffi- 
cient  des  letzten  Gliedes  dagegen,  worin  n:=zp  ist,  wird  1,  und 
folglich  geht  die  Gleichung  (7)  in  die  einfachere  über: 

»o  —  «t(Wn  i«)*  cos  |m  4-  iii4(28in  ^Y  cos  |if  — . . . .  ) 
-^  iSi(28ro  \«)  %\jk  im  +  «,(9sin  }»)*  sin  |m  — . . . .  /  (9) 

;??:  cos  MU  ) 

Behandelt  man  ebenso  die  Gleichung  (6),  so  ergiebt  sich: 
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jt,(^io  jt#)  cos  iu  —  «,(2610  ^y  cosi«  -—.... 
—  M,(2siD  jt#)>  sin  |if  +  n^{2aio  i«)*  sin  ^  —  .... )   (10) 

=  8in 


INese  4jileicbungen  sind  es,  deren  Ableitung  gegeben  werden  sollte 
und  welcbe  für  fi=;i:@  in  die  a.  a.  0.  gebrauchten  übergeben. 

Die  Entwickelung  der  Cosinus  und  Sinusreiben  aus  denselben 
ist  in  kurzer  Andeutung  folgende.     Man  nebme  in  Formel  (9)  mm 


X 


m^  aho  !•  z=  — -)  und  setze  diess'in  die  Wertbe  von 


u 


n_  it(if — 1)  n{n  —  I)  (fi  —  2) 

«I—  1»«»»—     1,2     '*»—  1.2.3         »•••• 

« 

so  wird: 

r 

^       x{x  —  tf)/2sin4«^\, 

-    x(x  —  •*)  (a:  —  2m)  (x  —  3t«)/2siii  \u\  ♦ 

1.2.3.4  N     w     /  ' 

.    x{x  —  w)  (ar  —  2fi)/28in  juV    •     . 
1.2.3  Vi«/  * 

Dabei  sind  op  und>if  im  panzen  beliebig  und  nur  der  Bedingung  unter- 
worfen,  dass  —  eine  ganze  positive  ZabI  ist,  welche  aber  von  will- 
kfibrlieber  Grösse  sein  kann.  Zugleicb  ist  klar,  ^ass  die  Reibe  um 
so  mehr  Glieder  haben  wird,  je  kleiner  t#,  d.  b.  je  grösser  -r-  ist. 


X 


Djie  Reibe  (9)  hat  nämlich  »  +  1  Glieder,  folglich  die  obige -—  + i 

Glieder,  eine  Anzahl,  die  immer  zunimmt,  je  kleiner'  t#  wird.    Ijas- 
sen  wir  endlich  u  zur  Gränze  0  übergehen,  so  ist 

.  .     2sin  4««        -  .     sin  Äf0        f 
Lim =_ -- Lim  «--i«  :^  l 

u  i*f 

folglich  auch 

ferner  haben  wir  dann 

cos  ^  =  cos  ^  U.  S.   W =1    "^ 

sin  ^u  =  sin  \u  u.  s.  w.  ....  =  0, 
und  wenn  wir  auch  in  den  Coefficienten  t#z=:0  nehmen: 

COS*=l-^-»-j;^-....       (11) 


330 

und  diese  Reibe  ist  jetzt  eine  unendlicbe,   weil  die  Gliederanzahl 

1-1  unendlich  geworden  ist. 

Durch  Anwendung  des  nämlichen  Verfahrens  auf  die  Gleichung 
(10)  erhält  man  ebenso  leicht: 

sin^— ^         1.2,3  "^1.2. 3.4:5  "*••••     ^*^^ 

Im  systematischen  Vortrage  der  Analysis  bietet  die  vorige  Dar* 
Stellung  den  Vortbeil  dar,  dass  sie  den  natürlichsten  tJebergadgs- 
punkt  in  das  Gebiet  der  imaginären  Grössen  bildet*  Man  kennt 
schon  die  Reihen 


1.2      '    1.2.3.4 

/ 


2»  1        1.2.3    '    1.^.3.4.5 

und  braucht  in  denselben  nur  az=K — 1  zu  nehmen,  um  sogleich 
zu  den  Formeln  zu  gelangen: 

^ =  cos  ^.  ,  ^ =  sin^, 

2  2V—i 

■  ,  ■ '.«  •  ■ 

aus  welchen  man  wieder  die  folgenden;: 

^^^—i  z=  cos  a;  +  K  —  1  sin  .JT,  e—^^—^  =  cos  a:  —  V —  1  sin  a: 

ableitet.    Setzt  man  hierauf /^o:  für  fi^  so  ergiebt  sich  ganz  allge- 
mein  für  jedes  (i  die  Gleichung: 

(cos  a:  ±  V^ —  1  sin  .r)^  =  cos  fia:  zfc  v —  1  sin  fia:, 

von   der  man   gewöhnlich  auszugehen   pflegt ,   um  die  Cosinus  und 
Sinusreibe  aufzufinden. 


sai 


XXV. 

Nachtrag  zu  der  Abhandlung  Tlil.  \.  No.  XVIII. 

Von 

Herrn  Fr,  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gyiuuasium  zu  Heiligenstadt. 


Nacbdem  die  Abbandlang  Tb.  V.  No.  XVllf.  schon  abgedruckt 
war,  hat  mir  der  Herr  Verfasser  dieser  Abbandlünff  den  folgenden, 
nach  seiner  eigenen  Aeusserang  ,,zi^ei  Wesentliche  Verbesserungen" 
enthaltenden  Nachfrag  zu  derselben  gesiind't,  pod  rückstchtlich  der- 
selben die  Bestimmung  gegeben^  dass  die  mit  A.  bezeiclmete  Ver- 
besserung die  Stelle  von  §.  6.  1—2  (exclus.) .  und  die  mit  B.  be- 
zeichnete Verbesserung  die  8telle  der  unmittelbar  auf  §.  7.  3.  fol- 
genden Betrachtung  und  der  SaVie  4.  und  5.  einnehmen  soll. 

G. 


1.  Wenn  in  einer  Ebene 
zwe^i  Involutionen  von 
Punkten  und  ausserdem 
ein  beliebiger  Punkt  gege- 
ben sind,  einen  Kegel- 
schnitt zu  finden,  welcher 
durch  diesen  Punkt  geht, 
und  tür  welchen  die  zuge- 
ordneten Punktenpaare  je- 
ner beiden  In volutionen  zu- 
geordnete harmonische 
Pole  sind. 

Auflösung.  Sind  die  Gebilde 
beider  Involutionen  ungleichlie- 
gend, so  suche  man  deren  Haupt- 
punkte und  sofort  einen  Kegel- 
schnitt Sl,  welcher  durch  diese 
vier  und  durch  den  gegebenen 
Punkt  geht;  so  ist  31  der  verlangte. 
In  jedem  anderen  Falle  dagegen 
verbinde  man.  den  gegebenen 
Punkt  a  mit  zwei  zugeordneten 
Punktenpanren  tt,  a';  b,  b'  und 
«1»  ä'i  ;  ^n  Vi  einer  jeden  der 
zwei      gegebenen     Involutiooen 


1.  Wenn  in  einer  Ebene 
zwei  Involutionen  von 
Strahlen  un.d  ausserdem 
eine  beliebige  Gerade  ge- 
geben sind,  einen  Kegel- 
schnitt zu  finden,  welcher 
diese  Gerade  berührt,  und 
für, welchen  die  zugeordne- 
ten Strahlenpaare  jener 
beiden  Involutionen  zuge- 
ordnete harmonische. Pola- 
ren sind. 

Auflösung.  Sind  die  Gebilde 
beider  Involutionen  ungleichlie- 
gend, so  suche  man  deren  Haupt- 
strahlen und'  sofort  einen  Kegel- 
schnitt $1,  welcher  diese  vier  und 
die  gegebene  Gerade  berührt;  so 
ist  3j[  der  verlangte.  In  jedem 
anderen  Falle  dagegen  suche  man 
auf  der  gegebej]<*n  Geraden  ji 
das  gemeinschaftliche  Paar  zu- 
geordneter Punkte  zweier  Invo- 
lutionen, welche  durch  die  Durch- 
schnitte a,  a';  hfV  und  a^ta\'^ 
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durch  die  Geraden  a^  a'\  6,6' 
und  <i| ,  o'i ;  ^1 ,  6\  und  suche 
das  ffemeinschaftlicbe  Paar  zu- 
geordneter Strahlen  e,  ^  zweier 
Involutionen,  welche  durch  a^  o'; 
b^  U  und  a\,  tf', ;  b^,b\  bestimmt 
werden;  so  sind  diese  Strahlen 
e,  €^  nach  f.  3.  5.  nothwendig 
vorhanden.  Sodann  suche  man 
in  den  gegebenen  Involutionen 
diejenigen  Punkte  (|9(|i9  wielche 
dem  Durchschnitte  p  ihrer  Ricb- 
tungslinien  8,  S^  zugeordnet 
sind,  verbinde  diese  Punkte  mit 
einander  durcb  eine  Gerade  P 
und  die  Punkte  B^ ,  B^ ,  wo  P, 
von  ^,  e  geschnitten  wird,  mit 
je  zwei  zugeordneten  Puokten> 
paaren,  a,  a';.  b,  V\  C,  c'.;  b,  b' .  • . . 
irgend  einer  der  gegebenen  In- 
volutionen    durch    die    Geraden 

so  schneiden  sich  die  letzteren 
paarweise  auf  dem  Umfanfi^e  des 
verlangten  Kegelschnittes  SL 


bi ,  b',  der  Geraden  A  mit  zwei 
zugeordneten  Strablenpaaren  a, 
a';  b^b*  und  a^ ,  a\  ;  o^ ,  b\  ei^ 
ner  jeden  der  zwei  gegebenen 
Involutionen  bestimmt  werden: 
so  sind  diese  Punkte  e,  e'  nach 
§.  3.  5.  nothwendig  vorhanden.- 
Sodann  suche  man  in  den  gege- 
benen Involutionen  diejenigen 
Strahlen  g^  q^ ,  welche  der  Ver^ 
bindungslinie  P  ihrer  Mittelpunkte 
«,  «1  zugeordnet  sind,  verbinde 
den  Durchschnitt  p  dieser  Strah- 
len  q ,  q^  mit  den  Punkten  e,  e' 
durch  die  Geraden  A^ ,  A^  und 
endlich  die  Punkte  a,,b|,Ct,b|.... 
ä'i>  J>'i>  c',,  b'i  ....,  wo  A^  von 
den  Strahlen  a,  b,  c,  d,..,  a\ 
b\  c',  r/' . . . .  irgend  einer  der  ge- 
gebeneu Involutionen  geschnitten 
wird,  mit  den  entsprechenden 
Punkten  ttajb,,  C,,  b,  .  •  • .  a^yb',, 
c'a,  b'a  . . . .,  wo  A^  von  den  zu- 
geordneten Strahlen  af,b\d,d^,... 
a,  b^  c^  d  ... ,  derselben  Involu- 
tion geschnitten  wird,  durch  ge- 
rade Linien,  so  sind  diese  die 
Tangenten  des  verlangten  Ke- 
gelschnittes 9. 

Beweis  (links).    Da  ^,(iar,,  ^,,  c,,  d^  ....)  =  jS^(a,  b,  C,  b. . . .) 

=  Ä'(a',  b',  C',  b' .  .  . .)  =  -^»(»a?  ^35  ^a>  f^^ )  'St,   so  ist 

^i(^i>  ^1»  ^i>  ^1  ....)  =  ^2(^2»  ^25  <^2>  Ä^a  ....)» 

also  liegen  die  Punkte  ^,,  ^2  und  die  Durchschnitte  von  #»,,  a, ; 
^,,^2  ....  auf  einem  Kegelschnitte, Sl;  und  du  auch  die  Geraden 
B^B^^  B^p\  B^ps  B^B^\  e^  e  entsprechende  Strahlenpaare  von 
^,,  B^  sind,  so  muss  %  die  Geraden  ß^p  und  B ^p  \n  den  Punk- 
ten B^ ,  ^,  berühren  und  auch  durch  den  Punkt  B  gehen.  Be- 
dient man  sich  zur  Construetion  von  %  der  Punktenpaare  Cl, ,  a',  ; 
f^i9^'i9  ^i)  ^'1 )  ^19  ^'1  ••••)  so  fällt  der  neue  Kegelschnitt  init  dem 
vorigen  zusammen,  indem  beide  den  Punkt  B^  die  Tangenten  B^p, 
B^p  und  deren  Berührungspunkte  gemein  haben.  Da  nun  p  der 
harmonische  Pol  von  P  für  %,  ist,  also  jP  durch  die  harmonischen 
Pole  von  S,  S^  für  Sl  geht,  so  sind  nach  §.  4.  2.  die  Punktenpaare 

a,  a';  b,  b';  C,  C';  b,b' ....  und  0, ,  o'i;  bi,  b',;  C,  ,  c'i ;  bj,  b'» 

zugeordnete  harmonische  Pole  für  3(. 

Vertauscht  man  den  Punkt  B  links  ynd  die  Gerade  A  rechts 
nach  und  nach  mit  anderen  Punkten  und  Geraden,  ohne  die  gege- 
benen Involutionen  zu  ändern,  so  erhält  man  links  ein  System  von 
Kegelschnitten  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen  Sekanten 
S ,  S^,  und  rechts  eines  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen 
Tangeutendurchschnitten  «,  «,,  welche  reell  oder  ideal  sind,  jenaeh- 
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dkm  die '  gegebenen  Involutionen  aus  ungleichliegenden  oder  ans 
ffleicbliegenden  Gebilden  besteben.  Jeder  Punkt  oder  jede  Gerade 
m  der  Ebene  eines  solchen  Systemes  gehört  einem  der  dasu  ge- 
hörigen Kegelschnitte  an;  hieraus  und  aus  §.  5.  ergiebt  sich: 

2.  2. 


B. 

Eine  beliebige  Gerade  A  werde  von  der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante S  der  Regelschnitte  9,  93,  S>  Z)  • . . .  im  Punkte  ^^  und  von 
den  harmonisehen  Polaren  tf^b'^d^d,,.,  ihres  gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschnittes  9  in  den  Punkten  a,  .16,  c,  b  •  • . .  geschnit- 
ten,  wobei  vorausgesetzt  wird ,  dass  a^  b\  c\  (F  ,.  * .  durch  einerlei 
Punkt  ;i  geben;  es  seien  a,  ö^  c,ä .,,,  die  harmonischen  Polaren 
der  Punkte  a,  (,  C,  b  . . . .  für  91,  9,  S,  Z) . . .  •  >  welche  also  sämmt- 
lich  durch  s  gehen,  müssen;  und  a^y  ^j,  c,,  </i  ....  seien  die  Strah- 
len, welche  von  s  nach  a,  b,  C,  b  ....  gehen;  endlich  seien  a%  ö'\ 
tPy  if^ ....  die  harmonischen  Polaren  des  Punktes  ^  für  9,  ^,  S, 
2)  •  •  •  M  welche  also  sämmtlicb  durch  einerlei  Punkt  H'  der  gö- 
meinschaftlicben  Sekante  S  und  einzeln  durch  die  harmonischen 
Pole  Of  ß,  y^  d , . , .  von  S  für  $(^  93,  S,  2) .  • . .  gehen  müssen.  Diess 
Vorausgesetzt,  so  schneiden  sich  je  zwei  Strahlen  a^n^id,  l^^c^c"; 
dyd'' ,...  im  harmonischen  Pole  der  Geraden  ji  für  9[,93,S,  Z).... 
Aber  die  Strahlen  a,  6^  c,  ä ,,,,  bilden  einen  Strablbnschel  s  oder 
^y  welcher  mit  dem  von  it,,  ^|,  c,',  </|  • .  • .  gebildeten  Strahlbüschel 
^1  involutorisch  ist,  indem  je  zwei  Strahlen  a^ifi^  b^h^  ....  zu* 
geordnete  harmonische  Polaren  von  9  für  sämmtliche  Kegelschniite 


also  ist  auch  B{a,  ö,c,d....)=±  B"(a\  f/\  c'\  d' ... .).  Bedenkt 
man  nun  noch,  indem  man  die  Durchschnitte  von  8  und  derjenigen 
Strahlen  von  B^  welche  den  Strahlen  9py9^  des  Strahlbüschels  B^ 
entsprechen,  mit  g^  ^,  bezeichnet,  dass  in  den  Strablbüscheln  B^ 
B^^  jET,  B^  der  Reihe  nach  sich  die  Strahlen  «^,  9p^  9p ^  B"9  und 
^19  '^>  pAi'B^^  entsprechen,  so  erhält  man  links,  und  ähnlicher 
Weise  rechts,  den  Satz: 

4.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentend'urchschnitt  gemein, 

80    liegen    a)     die     harmo- 
Dishen   Pole  einer   beliebi- 


gen Geraden  ihrer  Ebene 
in  Bezug  auf  alle  diese 
Kegelschnitte  auf  den  Um- 

^.»      'v  • vr 1 


fangen        zweier        Kegel-    neue  Kegelschnitte,  welche 


schnitte,  welche  die  ge- 
meinschaftliche Sekante  in 
den  nämlichen  zwei  Punk- 
ten schneiden,  und  welche 
beide  durch  den  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
dnrchschnitt    gehen.       Der 


so  umhüllen  a)  die  harmo- 
nischen Polaren  eine«  be- 
liebigen Punktes  ihrer 
Ebene  in  Bezug  auf  alle 
diese     Kegelschnitte     zwei 


die  nämlichen  zwei  Strah- 
len des  ffemeinscbaftlicben 
Tangenten  durch  Schnittes 
und  beide  die-gemeinschaft- 
liehe  Sekanteberühren.  Der 
eine  von  jenen  zwei  Strah- 
len ist  die  der  Verbindungs- 
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linie  jenes  Punktes  und  des 
gemeioschaftlicheof  Tan- 
gentendurcbschoittes  zu- 
geordnete barmoniacbe  Po- 
lare;  der  andere  geht  nach 
demjenigen  Punkte  der  ge- 
meinscbaftlichen  Sekante, 
dessen  zugeordneter  bar- 
moniscber  Pol  auf  jener 
Verbindungslinie  liegt.  Der 
eine  dieser  beiden  Kegel- 
scbnitte  berübrt  die  ge- 
meinscbaftlicbe  Sekante  in 
dem  einen,  der  andere  in 
dem  anderen  der  beiden. 
Punkte,  in  welcben  die  bar- 
moniscben  Polaren  des  ge- 
meinschaftlicben  Tangen- 
tendurcbsjcbnittes  für  die 
betreffenden  Gruppen  von 
Kegelschnitten  conyergi- 
ren.  Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte,  welche  deo 
verschiedenen  Punkten  in 
der  Ebene  der  ersten  Scbaar 
entsprechen,  eine  und,  die- 
selbe Tangente  gemein  und 
berühren'  dieselbe  in  dem 
einen  oder  dem  anderen  von 
zwei  festen  Punkten,  c)  Un- 
ter diesen  befinden  sieb  auf 
solche,  weiche  paarweise 
von  den,  einerlei  Ricjitung 
zugeordneten  Durchmessern 
aller  Kegelschnitte  der  er- 
sten Scbaar  umhüllt  wer-" 
den,  indem  sie  den  unend-. 
lich-entfernten  Punkten  der 
verschiedenen  Geraden  der 
Ebene  entsprechen. 

(Der  nun  folgende  Satz  5.  nebst  der  beigefügten  Note  ist  weg- 
zulassen.) 


eine  von  jenen  zwei  Punk- 
ten ist  der  dem  Durch- 
schnitte jener  Geraden  und 
der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante zugeordnete  barmo- 
niscbePol;  der  andere  liegt 
auf  demjenigen  Strahle  des 
gemeinschaftlichen  Tan- 
genteodurchschnittes,  des- 
sen zugeordnete  harmoni- 
sche Polare  nach  jenem 
Durchschnitte  geht.  Der 
eine  dieser  beiden  Kegel- 
schnitte berührt  im  gemein- 
schäftlichen  Tangenten- 
durchschnitte die  eine,  der 
andere  die  andere  der  bei- 
den Geraden,  welche  die 
harmonischen  Pole  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
für  die  betreffenden  Grup- 
pen von  Kegelschnitten  ent- 
halten. Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte,  welche  den 
verschiedenen  Geraden  in 
der  Ebene  der  ersten  Scbaar 
entsprechen,  einen  und  den- 
selben Punkt  gemein  und 
berühren  in  diesem  Punkte 
die  eine  oder  die  andere 
von  zwei  festen  Geraden, 
c)  Unter  diesen  befinden 
sich  auch  !£wei  Kegel- 
schnitte, welche,  indem  sie 
der  unendlich  -  entfernten 
Geraden  der  Ebene  etat- 
sprechen,  die  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte  der  er- 
sten Scbaar  enthalten. 
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üebangsaufgaben  für  Schüler. 


Tod  dein   Herrn   Doctor  Schlömilcli,  Privatdocenten   an 

der  Universität  zu  Jena. 

1)  Sei  das  gleichscbenkliche  Dreieck  MIS/0  (Tuf.  IV.  Fig.  6.) 
^  ProGI  eines  geraden  Kegels,  AB  das  einer  ihn  schneidenden 
Ebene.  Der  Schnitt  sei  so  geführt,  dass  die  entstehende  Durcb- 
•cknittfigur  eine  Ellipse  bildet,  von  welcher  Aß  die  grosse  Achse 
Stellt.  Die  zur  Construction  der  Ellipse  noch  nöthige  kleine 
Achte  findet  man  durch  folgendes  Verfuhren:  Man  hnlbire  AB  in 
C  nnd  siehe  durch  diesen  Punkt  eine  Gerade  parallel  OP.  und  eine 
iweite  parallel  il#A^,  welche  letztere  die  Gerade  OP  in  G  und  MO 
iB  H  schneidet.  Mit  Gif  als  Halbmesser  beschreibe  man  aus  G 
ils  Mittelpunkt  einen  Kreisbogen,  der  die  durch  C  gezogene  Senk- 
itchte  in  K  schneidet;  CK  ist  dann  die  kleine  Halbachse  der  El- 
lipse. Nimmt  man  also  C D  z=.  CE ^=l  CK  ^enkr^eht  au^  AB,  so 
Wt  man  in  AB  die  grosse,  in  IJß  die  kleine  Achse  der  entstan- 
denen Ellipse,  die  nun  Idfcht  gezeichnet  werden  kann. 

Wie   fässt    sich    die    Richtiofkeit   dieses    Verfahrens   beweisen? 
Welche  Hodification  tritt  ein,  wenn  der  Kegel  ein  schiefer  ist! 

2)  In'fTaf.  IV.  Fig.  7.)  stelle  die  gezeichnete  Curve  eine  gleich- 
zeitige Hyperbel  dar;  von  einem  Punkte  P  derselben  sind  nach  den 
Bndpunkten  A  und  B  der  Achse  die  Geraden  AP^  BP  gezogen. 
Errichtet  man  in  einem  beliebigen  Punkte  M4er  verlängerten  Achse, 
'Reicher  aber  zwischen  B  und  Q  liegt,  eine  Senkrechte  MJVj  wel- 
che von  AP  und  BP  in  B  und  C  geschnitten  wird,  so  ist  ^  PCD 
^LPAB  und  folglich  auch  LPBC-szLPBA.    Wie  lässt  sich 
4iesa  zeigen?     (Beide  Sätze  sind  sehr  leicht  zu  beweisen,   wenn 
^Hn  ihnen  eine  projectivische  Bedeutung  abgewinnt.) 


Algebraische  Sätze,  welche  zu  beweisen  sind. 

Für  jede  ungerade  Zahl  ^  1  ist 

*  2^      •*"*  2»T5«  •'"" " 


336 

nnd  für  jede  gerade  Zahl  ^0: 


*- 


3» 


1 

T 


»»•5' 


«»  — 1 


Beide  Reiben  werden  so  weit  fortgesetzt ,  bis  sie  von  selbst  al 
^recben• 


Einige  BerichtiguDgeD  zu  Theil  lY. 


S.  187.  Z.  1.  statt  cos  /f  s.  m.  cos  /• 

S.  191.  Z.  6.     „     Reflexion  s.  m.  Refiraction. 


Bericbtigungen  zu  der  Abhandlung  Ne.  XXXII.  von 

Herrn  Dr.  B.  G.  Björling. 

S.  293.  Z.    1.  V.  u.  statt  U,,  und  V,,  s.  m.  u,,  und  tf,^ 
296.  Z.    1.  V.  u.    „    (1  +  Vi^i)'  s.  m.  (l-f-Vi^i)** 

'itl  — ^a^jy"  s.  m.  ^{(1  — 4a»)9)". 
iJl+4a*W'  s.  m.  i|(l-f-4a»X. 
flfa  s.  m.  da. 
2^  s.  m.  2^^'". 
f,     ff,  s.  m.  f,  —  ff,. 
=  c^  s.  ni.  =  0, 

t€=  S.  Dl.  faz= — . 

(44)  s.  m.  (42). 

^y- piano  s.  m.  ^x- piano. 
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XXVII. 

lieber  die  Theorie  des  Dipleidoseops. 

Von 

Herrn  Gnstav  Schmidt 

zu  Wien« 

(Von  Herrn  Director  C,  L.  y.  Littrow  in  Wien  dem  Herausgeber  zur 

Aufinaiime  in  das  Archiv  mitgetheilt.) 


:  Dms  TOD  B.  Dent  in  London  (82,  Straiiil)  «ngegebene  Di«, 
pleidoscoi)  ist  so  einfach  in  seiner  Anwendung  uod  verspricht  so 
genaue  Resultate,  dass  man  eine  allgemeine  Einfübruog  dieses  Mit- 
tels, die  Zeit  zu  bestimmen,  mit  Zuversiebt  erwarten  kann.  Es 
beatebt  dasselbe  bekanntlich  in  einen  von  drei  plan  -  parallelen 
Glasplatten  gebildeten  gleichschenkligen  Prisma,  das  wir  hier  der 
Einfmcbheit  wegen  zugleich  als  rechtwinklig  annebmen  wollen;  es 
bilden  sich  so  von  jedem  leuchtenden  Punkte,  der  vor  der  Hypo- 
tenusen-Fläche sich  befindet,  zwei  reflectirte  Bilder,  deren  eines  von 
dieser  Hjpotennsenfläche  des  Prisma's  zurückgeworfen  wird,  und 
deren  anderes  durch  doppelte  Reflexion  an  den  Kathetenflächen 
entsteht.  Diese  beiden  Bilder  werden,  wie  aus  der  Natur  der  Sa- 
cbe  bervorgebt,  sich  bei  einer  gewissen  Bewegung  des  leuchtenden 
Gegenstandes  immer  gegen  einander  bewegen  oder  sich  von  einan- 
der entfernen,  uird  somit  auch  in  einer  gewissen  Lage  dieses  Ge- 
genstandes sich  decken.  Ist  nun  ein  solches  Prisma  einmal  z.  B. 
in  Bezug  auf  den  Meridian  richtig  aofgißstellt,  so  erfolgt  die 
Deckung  auch  immer  wieder  zur  Zeit  des  wahren  Mittags.  Da 
eine  sotche  Deckung  mit  grosser  Schärfe  beobachtet  werden  kann, 
und  selbst  die  Bewaffnung  des  Auges  mit  einem  Fernrobre  erlaubt, 
da  ferner  die  Vorrichtung  bei  ihrer  Kleinheit  durchaus  keinem 
scbädlicben  Einflüsse  der  Temperatur  unterliegt,  so  kommen  dem 
Dipleidoscope  die  Vorzüge  eines  Gnomons  in  erhöhtem  Maassstabe 
SU,  obae  dass  es  deshalb  seine  Ifaebthelle  besSsse. 


TImU?» 


22 
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■  ■    «     ■ 

Unter  diesen  Umständen,  glaubten  wir^  wunde  ein  BBal^tiscber 
Beweis  für  die  Theorie  dieses  Instrumentes^  die  sich  übricrens  aucb 
auf  elementarem  Wege  entwickeln  lässt,  nicht  ohne  Interesse  sein. 

£s  handelt  sich  aber  hier  um  folgenden 

\ 

Lehrsatz. 

Bei  eiaem  geraden  Prisma  von  gleichschenkliger 
rechtwinkliger  Basis  decken  sich  die  beiden  Sonnen- 
bilder zur  wahren  Mittagszeit,  unabhängig  von  der  Höbe 
der  Sonne,  wenn  die  Hypotennsenfläche  senkrecht  auf 
dem  Meridian  steht,  und  die  Seitenkanten  parallel  zo> 
der  Ebene  desselben  liegen. 

Beweis. 

Es  sei  (Tafv  IV.  ?i|f.  1.)  4ie  Eben«  XZ  parallel  Ett«  Meridian. 
Das  Prisma,  dessen  Basis  ABC  sei,  stehe  senkrecht  auf  der  Ebene 
X  F,  und  so ,  dass  die  Vorderfläche  ABA*B  mit  der  Ebene  YZ^ 
und  die  Kante  AA*  mit  der  Axe  AZi  zusammenfalle.  Man  hat  nun 
aus  Taf.  IV.  Fig.  2.  die  Gleichung 

'  » 

IAB  • . . .  ^  =  0 
BC ,,.,  sn-^-y^za 
AC  ,,^^a: — y  =  0. 

Die  zur  Ebene  XZ  parallelen  Licbtstiablen.,  welche  die  Sonne  im 
Meridian  auf  das  Prisma  wirft,  sollen  unter  dem  Winkel  a  gegen 
die  Halbaxe  der  positiven  a:  geneigt  sein.  Führen  wir  einen  der- 
selben durch  dcfn  willkübrlichen  Puakt  (Si^C)»  ^^  ^ind  seine  Glei- 
chungen: 

Dieser  LichUtrabl  1)  Mshoeidet  die  Ebene  o?  ss:  0  ia  den  Ptiakte 
Die  Linie  1)  kanii  daher  auch  so  ausgedrückt  werden: 

>     •    •    •    •         M.f% 

«-!— Xi  =;r  tg  a) 
Es  ist  leicht  eimHselien.,  4mb  dieser  LicbtstinU  1)  in  der,  Itinie 


iiS=->-*^tgay 


von  der  Ebene  FZ  oder  ^  =s  0  refleolift  wesd^^  aomit  wird  auch 
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ein  sn  1)  paralleler  LicbUtrahl»  der  die  Ebene  «  =  0  in  Punkte 
(y^x*^  trim,  von  dieser  spiegelnden  Fläche  in  der  Linie 

ceflectift. 

Es  sind  nun  die  folgenden  allgemeinen  Angaben  eininscbalten, 
L    Aaf  die  durch  den  Pnakt  (jr>V)  gelagte  Ehen« 

IM  Punkte  (a/y^ssf)  ein  Perpendikel  xu  errichten. 
Man  erhält  leicht    * 


als  Gleichnngen  des  verlangten  Lothes. 

II.     Den   Neigungswinkel   S  zweier   sich  in   Punkte 
(^ly'xO  schneidender  Geraden 


ansvii'eben.^ 

Dieser  wird  gegeben  durch 


cos 


<r= 


V^(l  +  ^»  ^  if »)  (1  ^  ^t  ^ /FT/ 


IIL    Durch  zwei, sieb  sebneidande  Gerade  /#  und  £/ 
eine  Ebene  zu  legen     * 
Diese  ist: 

Yerfolgen  wir  nun  den  Lichtstrahl  1)  weiter,  so  finden  wir, 
daas  er  die  Ebene  ^-t-y=^«  trifft,  wenn  nur  S,  17,  i  schiekUeh 
gcwiUt  sind,  und  «war  iai  Punkte: 


Wir  liinaB  dia  Glaiahmgen  1)  «ad  w^ißtsLa  im  FmpmIii  L, 
IL,  UL  hewcr  anpaasai,  wcaa  wir  ihaea  die  Gestalt  gekaai 


sie 

y-i^^"^  (....,1) 

und  der  Ebene 

Im  Durdbsclmittspiuikte  (a^y«')  errichte«  wir  ^n  Lotb  auf  die  Ebene 
BC.    Dieses  ist  nach  I. 

Durch  dieses  Loth  und  die  Linie  1)  legen  wir  eine  Ebene,  uns 
der  Formel  III.  bedienend,  erhalten  wir  als.  Gleichuog  derselben: 

—  (Är-Är')tg«4.(y— yOtga  +  (»  — »0  =  0....     4) 

Wir  müssen  nun  noch  den  Neigungswinkel  des  Lothes  gegen  die 
Linie  1)  kennen  lernen.    Dieser  wird  gemessen  durcli 

*       *  COS  a 

1 

Man  muss  jetzt  eine  Linie  durch  (s^y'%')  m  der  Ebene  4)  ziehen, 
welche  mit  dem  Einfallslothe  den  Winkel  360^  —  i  einschließet 
Diese  Lpnie  sei: 

%  —  x'=B{a:  —  jt')S 

»     ■  I  ■ 

I 

Zur  Bestimmung  von  A  und  ß  hat  man 

—  tga4^^tga  +  i7=0 


und 


woraus 


und 


cos  a  ^^ l^A 


folgt.    Man  hat  also  entweder 

J  =  0       )       ^       ^  =  00 
^  >     oder  , 

Ä=tga(  Ä=s  — ^tgirj 

Die  beiden  ersten  Werthe  verwandeln  5)  in  1),  also  gehören  die 
letzteren  dta  ansfi^lienden  Strahle -an  ^  tind  seine  vleichfungen 
sind  somit:      '  ■       ^  .  .  »        ,      ' 
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■ittin  aoeb 


«  —  »'=— •-4(^^  —  0?')  tgo{  ....    5) 


m' 4a  y — ^  oicht  op  ist,  muss  ^  —  ;r'  =  0  sein.  Die  endlichen 
Gleichungeo  des  von  dem  Spiegel  ßC  rellectirten  Strahla  sind 
diker: 


• .  •  •    5) 


«— V=  — (y  — y')tgo 
Diinr  SiraU  5)  triffil;  di«  Ebene  ^C  oder  ^  — yssO  im  Punkte: 


./' 


y^  =  o?*  I     oder    y^  =  a  —  1?   . 

Ca  aninieigen,  dass  dieser  Punkt  (^'V'*")  4^>*  ^^^^^  ^)  ^d<^  ^^i^ 
BbsBO  ^  — y==0  angehöre,  geben  ^ir  den  Gleichungen  folgende 
Vorm: 

-    -»  /         ^.  ....  5)   und^C....(a?— *")-(y-y")  =  0. 

*-*»=-(y-y')tgaj         '  . 

Dm  Binfolliloth  im  Punkte  (^y"«")  ist: 

»—»"=0 

('•gt  man  dnrcb  dieses  Loth  und  die  Lioie  5)  eine  Ebene,  so  er- 
■Ut  ntsn: 

(4f-4r^)tga  +  (y-yOtg«-l-(«  — »'^==0....    6) 

l^r  Neigungswinkel  des  Einfallslotbs  gegen  5)  ist  gegeben  durcb: 

1- 


cos  3= 


cos  o 


&  iit.  jetit  nur  noch  übrig,  eine  in  der  Ebene  6)  liegende  Gerade 


y-y"=^(a;-ar") 


•...    7) 


tt  liehen,  deren  Winkel  mit  dem  Lothe  durch 


cos 


d=z 


cos  a 

TT 
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bestimmt  ist.    Man  erhält 

n  /t     .       >#\  A  COS  « l^  J 

also 

l  +  A^^tA  sin  «»=1—^-^  +  ^%, 

W4MrauB;Swei  Aiifl&uiBgeii : 

folgen 9  Ton  weldi«n  die  iweite  dem  einfallenden,  sosik  die  «n 
dem  ausfallenden  Strahle  angehört.  Die  Gleichungen  des  vom  Spi 
gel  AC Ah%  zweite  Mal  reflectirten  Strahles  sind  daher: 

»  —  »"  =  — (ar  —  ar")tgaj  

Dieser  trifflfc  die  Glasfläche  ^=sO  im  Punkte 

»'"  =  »"  +  ^"  tg  a. 

Führt  man  in  7)  die  Grössen  a!"y  y'",  «'"  statt  ^',  y",  %"  ein , 
erhält  man 

y-^''=«  1....    7) 

Ä  — «'^  =  —  ^tgal 

Dieser  zweimal  reflectirte  Stmbl  7)  fallt  daher  mit  dem  einmal  i 
flectirten  Strahle  3): 

%  —  %"  =  —  opiga 
genau  zusammen,  was  zu  beweisen  war. 
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XXVIII. 

lieber  die  Theorie  d^s  Dipleidoscops. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  in  der  vorbergeheoden  Abhaodlang  *")  gegebene  sebr  eia- 
facbe  Analysis  bat  mich  zu  eioigea  allgemeineren  Betrachtungen 
aber  das  Dipleidoscop  veranlasst,  welche  ich,  um  zugleich  dem  Hrn. 
Verfasser  dieser  Abhandlung  das  Interesse  zu  beweisen,  mit  dem 
icb  dieselbe  gelesen  habe,  und  denselben  zu  weitei^en  Mittheilungen 
SB  ermuntern,  in  dem  vorliegenden  Au&atze  mittbeilen  werde. 

I. 

Wir  wollen,  allen  unseren  folgenden  Untersuchungen  ein  recht- 
winkliges Coordinatensjstem  der  acy%  zum  Grunde  legend,  zuerst 
einige  allgemeine  Betrachtungen  über  Strahlen  anstellen,  welche 
auf  eine  auf  der  Kbene  der  a>y  jenkrecbt  stehende  Ebene  fallen 
und  von  derselben  reflectirt  werden. 

Die  Gleichung  einer  jeden  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  ste- 
henden Ebene  hat  be,kanntlich  die  Form 

1)    u4ar+Äy+ C=0. 

Die  Gleichungen  eines  diese  Ebene  in  dem  Punkte  {fifjr)  treffenden 
Strahls,  wo'  also 

istj  seien 

^     cosa  cos/}  cos}^' 

wo  a,  /?,./  die  180**  nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen  sol- 
len, welche  der  als  von  dem  Punkte  (pqr)  ausgehend  gedachte 
einfallende  Strahl  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  detf  Punkt 
(/9^)  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen  einschliesst. 

Die  Gßichung  der  durch  den  ein  fellenden  Strahl  gelegten,  also 
durch  den  Punkt  i^pqr)  gehenden,^  auf  der  gegebenen  Ebene  1) 
senkrecht  stehenden  Ebene  sei 

4)    A\a:^p)^»{y^q'S^V{%^r)  =  ^. 


*)  Ohne  diese  Abhandlung  vorher  gelesen  zu  habeii^  wird  die  vorliegende 
nicht  cani  verständlich  sein. 
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Da  in  dieser  Ebene  der  einfallende  Strahl  liegt,  so  ist  wegen  der 
Gleichungen  3)  für  jedes  a: 

(Ä  cos  a  +  iff'  cos  /?-+•  C  c#a  y)  (^  — ;>)  =  0, 

also  ' 

5)    A'  cos  a  +  Ä'  cos  /9  +  C  cos  y  =  0. 

Da  ferner  die  Bbene  4)  auf  der  Ebene  1)  senkrecht  steht^  so  ist 
nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

6)    ^^'  +  J?Ä'  =  0. 

Um  also  die  Gleichung  der  durch  den-  einfallenden  Strahl  3)  geleg- 
ten, auf  der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene  zo 
finden,  muss  man  die  Grössen  A\  B*^  C  aus  den  drei  Gleichdngea 

A*  cos  a-^  B'  cos  ß+  C  cos  y  =  0, 

eliminiren. 

Multiplicirt  man  zu  dem  Ende  diese  drei  Gleichungen  nach  der 
Reihe  mit 

(y  —  ?)  cos  a  —  (o?  —  />)  cos  /?,    , 

A  cos  ß — ^  cos  a; 

und  addirt  dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält  man 

(Ä(^  — /!)  — ^(y  — ^))  eis  y|  ^,_Q 
-^{A  eo9ß  —  B  cos  a){%  —  r)     \ 

und  folglich,  wenn  nicht  C'  =  0  ist: 

7)      lB{a:'-p)'-A(y'^f)\coBr)^^ 
+  (A  cos  ß  —  B  cos  a){»  —  r)     i 

Wenn  6"  =  0  ist,  so  hat  man  nach  dem  Obigen  die  drei  Glei- 
chungen 

AA'-^BB'^Q, 

^' cos  a  +  Ä' cos /J  2=  0, 

aus  denen  man  leicht  die  beiden  Gleichungen 

{A  coBß-^  B  cos  ayAz=:  0, 

so  wie  auch  die  beiden  Gleichungen 
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f 

erhält.    Ist  nun  «icht  mgleicb  ^  =  0  and  ß^=sO,  sor  ist     - 

A  cos  ß-^A  cos  a  =  0, 

i?(;r  — /!)  — -.i(y  — y)  =  0; 
also  aach 

8)      |Ä(^-;,)-^(y-.^)f  cos;^)  _^^  • 
+  {A  cos  ß  —  ß  cos  a)  («  —  r)     1 

welches  daher  wieder  die  Gleichung  der  ((urch.den  einfallenden 
Strahl  3)  gelegten,  anf  der  gegebenen  Bbene  1)  senkrecht  stehen- 
den Ebene  ist. 

Wäre  zugleich  A'  =  0  und  ^  =  0,  so  hätte,  da  auch  C'i=0 
iat,  die  Glei<äang  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  gelegten, 
auf  der  gegebenen  ßbene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene  nach  4)  die 
.  gani  unbestimmte  Form  0  =  0,  welches  offenbar  nur  dann  der  Fall 
sein  könnte,  wenn  der  einfallende  Strahl  3)  auf  der  gegebenen 
Ebene  1)  senkrecht  stände.  In  diesem  Falle  wäre,  da  die  gegebene 
Bbene  1)  auf  der  Bbene  der  a:p  senkrecht  steht,  wie  sogleicb  er- 
stellet, cos  ^^  =  0,  und  wegen  der  beiden  Gleichungen     - 

Aa:+By+C=0, 

(a:  —  p)  cos  /9  =  (y  —  ^)  cos  a 

^re  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

A  cos  ß  —  ß  cos^a  r=  0, 
«bo  wieder 

9)      {ßiaf^p)^A(y—^)\cönyi_^ 
+  {A  CO»  ß  —  ß  cos  a)  {%  —  r)  j 

die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  gelegten,  auf 
der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene. 
Nach  7),  8),  9)  ist  <{[aher  immer 

10)      \ß{a:-p)^A(y^v)\eoHr)Q 
+  {Aco»ß — iff  cosa)(«— :#*)     I 

die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  gelegten,  auf 
N  der  gegebenen  Bbene  I)  senkrecht  stehenden  Ebene. 

Die  Gleichungen  des  von  dem  Punkte  {pfr)  aasgehenden  re- 
fieetirten  Strahls  seien  nun 

^     Gofa9>        cos  yß        cos/ ' 

wo  9,  ^9  X  ^^^  ^^^  0^^^^  äbersteigendea  Winkel  bezeichnen  sol- 
len, welche  der  reflectirte  Strahl  mit  den  positiven  Theiito  dreier 


4»reli  4tm  PmU  (^fr>  gihgm  ^  Jt»  ptwaiiif  Axen   paralleler 

Weil  4icser  StraU  ^aax  u  4er  EWae  10)  liegt,  so  ist  wegen 
ier  ▼•^MTgeWatai  We  »>■■§■■  finr  ' 


also 

12)   (^cM/f— ^eMfl^eM/  — (^coef  —  i?co89)cos/  =  0, 

04ler 

131    ^c**^ — B eomm        cos  y^ 
^    iices^— .Ifcosy  """^  CM  j|f^ 

oder 

14)   ^(cos/9coejf  —  cosf c««^)— iff(e«e»co8j|f  —  cos f  e«>8 ^)  =  0, 

oder 

^  cos  /f  cos  jr  —  cos  y  cos  ^  """  "5"  * 
oder  auch 

I 

y 

16)    B  cos  y  cos  9p  —  ^  cos  /^  cos  ^  +{A  cos  j9  —  B  cos  a)  cos  J^  =  0. 

Bezeicbneo  wir  den  Neiganffswinkel  des  eiufallenden  Strahls  3) 
gegen  die  gegebene  Ebene  1)  dorch  t ,  so  ist  nacb  den  Principien 
der  analjtiscbeo  Geometrie 

^cos  a     .     -»cos  ß 

A 1-  B ~ 

.            '                cos  y              cos  y 
sm  «z=H '- * 


I/m»  +  Ä.)}l+(£2Li?).+(22Ü).}  * 

und  folglich,  weil  bekanntlich 

cos  a*  +  cos  /S*  +  cos  y'  =  1 


ist: 


«•V         .        .  a     >fl  COS  a  +  ^  COS /f 

17)     sin  <  =  ±  — .  >■  =-^-^; 


Ganz  eben  so  hat  man,  weil  •  auch  der  Neigangswiekei  des  re- 
flectirteu  Strahls  11)  gegen  die  gegebene  Ebene  1)  ist,  okae  Be- 
ziehung der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander: 

^ov       •      .  ■    .<^  cos  9 -I- Ä  cos  ^ 

lö)     sin  t=± — .  >  r- — ; 

und  ans  1§),  17),  18)  ergehen  sich  daher  die  beiden  fblgnnde»  GM- 
chnngen: 
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^  CO!  9  +  ^  ^Oi  ^  SS  ±  (^1  eo8  a«4- iff  coi/9)« 

B  cos  Y  C08  ^^^  A  cos  f  cos  ^  =  ( A  cos  a^  A  cos  /9)  cos  ;p. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  fblgeodeD  Gleichangeo: 

'  [A^  +  ^')  cos ;"  cos  9>  =  zt:A(A cos a  +  B  cos /?)  cos  ^ 

■ 

+  iff(ilf  008  a '-<>  ^  cos /})  eoa;iff 
(A*  +  B*)  cos  ^  cos  ^  =  db  B[A  cos  a  +  ^  cos  j9)  cos  / 

—  A{B  coa  a  —  A  cos  ß)  cos  Xy 
(A^  4-  B*)  cos  ;"  cos  jif  =s      (-J*  +  B*)  cos  ;'  cos  jf. 

I 

\  Qaadrirt  man  diese  drei  Gleichungen  and  addirt  sie  dann  la  einan- 
der, «0  erhält  man  mit  Rficksicht  danmf,  dasa 

cos  y*  +  cos  ^'  +  cos  ;|f*  =  1 

Ist,  die  Gleichung 

(A*  -I-  Ä*)  cos  y'  =      (^  cos  ix  +  ^  cos  ß)*  cos  y» 

-|-j(J*»+Ä»)co8;''+(i?coSa— -rftos/O'jcosjt», 

and  folglich 

, ^» -»- jy*  —  M  cos  g -»- g  CO«  jg)*  , 

^*  ^  —  U«  H-  i^)  cos  y^  H-  (^  cos  <^  -  ^  cosi^)^  ^^^^  ' 

also,  weil 

cos  /?•  +  cos  ;'*  =  1  —  cos  a*  =a  sin  a', 
cos  a*  +  cos  y*  ==3 1  —  cos  ß^  =sin  /?• 

ist,  wie  man  leicht  findet: 

d*aiua*'^B*ainß*'-2JficosacQ8ß 
««»  ^  =  i^sii^«»-^^^sm/?»-lg^cositüas/?  ^^«  ^  ' 

d.  i.  cos  ;|^=s±eO0  /, 

Setzt  man  nun  mit  Be^iehang  der  obern  and  untern  Zeichea 
auf  einander 

cos  ;|^  =  dbcos  ^, 

Aeonf  +  BcoBflß=zzt:{Aco8a  +  Beo8ß)y 

B  cos;'  cos  9  —  A  cos;"  cos  ^  =  {B^oa  a  —  A  cos  ß)  cos;|f; 

also 

A  cos  y>  +  B  cos  ^  =  db  (^'cos  a  +  B  cos/f), 
J9  cos  9  —  ^  €08  ^  s^db  (i?  cosa  —  ^  oos  ß); 

ao  ist,  wie  matt  hieravs  leieht  findet,  mit  Beziehung  d^r  obern  und 
nntem  Zeichen  auf  einander: 

cos  §p^=sd:;coa  f^  )Coa.V»=;dbcoa  ßy  cos  jk=z±;^oii  ^^ 
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N 

und  die  GleickuDgen  dei  ndeetirten  Strolihr  wären  also  nach  11) 


• »  * 


d.  h.  der  reflectirte  Strahr^ele  mit  dem  einfanendeD  Strahle  3)  zu- 
sammen,  was  offenbar,  ireoiffsteDS  im  Allgemeinen ,  ungereimt  ist. 
Daher  müssen  wir  mit  Bi^zieoung  d^r  lol^ern  und  untora  Zeichen 
auf  einander 

A  cos  ^  +  ß  cos  ^  =  zib  (^  cos  a  -I-  B  cos  ß), 
B  cos  Y  cos  9p  —  A  cos  y  cof ^  5=:      (^  pos  f^rr-  -^  coa  /S)  C09  ^5 


d.  i,  .  .        ' 

r        ■  ■■      . 

A  cos  9p  +  ^  cos  ^  =  =j=  (^  cos  a  +  J?  cos  /?), 
,  Bcosg> — A  co»flf=z;=p{Bcoaa  —  Acoaß) 

setzen,  jind  erhalten  l^ierans  ohne  Schwierigkeit: 

_,   (J^  —  Ä*)  cos  a  -f-  2JB  cos  Ä 


.  .j 


^  _^  U»— i?»)C0S^  -*?4^  «08  IS 

COS  f  =  =Fi-- 'j,_;w^ 


\ 


cos  j;  ===f:cos  ;'. 

Weil  aber  nach  der  ohe|i  den  Winkeln  otyß^y  i^  [^^^  9y  ^i  X  b^>* 
ff^elegten  Bedeuitung  öffcfnb'är  ni'cht  'x'=^  y  sein  kann,  sondern 
j^  =  180®  —  y  sein  mu88,  so  moss  man  in  den  vorhergehendeii,  Gl^- 
chungen  die  ohern  Zeichen  nehmen,  und  daher 


coo 


■   (itf'—S'^ti^sa  — 2^eosS 


1^)     ( -.->-•!._      M'~>g')cos/g--2J^cte«     , 

'        1  CAM  VI  ^s:  — ^  V     ■.  ■■:     — '  rr     j^, ..  ■.  . 


.COS  Ijt 


I    .  ' 


A*  +  B^ 


{•     '  ■'■   jt9  ^L.  Jta      •••!■'        ::>.      ■  .,^': 


COS  y  =  —  cos  y 


setzen. 

Setzt  man ,  '    >  '■■'    -■'••■■■  i    ,    ■    ''* 


-  .1. 


B'  \'  >•'  •  -f 


"-■  '•. 


so  ist,  wie  in^n  Leicht  findet:  .  .^ 

Ieoa  9  =&  •  edo' a  cos  Hoi'+'e^  ßßiii  So;, 
cof^sss/  cps  a  sin:2cE»-— ..€Aa#;cQs^, 
cos  x^=^  —  cos  y;  '     '  '* 

und,  folglieh,^  wenn  man  nun  noeb,  whs  'dffrablt^  yerstattfet  ist: 
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C08  a^oM^l  cos  f»y 

22)       |c08  /f=8iD   X  COiS  fty 
CM  /SSBin  f* 


'  :t 


netzt: 


Icos  9  =  cos  (2<ö  —  Xy  cos  f*, 
co8^=mii(2ft»  —  ^)co87», 
cos  jf  =  —  SID  /*• 

Also  sind  nach  11)  die  Gleicbudgen  des  reflectirten  Strahls: 

^     j^  — ;»  =  —  («  — r)  coÄ(2oi  —  l) cot/», 
(^  — ^=:  — (x~r).  sin(2ai  — ^)cot  f»^ 


II. 


■  < 


Indem  wir  der  eijrentlichen  Theorie  deib  Dipleidoscof^es  jetzt 
näher  treten,  wollen  Wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  das  System 
der  orys  so  annehmen,  dass  die  Ebene  der  ory  anf  den  drei  Sei« 
tenflächen  des  Prismas  senkrecht  steht,  und  dieser  Annahme  zufolge 
die  Gleichungen  der  drei  Seitienflä^hen  des  Prismas,  die  wir  nach 
der  Ordnung,  in  welcher  die  drei  folgenden  Gleichungen  geschrie- 
ben sind,  die  erste,  zweite,  drifte  Seitenfläche  nennen  wollen,  durch 

IAa:  +ßy  +C  =0, 
^,ÄT -+-^ay  +  ^a = 0; 

bezeichnen.     Die  GleichungeD  des  einfallenden,  die  erste  Seiten- 
fläche in  dem  Punkte  (pfr)  treffenden  Strahls  seien  wie  vorher 


26) 


^^Ps      y—q <— r 


cos  a 


cos/9 


COS)^ 


WO  a,  /9,  /  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  oben;  so  ist,  wenn 
für  den  von  der  ersten  Seitenfläche  reflectirten  Strahl  auch  ^^%% 
ganz  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  behalten,  upd 


so  wie 


28) 


gesetzt  wird,  nach  23) 


27)    tang  m  =  ^> 

cos  a  =  cos  %  cos  /u^, 
cos  /}  =  sin  %  cos  f», 
cos  ;^  =  8ili  /» 


cos  9==      €os(2ai  —  %)cos  /i», 
29)    {  cos  ijCf  s=     sin  (2cc)  —  ;i)  cos  f», 
cos  %^=.  —  sin  p>\ 
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und  die.GleichaDgen  iIm  vmi  dbr  ersten  Seitenfläcbe  reflectirteD 
Strahls  sind  nach  24):  . 

1^  — ;>z=:-.(«— r)  cos(2oi  — ^)  cot  f», 
1  y  —  y  =  —  («  —  r)  sin  (2(ü  —  1)  cot  fi. 

Die  GleichuDffen  eines  dem  Strahle  26)  parallelen,  die  erste  Sei- 
tenfläche in-  dem  Punkte  {p'^if*)  treffenden  Strahls  sind 

81)  ?^^^=*^IL. 

'     cos  ä  cos  f  cos  y 

Trifft  nun  dieser  Strahl  die  zweite  Seitenfläche  in  dem  Punkte 
(^',fl^,f^i),  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coo'rdinaten  p\,  ^y^ 
r',  die  Gleichnngen 

*       JH     I      '<!  *\^f    ii  ■*        I  ■■#!      SSS     ■»■'I'»  ■! 

cos  (s     cos  /9     cos  y 
oder  . 


•I 


cos  a  cos  /f     cos  y  ^ 


aus  denen  sich 


32)     L,-y^  =  -y -*-^'^+^-cos  ft 
/     \yi       y  zf,ciisa-|-ÄjCOS/J         ^' 

^1  — r  = ,  — ~         icos  y; 

*  ^,  cos a -4*^,  cos/}         '' 


oder 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


gesetzt  wird, 


ergiebt. 


34)  k,^^ist±B^b*:$x. 

'       '        Ax  cos  A.f.i?|  sm  X 


/i',=  f>'  — ^,  cos  1, 
35)     {/j  =  y'  — ifc,  8in  *, 
/jÄr'  — ^^  tau^  /» 
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BezeiobneD  wir  die  180®  nicht  tibenteigenikB  Winkd^  welelie 
der  ¥0D  dem  Punkte  (p\^\r\)  ausgehende,  von  der  zweiten  Sei- 
tenfläche reflectirte  Strahl  mit  den  positiven  Theileii  dreier  durch 
den  Punkt  {p'i^\f^i)  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler 
Axen  einschliesst,  durch  9),,  ^,,  ;|f, ;  so  ist^  wenn 

36)    tang  w^^^-p- 

gesetzt  wird»  nach  23) 

Icos  9>i  :=  €os(3iiD|  -*•  X)  cos  f», 
cos  ^,  =  sin  (2co,  —  X)  cos  f», 
coi;fi=  — sin  f»; 

Mpd  die  Gleichungen  dieses  von  der  zweiten  Seitenfläche  reflectir- 
üiu  Strahls  sind  .^Iglich  " 


38) 


OP  —  p'i  =:  — (*  —  r'i)  cos(%0i  —1)  cot  f», 
y  — y',=  — («  — r,)  8in(2o),— A)  cot  /»; 

d.  |.  nach  3^) 

^ — p'+^i  co8Jl=i — (% — r'+^i  tntfgfi)  co8(%(tf| — X)  cot  f», 


39) 


y  — ^+>&i  sin  1  =  — (* — r'+Är,^  tang/ii)  sin(2aii — X)  cot/i*. 


Ist  nun  O^'s/ar  ,)  der  Durchschnittspunkt  dieses  reflectirten  Strahls 
mit  der  dritten  Seitenfläche,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coor^ 
*  dinaten  f^«,  f',,  r',  die  Gleichungen 

^.;i',  +  B^^^  +  C,  =  0, 
p^^'^p'-h^i  cos^ss  — (r'j  —  r +/r,  tang^f»)6os(2«,  —  A)««tf», 
</t  — i^'+^i  8inX  =  —  (r',— y-l-^j  taog/u)sin(2ai,— ^X)cotf^; 
oder 

»  * 

^a(;^.  — /^'H-^i  cosÄ,)  +  Ä,(^,— /H-^,  **"*{=0 
H-^.C;/  — ;&,  co8X)+Ä,(/  — Ar,  8inX)  +  ^,  '         ' 

p'^—p'+^i  cosÄ,  =  — (r'a  —  r  H-Äfi  tang /ti)  cos (2a>i  — Ä,)  cot/i*, 
^,  —  ^  +  /ri  sin  X  =  — (r,  — r'  +  Ar,  taug f») sin (Soii  — X)cotf»; 

aas  denen  sich  leicht 

)t/^  *— />'-!*  ^1  cos  A 

—  ^»y-^t  cos  A)-fi?>(/-^,  «in  X)  +  e,         .2.-1         n 

—  ""  ^,  co«(2(o,  ~il)-f-  Ä,  8in(2ai,  -X)  ^®*  ^^*  ""  ^^' 

^'«— V'+^i  sin  1 
^,  cos (2a»4  —X)  +  ir,  sin(2w,  — A)         "*"  ^**"*        ''^' 


r',— r'  +  ^,  tang> 

_      AJp'^k^coB  X)^Bt{g'^^i  «in  JQ+fi 
""  At  €08(2(tfi  — 1)  -I-  i?,  8in(2«iiK  — i) 


tang /fr; 
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oder,  wenn  der  Kurse  wegen 

«j    Ar,_         ^,  eo«(2»|  — 1)  4-  i^s  un(2»,  •- 1) 
gesetzt  wird: 

|f>',  =;>'  — ^j  cos  1  —  ^,  cos(2a>,— ^), 
ff^^.ff'^k^  sin  X— /r,  8in(2a»i~;i)/ 
r',=y  — (^,  —  Ar,)  tang  f* 

ecgiebt. 

Die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel ,  welche  der  von  der 
zweiten  Seitenfläche  reflectirte  Strahl,  wenn  man  sich  denselben 
von  seinem  Dnrchschnittspunkte  (//sT'a^a)  mit  der  dritten  Seiten- 


nach 37)  ist  folglich 

C08(180<'  —  SPi)  =  —  co8(2a>j  — vi)  cos /i*, 
cos(180»  — ^,)  =  — sin(2a>,  —  a,)  cos  f*, 

cos(180o  — jti)  =  8in  A* 
oder 

cos  (ISO*.—  9,)  =  cos(180»  +2io,  —  A,)  cos  /*> 

qos  (18Ö<>  —  V'i)  =  sin  (180<»  +8ctf|  —  X)  cos  f», 

cos(180<^  — ;ti)  =  "n  f*- 

Bezeichnen  nnn  y»,  i;^,,  ;|f^  die  180<^  nicht  tibersteigenden  Winkel, 
welche  der  von  dem^  Punkte  (p^i^^^t)  ausgehende,  von  der  drit- 
ten Seitenfläclie  reflecttrte  Strahl  mit  den  positiven  Theilen  dreier, 
durch  den  Punkt  (/'^^'ar  ,)  gelegter,  den  primitiven  paralleler  Axen. 
einschliesst;  so  ist  für  . 

«)    tang  w,  =  -j* 

•        •        •    \  ■  ■  m  ■ 

nac^  23): 

cos  y,  =  cos(2€ii,  —  2co,  + 1  — 180*)  cos  /«> 
cos  fp^  =  sin  (Sto,  —  2«i  + 1  — 180®)  cos  f»; 
cos  ;i^,  ?=;  —  sin  f* 

oder 

Icos  SP,  =  —  c6s(2co,  —  2oii  +  Ä,)  cos  f», 
cos  ^9  =  —  siil  (2a>,  — ;  2oi,  -f- 1)  cos  f», 
cos  ;|^s=:  —  sin  fi; 

und  die  Gleicbongen  ^es  von  der  dritten  Seitenfläche  reflectirtefi 
Strahls  ^ind  folglidi      , 


3$3 

ae — /i',  =  («  —  r  ,)  cos(2a),  —  2aii  +  ^)  cot  f», 
y  — /,^  =  («  — r',)  siD(2a>,— 2ai, +1)  cot  f»; 

also,  weDD  man  die  aus  42)  bekaDnteo  Aasdracke  der  Coordinaten 
P*%y  ^s»  ^'s  eioführt: 

^  — p»j^fc^  COB  ^  +  ^s  C08(2ö>, — Xy 
==  j«  —  r'  +  (Ar,  —  *a)  tang  f»|  cos  (2w,  —  2cü,  -|-  ^)  cot  f», 
I       y  —  y'  +  ^,  sia  ^  +  Ar,  sin  (2«,  —  ^) 
=  i«  —  r*  -f.  (^,  —  /r,)  tang  /i*}  sin  (2ci),  —  2ci),  +  X)  cot  /i*. 

Die  Parallellit&t  der  von  der  ersten  nnd  dritten  Seitenfläche  re- 
flectirten  Strablen  wird  vermöge  der  Gleiebungen  30)  und  45)  die- 
ser Strahlen  vollständig  dorch  die  beiden  Gleichungen 

cos(2o),  —  2ct),+^)  =  -— cos(2ai  —  1), 
sin  (2w,  —  2« ,  +  X)  =  —  sin  (2ci)  —  ;L) 

bedingt.    Diese  beiden  Gleiebungen  bringt  man  leicbt  auf  die  Form 

{cos  2((ü,  —  ai,)  +  cos2oi}  cos  'k 
=  jsin  2(0),  ^01,)  —  sin  %a\  sio  ^, 
{sin  2(01,  —  (o,)  +  sin  2o)|  cos  X 
=  —  {cos  2(cii,  —  0),)  —  cos  2o){  sin  X; 

d.  i»  naeb  einer  bekannten  goDiometriscben  Verwandlung  auf  die 
Form 

co8(a),  —  oij  +  <<>)  co8(cü,  —  w,  —  cü)  cos  %, 
=  cos(co,  —  w,  -+-  w)  sin(o»,  —  co,  —  o;)  sin  A, 

sin(cii,  —  o;,  +  cü)  cos(cü,  —  w,  —  w)  cos  )l 
=:sin(a), — €tf, +cü)  sin((tf,  —  (tf, — co)  sin  ^; 

nnd  unsere  beiden  Bedingungsgleicbungen  reduciren  sieb  daher  auf 
die  eine  Gleichung 

cos(a»s — Wi— w)  cos  A  =  sin(a», — o), — lu)  sin  X 

oder 

cos(C()  +  0)i — o^s)  cos  ^  +  8in((i)*H<i>i '—((>«)  sin  lr=0, 

d.  i. 

46)    co8(w-|-«i— Ol,  —  ^)  =  0, 

welches  also  die  Bedingungssrleichung  für  die  Parallellität  der  von 
der  ersten  und  dritten  Seitenfläche  reflectirten  Strahlen  ist. 

TkeO  Y.  23 
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Nach  25)  lind 


oder 


Am 

-^By  + 

C  =0, 

AiX 

+  »..y-H 

c.=o, 

A^x 

+  Ä,y+C',=0 

x- 

B 

c 

X 

B, 

X 

die  GtetchoDgen  der  drei  Seiten  der  GraDdfläche  des  Prismas.   Weil 
nan  nacb  dem  Obigen 


D  JD  » 

taog  ca=  ^,  tang  w,  =  ■^;^,  taog  <#,  =  -j-; 

also 

tang  (360*  —  w)   =  — -^j 

tang(360o-w,)  =  -^S 

tang  (300«  —  co,)  =r  —  -f- 

ist;  SO  icann  man  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 
für  360<>  — w,  SeO^-^w,,  360«»  — w,  die  Winkel  setzen,  die  der 
eine  der  beiden  Theile,  in  welche  die  Seiten  der  Grundfläche  des 
Prisnas  durcb  beliebige  in  deoselbeii  angenominene  Pankte  getbeilt 
werden,  mit  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Axe  eines  dareb 
einen  jeden  dieser  rankte  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  paral- 
lelen Systems  einschliesst ,  indem  ntan  diese  Winkel  von  den  posi- 
tiven Theileo  der  zweiten  Axea  det  in  Rede  fitebendeii  Systeme  an 
nach  den  positiven  Theilen  der  ersten  Axen  hin  von  0  bis  360** 
zählt;  und  ffir  ctf,  co,,  o),  kann  man  also  die  l^rgäuzungen  dieser 
Winkel  zu  360^  setzen,  w«leke  v«n  de«  poeitivea  Theilen  der 
zweiten  Axen  an  nach  den  negativen  Theilen  der  ersten  Aken  bin 
Yen  0  bis  360°  gezählt  wenfo».^  Leicht  wi«d  aber  erfaell«i^  dam 
die  ffoniometrischen  Tangenten  dieser  Winkel  immef  den  gomenM«* 
trischen  Tangenten  der  von  den  negativen  Theilen  der  zweiten  Axen 
an  nach  dt«  Msttiven  Tbeilen  der  ersten  Axen  bin  von  0  bis  360® 
bis  zu  denselben  Linien  gezählten  Winkel  gleich  sind,  weshalb 
man  also  auch  diese  letzteren  Winkel ^  wie  von  nun  an  fortwib- 
rend  ffescbehen  soll,  fUr  ci>,  ci>|,  o/,  setzen  kann. 

Ihe  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Seife  der  Grifndflitelie  des 
Prismas  gegenüberstehenden  inneren  Winkel  dieser  Grundfläche  wol- 
len wir  respective  durch  @,  @|,  6,  bezeichnen,  und  die  Spitze  des 
Winkels  0,  als  Anfang  der  wym  aanebmiNi«  AiMrii  wollen  wir  uns 
die  positiven  Theile  der  Axen  der  ac  und  y  so  angenommen  den- 
ken, das»  HU«  sich)  »m  rao  de»  WMsel  &|  durch  den  Wfnhet  9 
zu  dem  Winkel  6^,  im  gelangen ,  nach  deraetben  ftiehtnnj^  Iri«  le- 


365 

Wege»  niMs,  nach  welcher  Ban  sich  hewegen  mau,  an  von  dem 
oegativeo  Theile  der  Axe  der  y  durch  den  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  ae  und  dem  negativen  Theile  der- Axe  der  y  einge- 
schlossenen' rechten  Winkel  faittdorch  sn  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  x  zu  gelangen. 

Alles  dieses  vorausgesetat,  wird  nun  leicht  erhellen,  dasi  im- 
mer entweder 

oder 

ist;  und  eben  so  leicht  wird,  wc(nn  man  sich  durch  die  Spitze  des 
Winkels  Q^  ein  dem  urimitiTen  Systeme  paralleles  Coordinatensy- 
steme  gelegt  denkt,  ernellen,  das»  immer,  öhrigens  ohne  alle  Be- 
ziehung ii|  dem  Vorhergehenden,  entweder 

ü>, -(ca±18O»)  =  0, 
oder 

w,  —  (cü  db  180O)  =3  0,  —  360« 

ist.  Ans  diesen  und  den  vorhergehenden  Gleichungen  ergieht  sich 
nun  durch  Addition,  dass,  wenn  n  eine  gewisse  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahl  bezeichnet,  immer 

w  -4-  Ol,  —  w,  ==  fti  +  01  +  ®2  +  «  .  180®, 

alao>  weil 

0.+0,  =  18O*  — 0 
ist«  immer 

w  +  oij— Ol,  =iü  — 0-+-(i»+l),  180« 

ist  Daher  ist  mit  Bezidiiiog'  ifsr  ohern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

C08(<tf  +  <i('i  — C0,)  =  ±C08(C0  —  0), 

sin  (ftr+ 1»,  —  c^,)=:  ±  sin  {m  —  G)\ 

also  ehenfiills  mit  Beziehung  der  ohern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

cos(C(i  +  <tf, — <0,)  cos  ^=:dbcos(c(i  —  0)  cos  X, 
sin(<tf  +  <i()i — <i>s)  sin  %  =! d::^ sin  (o)  —  0)  sin  ^; 

und  folglich  , 

co8(a»-ha)i — <u,)  cor  il  +  sin(a»  +  a)i — ca,)  sin  X 
=  :±:ico8(6i^0)  cos  ^+sin(a»— 0)  sin  l,\^ 

d.  L 

«oa(»H-«i-^»»  —  A)!5=5±cos(a>  — 0  — 1). 

23* 
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Daber  verwandelt  sieb  die  BediDgungsgleicboDg  46)  in  die  Bedin» 
gHngsgleicbung 

47)    co8((»  — ©  — X)  =  0. 

Für  8in^  =  0,  also  cos  ^s^l,  wird  diese  Bedingangsgleicbang 

48)    co8(w  — 0)  =  O. 

Weil  nach  28)  in  diesem  Falle  cos  ß  =  0,  also  ß=:90^  ist,  so 
sind  die  parallelen  einfallenden  Strablen  26)  und  31)  der  Ebene  der 
jc%  parallel.     Da  nun  die  Bedingungsgleicbung 

cos(<w-|©)  =  0 

Ton  allen  Eleijienten»  dnrcb  welche  die  Lage  der  parallelen  einfal- 
lenden Strahlen  bestimmt  wird,  ganz  unabhängig  ist,  so  ergiebt 
sich  aus  dem  Vorhergebenden,  dass,  wenn  diese  Bedingungüglei- 
chung  erfüllt  ist,  für  alle  unter  sich  und  mit  der  Ebene  der  a?s 

Sarallel  einfallende  Strahlen  die  von  der  ersten  und  dritten  Seiten- 
äche  des  Prismas  reflectirten  Strahlen  einander  parallel  sind. 
Nehmen  wir,  alle  im  Vorhorgebenden  gemachten  Voraussetzun- 
gen auch  jetzt  fortwährend  festhaltend,  nun  nocb'an,  dass  die 
Punkte,  von  denen  die  unter  sich  und  mit  der  Ebene  der  a:»  pa- 
rallel einfallenden  Strahlen  ausgehen,  auf  der  negativen  Seite  der 
Ebene  der  y»  liegen,  so  wird  leicht  erhellen,  dass  die  erste  Sei- 
tenfläche des  Prismas  von  diesen  Strahlen  unmittelbar,  d»  L  ohne 
dass  vorher  eine  andere  Seitenfläche  des  Prismas  von  denselben  ge- 
schnitten wird,  nur  dann  getroffen  werden  kaqn,  wenn 

90»<cü<270S 
also 

90«  — 0<«  — 0<27O*  — 0 

ist.    Nun  ist  aber  immer  0  <<  180®,  also 

90«  — ©>  — 90%  270»  — 0<27O®; 

und  folglich 

—  90»<a)  — 0<27O<>; 
also,  wenn 

C08(Cü  — 0)  =  O 
sein  soll,  notbwendig 

49)    w  — 0  =  9O\ 

Für  ©zTzTH)«"  muss  folglich  cos=:180o  sein,  d.  h.  die  Hypotenuse 
der  rechtwinkligen  Grundfläche  des  Prismas  muss  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zusammenfallen,  wenn  für  alle  unter  sich 
und  mit  der  Ebene  der  aß%  parallel  einfallende  Strahlen   die  von 
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der  ersten  bnd  dritten  8eiteofläcbe  des  Prismfts  rdflectirten  Strahleo 
einander  pariillel  sein  «ollen  *"). 

Wir  wollen  nun  noch  den  Fall  etwas  genauer  betrachten,  wenn 
die  Grundfläche  des  Prismas  ein  ffleichschebkliges  rechtwinkliges 
Dreieck  ist,  dessen  Hypotenuse  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  zilsammenfäHt^  indem  wir  zugleich  anuelimen,  dass  der  leuch- 
tende Punkt  der  i>Jittelpunkt  der  ^ionne  ist.  In  diesem  Falle  kann 
offenbar  a>  =  180*^,  a>|=:45^,  a>2  =  135®  gesetzt  werden,  und  es 
ist  folglich 

cos  (2(ü  —  X)  =  cos  X,  sin  (2w  —  A)  =  —  sin  X; 
cos(2co,  —  X)  =  sin  X,  sin(2a>, — ^)=  cos  A; 
008(2(0,  —  2«tf, +X)  =  —  cos  A,  sin(2c(>, — 2ci>i-i-X)  =  —  sin  A.; 

also  nach  29)  und  44) 

cos  9p=      cos  X  cos  /i», 

cos  V'  =  —  sin  X  cos  /*, 

cos  /  =  —  sin  ik 
und 

cos  9)3  =  cos  A  cos  /i», 
cos  1^3=  sin^  cos  /*, 
cos  ;f a  =  —  sin  /i». 

Nehmen  wir  nun  die  Ebene  der  a:y  horizontal  an,  denken  uns  durch 
den  Punkt  [pgr)  ein  dem  primitiven  Systeme  der  a:y%  paralleles  Sy- 
stem gelegt,  und  bezeichnen  in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  der 
Sonne,  deren  Entfernung  von  dem  Punkte  (pgr)  durch  q  bezeichnet 
werden  mag,  durch  $,  1/,  C;  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemein- 
heit 

$  =  ^  cos  a^  ii'=^q  cos  ß,  ^=:q  cos  j^. 

Bezeichnen  wir  aber  den  von  der  Protection  der  Entfernung  q  auf 
der  Ebene  der  ^  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  einge- 
schlossenen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  $  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  fj 
hin  von  0  bis  360*^  zählen,  durch  Si,  und  die  Höhe  der  Sonne  durch 
ff\  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

^=iQ  cos  S}  cos  Zf, 

fjz=Q  sin  i2  cos  /f, 

Z=:q  sin  /f; 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

cos  az^^cos  Si  cos  If, 

cos  /9  =  sin  i2  cos  /f, 
cos  ;'  =  sin  Ä 

*)  Dies  ist  der  im  vorhergehenden  Aufsatze  betrachtete]  Fall,  wenn  zu* 
gfteich  #1^9,  ist. 


»«AKT  kftmi   mm   «fVM    der  Ckwatoarw«   :£! »   iiflMliiv    c=± 

«•ü  2^  —  flu  ßW 


«1*4 


%l  I       «IM  #•  =r      «is  12?  OM  £fl 


kl^  l>«<«^:Mi.  iri»4  Un^iciiMa  die  1^^  aklt 
•«idU;  4m;  r^fli  4«fli  4«f«  mmcAi  4cr  JMsiUr  ie»  Pi 

/«IM  ir^M^i»««  Ummm  wml  4tm  fnumwem  Tkcika  4er  Axca  4cf 

««4  y,.  ^%$  7tt\  MI  «rt  •Ccsksr 

mip4 

«Im  fMdb  4c»  %'mkt!rgtktmitm 

it0»  ^:=r  —  cos  XSf  cm  /f, 
^^,       CM  y=      iia  12  CM  ^, 

CO«    /=S         •!■    ^ 

uud 

.  CO«  ^',  =  ^  CO»  12  cos  Mf, 
TA)     ;  cos  ^,  =  --  siD  £  cos  fi, 
f  cos  jif',  ^      sie  //; 

sU«i  immer 

Tüi  Si=iHO*'  ist  ^^'=90%  ^,  =  90%  also 

und  die  beiden  von  dem  Auge  aui>  den  beiden  reicciirten  Strahlen 
imrallel  f(ezof,(euen  IJnien  fallen  daher  in  diesem  Falle  mit  einan- 
der xuMaronien. 

Uf.r  Kinfacbbeit  wegen  wollen  wir  aun  den  positiven  Tbeil 
der  Axe  der  ff  uns  so  angenommen  denken,  dass  man  sich,  usi 
von  dem  poNihven  Tbeile  der  Aze  der  a:  durch  den  Coordinaten- 
winkd  hindurch  lU  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  y  zu  gdan- 
irsBt   nach  demelben  Richtung  hin   bewegen  nuiss»   nach  welcher 
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sieb  die  Sonne  am  Uiminel  bewegt,  und  die  Wertbe  von  Sü  und  £f 
für  ^ie  sieb  in   der  Ebene    der  a:%  befindende  Sonne  durcb  Si  und 
£i  selbst,   die  Werthe  dieser  Grössen  für  die  ^onne  vor  und  nacb 
ihrem  Durchgange  durcb   die  Ebene  der  af»  in  der  Nähe  derselben' 
aber  respective  durch 

....  ^w,  ^(»),  jnot),  mi) 

und 

•Öm   «Ö,,   i?,,   Si^^  . ...; 

^"M    ■"»»    ■"!»     "4>    •••• 

bezeichnen. 

Ist,  dies  vorausgesetzt,  die  Ebene  der  jcz  die  Ebene  des  Meri- 
dians,  so  i«t 

....  sin  ß(*)  >  sin  i2(i)  ;>  sin  i2  <  —  sin  iZ^  <  —  sin  iJ,  . . . . 
....  cos  ^t2)  >►  cos  J5f  (1)  >►  cos  ^<      cos  Zf  1  <      cos  H^.:.. 

Ist  dagegen  die  Ebene  der  jp%  nicht' die  Ebene  des  Aleridimis,  so 
ist  entweder 

....  sin  i2C2)  >.  sin  i2(i)  ;>  sin  «Ö  <  —  sin  i2,  <  —  sin  ii^  .... 
....  cos  //(2)  >  cos  ^Ci)  >►  cos  ^^      cos  i5f,  >      cos  /f,  . . . . 

oder 

....  sin  i2(2)  >•  sin  i2(i)  ^  sin  Ä  <  —  sin  fi^  <  —  sin  Ä,,  . . ; . 
....  cos  jfir(2)  <;  cos  ^(1)  -<  cos  -Är<      cos  Zfj  <       cos  /f,  .... 

Hieraus  sieht  man,  dass  in  dem  ersten  Falle,  wenn  nämlich  die 
Ebene  der  a:%  die  Ebene  des  Meridians  ist,  der  absolute  Werth  des 
Produetes  sin  JQ  cos  H  sidi  nach  beiden  Seiten  der  Ebene 
d6r  a:%  hin  von  Null  an  am  Stärksten  ändert,  so  dass  sich  also 
auch  in  diesem  Falle  die  beiden  einander  zu  180^  ergänzenden 
Winkel  \p'  und  ^',  nach  beiden  Seiten  der  Ebene  der  jp% 
hin  von  90®  an  am  Stärksten  ändern  werden^  weshalb  also  offen- 
bar in  diesem  Falle  die  Beobachtungen  die  grösste  Genauigkeit  ge- 
währen werden. 

Wir  wojien  nun  noch  ^die  primittven  Coordinaten  p*\  (f  ^  f*'  des 
von  der  dritten  Seitenfläche  des  Prismas  reflectirten  Strahls  mit  der 
ersten  Seitenfläche  bestimmen.  Die  Gle'ichungen  der  drei  Seitenflä- 
chen-sind,  wenn  wir  die  Bypotenuse  der  Grundfläche  des  Prismas 
durch  a  bezeichnen: 

.r  =  0,  ^-hy  —  Ä==0,  a:  —  y  =  0*). 


*y  M.  s.  den  vorhergehenden  Aufsatz. 


A  =1)  B  =v>  « 

nod  folglich 

'^»"sin  A  +  cos  A'  '*^»— '^>        sin  A  — coa  A' 
also 

'^^       '^*—%m  A  — cos  A   ^* 
Hieraus  ergiebt  sich 

k^  cos  a^  +  it,  cos(2ctf,  —  ^)==y^  — a  — g^^_^^^  j^, 
Ar,  siD  ^  +  Af,  8in(8a»,— ^)  =  jr  — g— ^./^^^^^  ^. 

Weil  nun  ii''=0  ist,  so  ergiebt  sich  mittelst  der  ersten  der  jGlei- 
chuDgen  45)  leicht 

r':=ir  -^a  sec  X  tang  fi, 

und  mittelst  der  zweiten  der  Gleichungen  45)  ergiebt  sich  dann 
femer 

7"  =  a  —  ^  —  a  tang  X. 
Also  ist  nach  dem  Obigen 

54)     jy"  =  a— y'  — a  tang  i2, 
^r^srr'H-a  sec  i2  tang  Ä 

Für  Jß  =  180<>  ist  ^'  =  a  — ^'.  Setzt' man  1«  +  ^',  ^«  +  7"  Or 
7 ,  ^',  d.  h.  nimmt  man  die  Mitte  der  Hypotenuse  der  Grundfläche 
des  Prismas  als  Anfang  dei  Coordioaten  an,  so  wird  im  vorliegen- 
den Falle  ^'  =  —  ^,  welches  ein  leicht  zu  deutendes  Resultat  ist 

-'««•Ueo,  dass  im  Toriiegenden  Falle  p'sasO  ist. 
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Eine  Aufgabe  aas  der  analytischen  Geometrie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  C.  G.  Wunder 

■o  äer  Konigl.  SmehM.  Lomdetfchule  St«  Ate  zu  Mciüen« 


1.  1b  dcA  4teB  Hefte  dcf  Sten  Tkeiles  des  Arekiret  beündec 
■ich  (S.  419.  f.)  eine  AuAösvDg  der  AHfgabe:  Es  ist  ir|;eod  ein 
Kegclsehaitt  «ad  ein  Pankt  g^c^elieD.  Zieliet  aa«  darcli 
dcB  Pankt  gerade  Liniea,  welche  den  Kegelscbailt  in 
mireiPaakten  dnrehsckaeiden;  so  fragt  es  sick,  anf  «et- 
ckea  geoaeiriscken  Orte  die  Halkirnngsfiankte  der  %on 
dem  Kegelschaitte  kejrransteB  Sticke  der  let^terea  li«- 
gea?  %'efanlaast  dnvk  die  von  des  Hem  Ueraiisgelier  des  Ar- 
cUtcs  aai  Scktaase  dieses  Aauatie«  ^egekeae  Kacksänft  kake  ick 
oBe  andsre  tob  der  allgeieiaea  HUathmmg  der  Uaiea  des  zireiten 
Crades  snigtffctade  Bekandlnng  dieser  A«%ake  versnckt,  velcke  ick 
Ucr  »Itkcile.  Der  Kine  nnd  Klarkeift  wegen  kalte  ick  f«r  a$- 
lUg,  der  AaSosang  der  Aa^ke  sdksft  folgende  nllgcsMnae  BraMr- 
liMo  ihn*  die  Glrickaagea  der  Kegefscnnitte  irorattsxniidiicken. 
_  Z.  Wenn  ff  ditw  PmanKter  einer  Parakel,  tm  die  grosse  oder 
>  Axe»  U  die  kleine  oder  Keken  -  A&e  einer  Elli^  oder  fft*» 

nr:i  =  r:#  gesetit  «lifd.  wo  non  r  and  s 
so  kaft  aaa  fcr fc  lanilitk  als  einCntkaie 


Paff«M:  ^— /»^^O  ....  (I) 

fir  die  fiaiftte:         r'^  +  ^'.^r*— r*i*=<»  ....  (1I> 
fir4ieB«7CilM:    r«^  —  #*jr*+r*P=:0  . .. .  <iUj 

Hie  nBBkfwtoan  Cmorduuftov  jr^  jr  keiadben  «kk  «af  die  Asjea  d«s 
KflgfAafdaiittBs,  wnd  kalien  itls  AMwgafNMikt  kei  der  Pamlid  den 
MoWdbv  A«u  M  ^er  £Bq»ae  wdBi^MrM  4oii  Mii«d^ini4ft  des 

[;  ■tfiew  AikGuif^ttnkt  oei  jiwaifr  «daMk  äC  tesc»ola<iet. 
swUillt  aHm  idie  «UgeawitMle  F^m^bi  der  ftleaobnng  fbr  irf^ood 
fi«|?BknlHHlt  svöacdKNi  aosIkjwiKlUea  C«»otrdiiuifeeB  /  »od  sr,  wen« 
ar^«4N»  f)— -of  oia  ^-d-jK,  f^€  «in  iP-4-weos')p«4'«  aiik- 
jiatniit,   v^   jniflMiicL   die  tUNtfdiDMtaai  /  tnki  m  oicb  iwsEiciUeo  «id 
A^iifaiilga|iinikt  s,    doaaoa  «nf  idie  urapriiii^kiolMHi  (hi  •oiii|fiei' 
vumiMi^eafMkaleii^   CwHilHifitoiutWHi    «ioli    UefiieiieiMleu 
Cnnvdkwdtfui   M^f  «und  ff^«  iind,    uud  «iff  eine  AtJawiBceniUL» 
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(Axe  der  ^),  welche  mit  der  Axe  der  ersleu  Abscissen  a:  einen 
Winkel  =9  bildet;  (der  Winkel  9  ist  von  dem  positiven  Theile 
der  ersten  Abscissenaxe  aus  nach  der  Seite  der  positiven  Ordinaten 
hin  gerecbnef).  Die  Gleichung',  welche  man  durch  Ausführung  die- 
ser Substitution  und  Ordnung  der  Glieder  nach,  den  Potenzen  von 
u  uod  t  erhält,  soll  kurz  für  die  Pnrabel  durch  (P),  für  die  Ellipse 
durch  {EY  für  die  Hyperbel  dureli  (H^  angedeutet  werden/ 

3.  Die  allgemeine  Gleichung  des  2teu  Gra<1es  zwischen  zwei 
senkrechten  Coordinaten  u  ind  t  hat  die  Form: 

Au^  H-.  BtU'\-Ct^  +  I}u+Et+  r=:0  ....  (31). 

Insofern  nun  dieselbe  eine  Parabel,  oder  eine  Ellipse ,  oder  eine 
Hyperbel  ausdrückt,  sind  ihre  Coefficienten  gleich  zu  setzen  denen 
der  Gleichung  (P),  oder  der  Gleichung  (i?),  oder  der  Gleichung 
(/f).  Sieht  man  die  Gleichung. (Sl)- als  identisch  mit  der  Gleichung 
(P)  an,  so  ergiebt  sich:  4^C=4sin  9'  cos  (p^  =  B*,  Betrachtet 
man  die  Gleichung  (31)  als  einerlei  mit  der  Gleicjiung  (E)^  so  findet 
man  AAC:=  (r»  —  *»)»  sin  29)»  +  4r»*%  B^  =  (r»  —  **)»  sin  2^», 
also  ^C  >  B^,  Setzt  man  endlich  die  Coefficienten  der 
Gleichung  (3()  gleich  denen  der  Gleichung  (ff),  so  ist  AAC 
=  (r»+*»)*  sin  29»  —  4r**»,  Ä»  =  (r»  +*»)»  sin  29»,  also  AAC 
<Z  E*,  Demnach  wird  die  Gleichumr  (St)  nur  dann  eine  Parabel 
vorstellen  können,  wenn  AÄC  =  JS* ^  eine  Ellipse,  wenn  AJIC 
>►  J?*,  eine  Hyperbel,  wenn  AAC-^  B*  ist 

4.  In  der  Voraussetzung,  dasa  (3()  mit  (P)  "iden tisch  ist,  also 
(31)  eine  Parabel  bezeichnet,  findet  mau  ferner  sin  2jp=:^;  dage- 

Mm 

gen  ergiebt  sich  sin  2tp  =  ^^  »  i~ ,  wenn  die  Gicicbaog 

(31)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ausdrücken,  aho  mit  (E)  oder  {H) 
identisch  Mein  soll. 

Bezeichnet  i  die  Ordinate  (u)^  k  die  Abscisse  \fy  des  Ursprung- 
liehen  Anfaugspuuktes  Ky  bezogen  »uf  die  Coordinatenaxen  des 
neuen  Systcmes;  so  findet  sich,  wenn  (31)  eine  Parabel  ausdrückt: 

.  _  —  AD^yC-^- 2ADE[/A  +  ^»(2^  +  Cjl/6'—  JkFy/'C 

j.      *~  ^Dy.C-Ei/T)  ^ 

'    ^  ,  _      nm  -4-  C)\yA  —  E^C[/A-^CDEyC—  hF\/A 
~  h(ß\/C—E\/A) 

Wenn  aber  (31)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  bezeichnet,  so  ist: 

.BE  —  2CD  BD  —  2AE 

(")     ^  —  JkAC'-B*'     ^  —  AAC  —  B*' 

Durch  9),  i  und  k  wird  die  Lage  der  Axen  des  Kegelseboittes  ge- 
gen die  Axen  der  Coordinaten  t#  und  ty  und  für  die  Parabel  die 
Lage  ihres  Scheitels,  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  die  Lage  des 
Mittelpunktes  bestimmt.  Ebenso  findet  man  durch  Gleichaetzung 
der  entsprechenden  Coefficienten  die  allgemeinen  Formeln  zur  Be- 
stimmung des  Parameters  oder  der  Axen  des  Kegelschnittes  durch 
die  Coefficienten  der  Gleichung  (31),  nämlich: 

für  die  Parabel:    (Hl)    p  =/}{/€ -^  E\/^A', 
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für  die  KIlipse: 


y^jiC^if 


ür  die  Hyperbel: 


(%i|)    ^  =  *   =- 


iW  +  6')+  jV^U  -  C)*  ^  h* 


(IX)    ^  — (^  _  4,jcr)  UU  ^  6)  -fr-  '^V^iA  ^  t'i»  ^iTi^ 

5u     lad^a    vir  «af  u«  z«  «««ei^r  4«fsc«b«  v««d«« .    Mfiit^r« 

fir  iMM«^  f-rss.  •4««^»  -der  ar^g^tf«*»«  Fau^kt  d«rck  Z^  »4fi««  ^ni 

4m  Axea  d««  fcc^^l^rltciUe«  ««I  Imti  4itfr  P«r*M  »«f  Aieu  Mk^iiUfl 
4cr  ^xe.  Ihm  drr  EdipM;  «ad  Hy^Mtrit^fl  Mif  d<etf  Sfiiüdl^Mid  «f«  i«- 
ÜHiffcpaalt  iidk  AfmeliftrJid««  Co»ii<i^«mni»'*i  dvrdi*  a  ««d  ;$.  d«r  iMi^H' 
•ri  dn-  ra»M  «Ikt^  ««  vmt  40tf  ll4ftiel|NMd(t  d<rr  Klli^  ««4  H* 
pnWI  d«rcii  A'  iUtiiticiia<t  wert«.  FimMr  i»<eAuMrti  «rjr  Mi  .  w^ 
mniiKtf  ifir.   der  fitagd^'ac  K<^«fccii«ütt  «««  «4i^«4Hidk( 

(S)  ÜB  §u  :Su  ifAw   «dMi  Mi  AUfciffieittew  dLie  tUleidUMi^ 

m  ^  Ä  .  .  .  .    tä3 

Üttpoii  >.wüidiifciwy  <iUir  CUiudmusieit  itS^i  mHi  \ijj  JmmUh  «mi  tut  u.t 
CiHardiiiirtmi  iHir  l*,uukur,  :iii  jMsIiulMtii  «tue  «ulciie  ^«mde  f^ttkie  <Un 
iMgfaliHsiiiiilt  «aiimsiikit  um*  WurUie:: 
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deutet  man  also  die  AbsKsisse  durch  /',  die  Ordinate  durch  ü'  ao,  so 
hat  man  die  Gleichungen: 

/o^     w  _  DP-\-E  A  i^\       *  (/?P  +  E)P 

Die  Werthe  von  f  und  u*  ändern  sich  mit  dem  Werthe  von  /*; 
eliminirt.  man  aber  P  aus  den  Gleichung-en  (2)  und  (3),  so  drückt 
das  Resultat  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Coonlinaten  j^edes 
solchen  Punktes  aus,  welcher  den  zwischen  den  Kegelschnitt  fal- 
lenden Abschnitt  der  geraden  Linie  halbirtj  die  durch  diesen  Punkt 
selbst  und  den  Punkt  Z  gelegt  wird;  das  Resultat  ist  ako  die 
Gleichung  der  gesuchten  Curve.    Entwickelt  man  die  Gleichungen 

(2)  und  (3),  ordnet  die  Glieder  nach  Potenzen  von  P^  und  suhtra- 
birt  sie  von  einander,  nachdem  man  ein  Mal  (2)  durch  (An^+^D)^ 

(3)  durch  At^,  und  dann  (2)  durch  Ci^,  (3)  durch  {Cl' -^  E)  mul- 
tiplicirt  hat;  so  erhält  man  leicht  zwei  Gleichungen,  davon  jede  nur 
die  erste  Potenz  von  P  enthält.  Durch  Elimination  der  Grösse  P 
aus  diesen  letzten  Gleichungen  erhält  man  ein  Resultat,  welches, 
nach  Potenzen  von  u'  und  i^  geordnet,  durch  {AE^-^CD^^BDE) 
theilbar  ist;  so  gelangt  man  zuletzt,  wenn  die  Accente  von  u  und 
/  weggelassen  werden,  zu  der  Gleichung: 

^«*  +  J?^»4-C^»  +  i/^»  +  i^^=0  ....  (95) 

welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curi'e  ist. 

6.  Durch  Betrachluug  der  Gleichung  (SB)  ergieht  sich  Fol- 
gendes: 

.1.  Da  die  drei  ersten  Coefficienten  der  Gleichung  (93)  ganz 
dieselben  sind,  als  in  der  Gleichung  (31),  und  nach  §.  3.  nur  von 
diesen  die  Art  des  durch  die  Gleichung  ausgedrückten  Kegelschnit- 
tes abhängt;  so  ist  die  ueueCurve  immer  ein  Kegelschnitt 
voD  derselben  Art,  als  der  gegebeue. 

II.  Dieser  neue  Kegelschnitt,  der  nun  immer  der 
zweite  genannt  werden  soll,  gehet  allezeit  durch  den 
Punkt  Z/\  denn  in  der  Gleichung  (93)  l^ehlt  das  beständige  Glied. 

III.  Die  Axen  des  zweiten  Kegelschnittes  sind  immer 
parallel  mit  den  Axen  des  gegebenen;  denn  die  Formelu 
zur  Bestimmung  des  Winkels  fp  geben  für  die  beiden  Gleichungen 
(%)  und  (35)  ganz  dieselben  Werthe  (vergl.  §.  4.). 

IV.  Wenn  der  erste  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  ist,  so  liegt  der  Mittelpunkt  des  zweiten  Ke- 
gelschnittes im  Ol  er  in  derMitte  der  geraden  Linie,  wel- 
che die  Punkte  A'und  Z  verbindet;  denn  sind  i'  und  ßs'  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  zweiten  Kegelschnittes,  so  findet 
man  nach  §.  4.:     «'  =  ^i,  A^z=:\k. 

V.  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  ist 
der  Parameter  der  zweiten  Parabel  die  Hälfte  des  Pa- 
rameters der  ersten  (folgt  aus  §.  4.  IH. ,  ^veil  D':=i\D^  B 
=  ^^E  ist,  wenn  D\  E  Coefficienten  der  Gleichung  (33)  bezeich- 
nen); ist  er  »her  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  ist  das 
Verbältniss  der  beiden  Axen,  also  auch  die  Excentrici- 
tät  in  dem  zweiten  Kegelschnitte  dieselbe  als  im  ersten 
(folgt  aus  §.  4.  IV.  und  VII.). 
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.  7.  Offenbar  ist  es  willkührlich,  welche  Lftff®  »c^d  <10d  Axeo 
der  CoordiDaten  ii  und  t  geben  will,  wenn  nur  Z  als  Anfangspunkt 
genemnen  wird.  Um  daher  die  weiteren  Betrachtungen  zu  verein- 
fachen, darf  man  annehmen,  dass  die  Axen  der  Coordinaten  m  und 
t  parallel  seien  den  ursprünglichen  Axen  der  y  und  ^,  d«  i.  den 
Axen  des  Kegelschoities,  in  welchem  Falle  ^  =  0  ist.  Hierdurch 
erhält  man  nach  §.  2.  als  Gleichung  des  ersten  gegebenen  Kegel- 
schnittes 
fiir  die  Parabel: 

•#»  +  2a«f  — /i^+o»— /i/J==0  ....  (|5) 

für  die  Ellipse: 

r*»»  +  **/»  +  2ar»ff  H-  2/?* V  +  r'^a'^  +  #»/9»  —  r»Ä»  =  0  ....  (5) 

fnr  die  flypcrbel: 

r»«»  —  9H*  -f-  2or»«f  —  2ßs*t+  r*a*  —  #»/9»  -|-  r»Ä»  =  0  . . . .  (^) 

Wie  diese  drei  Gleichungen  enthalten  sind  in  der  allgemei- 
Den  Gleichung  (3()  (§.  3.),  so  soll  der  zweite  Regelschnitt  über- 
haupt ausgedruckt  sein  durch  die  Gleichung: 

ji'u*  +  B'fyf^C'e*-^l)'u  +  E'S+F'=:0  ....  (g) 

so  dass  also  nach  der  Gleichung  (S)  in  §.  5.  immer  ist: 

.ä'=:A,  B'=B,  C'=r,  I}'  =  iD,  E'  =  iE,  F  =  0. 

Ebenso  sollen  die  Buchstaben  a^,  ^,  r ,  s',  //,  i',  kf  dieselbe  Be- 
deutung in  Beziehung  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  haben,  als  die 
entsprechenden  a,  ^,  r,  «,  p^  #,  ^  für  den  ersten. 

8.  Ehe  wir  uns  zu  den  besonderen  Arten  der  Kegelschnitte 
wenden,  mögen  noch  die  allgemeinen  Formeln  für  die  Coordinaten 
der  Punkte  angegeben  werden,  in  welchen  der  erste  Kegelschnitt 
▼OB  dem  zweiten  geschnitten  wird.  Man  erhält  dieselben  durch  Ver- 
MmhiDg  der  Gleichungen  (3)  und  (8),  nämlich: 

(BD  —  2AE)F:^  iA/FV(B^  —  hAC)F^  if »  /,  v 

*= -jjjß u; 

{BE  —  WD)F^  E\/fV(B*  —  hAOF'^^W  ,.,  v 

ff — -jjg^ yu) 

w«  üf»  ^=AE*  +  Co»  —  BDE  gesetzt  iir. 

9.  Sei  nun  zuerst  der  gegebene  Kegelschnitt,  also  auch  der 
zweite  eine  Parabel.  Die  erste  Parabel  wird  durch  die  Gleichung 
(9)  4-  '7.  ausgedruckt,  so  dass  also  hier  ^  =  I ,  if  =  0  =  6', 
2l  =  2a,  ^=  —  ;i,  Fzzza'^ — pß  ist.  Demnach  hat  man  fdr  die 
zweite  Parabel  ^'=1,  B=l^=lC\  B^=.a,  E=i^\p,  i^=0. 
Man  findet  daher  ansser  p^  s=s  ^p  (4-  ^  IH.),  wa«  nach  4«  ^-  V* 
aeh«n  bekannt  ist,  weiter  nach  §.  4.  I.: 


«» 


(I)    f'zzr-i«;       (11)^=-^. 
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Aus  (I)  ergiebt  sieb,  dass  die  Axe  der  zweiten  Parabel,  welche  pa- 
rallel mit  der  Axe  der  ersten  ist  (§.  6*  111. )?  durcb  die  Mitte  der 
Verbindungslinie  KZ  geiit.  Hierdurch  mit  Rücksiebt  auf  (11)  wird 
sehr  leicht  der  Scheitel  der  zweiten  Pariibel  gefunden. 

10.     Für  die  Schneidungspunkte  der  beiden  Parabeln  aind  nach 
§.  8.  die  Coordinaten: 

iP  iP 

welche  Werthe  immer  möglich  sind,  wenn  a'  — pß'^0^  d.  i.  wenn 
Z  ausserhalb  der  ersten  Parabel  liegt.  Bei  a^  —  p8=^0  berühren 
sich  beide  Parabeln  in  dem  Punkte  Z.  Da  die  Ordinaten  dieser 
SehneiduDgspunkte  absolut  gleiche  aber  entgegengesetzte  Werthe 
haben;  so  muss  die  Verbindungslinie  derselben,  d.i.  die  gemeinsame 
Sehne  beider  Parabeln  durch  aie  Abscissenaxe  (Axe  der  t)  halbirt 
werden.  Hieraus  folgt  wieder  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Parabel,  dass  die  gerade  Linie,  welche  die  zweite  Parabel  in 
dem  Punkte  Z  berührt,  und  ebenso  die  gerade  Linie,  welche  die 
erste  Parabel  in  dem  Punkte  berührt,  wo  die  erste  Parabel  von  der 
Axe  der  t  geschnitten  wird,  parallel  sein  ranss  mit  der  Verbin- 
dungslinie jener  Schneidungspunkte,  Dasselbe  findet  man  auch  auf 
folgende  Weise.    Seien  Ij  und  JV  jene  beiden  Schneidungspunkte, 

so  dass  für  //  die  Coordinaten  it.  =  V^«*  — pS  und  /,  =  — r-^ 
iP 

^aVa^l^  für  N  aber  ii,  =  ^  V/ «»-;,/?  und  t,  =  5^^ 

_  «|/«^-^  sind.  Da  nun  ^hJZJh.  —  £.  ist,  so  hat  man  für  die 
durch  Lt  und  N  gehende  gerade  Linie  die  Gleichung: 


«^  — »»=|j(r-/.)  ....    (1) 

Nach  der  bekannten  Eigenschaft  der  Parabel  findet  man  für  die. 
Gerade,  welche  die  zweite  Parabel  im  Punkte  Z  berührt,  zunäebst 

die.  Gleichung:  w^^ip^^  setzt  man  nun  hier  die  oben  (§.  9.)  ge- 
fundenen Werthe  für  #'  und  k?  ^  so  erhält  man  fiir  diese  Tangente 
die  Gleichung: 

*'  =  &••••    '(^) 

Für  den  Punkt  0^  in  welchem  die  erste  Parabel  von  der  Axe 
der  t  geschnitten  wird,  sind  die  auf  die  Axe  und  den  Scheitel  die- 

ser  Parabal  bezogenen  Coordinaten  ^  =  a,  ^  ==:•--;  daher  ergiieM 

sich  für  die  Gerade ^  welche  die  erste  Parabel  In  O  berührt,  die 

Gleichuag:  tf  =2^  [if— (j?'-»^)]i  d*  i.  durch  obige  Wertbe: 


p  ,^ ^a* 
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Da  nnp  in  alleD  drei  Gleichangen  (1),  (2),  (3)  der  CoefBcieot 
voD  f  derselbe  =^  is^  so  folgt  hieraus,  dass  die  geraden  Linieo, 

welche  diesen  Gltichungen  entsprechen,  sämmtlich  unter  einander 
parallel  sind. 

11.  Wenn  Z  ausserhalb  der  ersten  Parabel  liegt, 
also  «* — pß^O  ist,  so  wird  die  erste  Parabel  von  der 
geraden  Linie  ZIj  in  Z^,  von  der  geraden  Linie  ZA  in 
iV  berührt.  Wenn  wieder  n^  und  t^  die  Ck>ordinaten  des  Punk- 
tes Ij  bezeichnen,  so  hat  man  für  die  gerade  Linie  Zl^  die  Glei- 
chung: u=:  T^t,  oder  zwischen  Coordinaten  a:^  y  auf  den  Anfangs- 
punkt K  und  die  Axe  der  Parabel  bezogen ,  und  wenn  man  für 
r^  den  aus  %,  10.  sich  ergebenden  Werth  substituirt: 

y  — «  = 2^ — ^(^  — /?). 

Für    y  =  0     findet    man     hieraus    fBr    a:    den     Werth:      a:  = 

—  («-*-^«'-£^.     Da  aber  für  den  Punkt  L  die  auf  die  Axe 

V  

der  ersten  Parabel  bezogene  Ordinate  =:o-|-c^i  =  a-f-l^a* — pß 
ist^  so   wird   für  denselben  Punkt  die  Abscisse,  auf  der  Axe  vom 

Scheitel  aus  genommen,  ausgedrückt  durch  ^^-^ — ^  —Pß'  ^     y^^. 

gleicht  man  dieses  mit  obigem  Werthe  von  a?,  d.  i.  mit  der  Ab- 
scisse  des  Punktes,  in  welchem  die  Axe  der  Parabel  von  ZIj  ge- 
schnitten wird 9  so  ergiebt  sich  ans  der  Natur  der  Parabel,  dass 
sie  in  JL  von  ZIj  berührt  wird.  Ganz  ähnlich  ist  der  Beweis  für 
die  Linie  ZJV. 

12.  Wenn  der  gegebene  Punkt  Z  auf  der  ersten  Parabel 
liegt,  also  a*  —  pß  =zO  ist,  so  hat  man  für  den  Scheitel  der  zwei- 
ten Tarabel  nach  §.  9.  die  Coordinaten  i'  =  —  -la,  ^'=  —  ^ß; 
der  Scheitel  der  zweiten  Parabel  liegt  also  dann  in  der  Mitte  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  jK  und  Z.  Leicht  erkennt  man  nun 
aucli  das  Umgekehrte  als  richtig:  wenn  man  von  irgend  einem 
Punkte  einer  Parabel  beliebig  viele  Sehnen  zieht,  und  jede  Sehne 
um  ein  ihrer  eignen  Grösse  gleiches  Stück  verlängert,  so  liegen 
die  Bndpunkte  dieser  Verlängerungen  wieder  auf  einer  Parabel, 
deren  Parameter  das  Doppelte  von  dem  Parameter  der  ersten  Pa- 
rabel ist;  die  Axen  beider  Parabeln  sind  parallel,  und  der  Scheitel 
der  zweiten  ist  der  Endpunkt  der  Verlängerung  von  der  Sehne, 
welche  nach  dem  Scheitel  der  ersten  gezogen  ist;  in  dem  Punkte 
Z  berühren  sich  beide  Parabeln  (vergl.  §.  10.). 

13.  Sei  nun  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  also  aus- 
gedrückt durch  die  Gleichung  (S)  in  §.  7.;  demnach  ist  jetzt  ji 
=zr^,  B  =  0,    C=*S  /?  =  2ar%  E=2ß9\  F=r*a^ -h^^ß^ 

—  r*6*y  daher  für  den  zweiten  Kegelschnitt,  ebenfalls  eine  Ellipse, 
Jt=:r*,  ^  =  0,  C'=zs*,  iy=:ar*,  E'=ßs\  /^'  =  0,  folglich 
die  Gleichung  dieser  Ellipse: 

r»«»  4-  j*^  +  ar^m + ß9*t  =  0. 
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Die  Lage  des  Mittelpunktes  und  der  Azen  der  «weiten  Bllipse 
sind  nach  §.  6.  111.  und  IV.  schon  bestimmt;  für  die  Grösse  der 
Axen  hat  man  jetzt  nach  §.  4,  V.  und  Vi.: 

^.  = 'Jf!±£!£  =  (£..!)•  + (4)- ....  ,„ 

Der  Parameter  p^  der  zweiten  Ellipse  ist  daher 

;,'  =  H^=fl/«»  +  (f/?)»....    (111) 

14.  Sind  wieder  L  und  N  die  Schneidungspunkte  der  beiden 
Ellipsen,  «i,  und  t^  für  Z^,  u^  und  t^  für  X  die  Coordinaten,  und 
setzt  man  der  Kürze  wegen  r*a' +  *'/?* — r*Ä'=«i*,  also  r^a} 
*»/J»z=Ä»*+r*Ä*  =  «»»+*»«*;  80  ist  nach  §.  8.: 

**> —     r»«»  -f-  *»/9»"'     ^«  —     r'a'-f-«»/?»    f 
—  am^  H-  J^/?»i  —  /?«i^  —  rgfrtW  i 

Daher  für  dieselben  Punkte  die  Coordinaten  y, ,  ^^ ,  y, ,  ;r,   auf 
den  Mittelpunkt  und  die  Axen  der  ersten  Ellipse  bezogen: 

r^b*a  —  sbßm  M^a^ß  -f-  raam 

Vx  —    y-a«* -f.  *2/5*  '  ^^ —   r'^a^^s^ß^ 

r^b^a  +.  sbßm  s^a^ß  —  raam  f 

-  -4?_  "— —  ^— 


y»   «.»«3  _t_  .»Ä»  '     ^ 


Diese  doppelten  Werthe  werden  gleich,  d.  h.  die  Punkte  L  und  N 
fallen  in  einen  zusammen,  in  welchem  die  Ellipsen  sich  berühren, 
wenn  «w  =  0,  d.  i.  wenn  r*a*  +  **/9*  =  r*^'  =  **a*  ist,  also  der 
Punkt  Z  auf  der  ersten  Ellipse  selbst  liegt;  es  wird  dann  ^^=^y, 
=  a,  ^j=:^2  =  /^*    Unmöglich  aber  werden  beide  Werthe,  wenn 

r»a»  +  8^ß^  <  r»^»  ,    also  a  <;  — l/«»  — /S»  ist,  d.  h.  wenn  der 

gegebene  Punkt  Z  innerhalb  der  ersten  Ellipse  liegt. 

15.    Durch  Benutzung  obiger  Werthe  für  y, ,  ^, ,  y, ,  a:^  er- 
hält  man  für  die  durch  L  und  JX  gehende  Gerade  die  Gleichung: 

s^ß  6*  r*%* 

y  =  —  ZT-^H •     Für.y  =  0  findet  sich   hiernach  a:  =  — rr 

^  r^a  a  ^  s*ß 

ff' 

=  -T-.    Hieraus  ergiebt  sich  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der 

Ellipse,  dass  die  Linie  JLN  die  verlängerte  grosse  Axe  der  ersten 
Ellipse  in  demselben  Punkte  schneidet,  in  welchem  diese  Axe  ge- 
schnitten wird  von  einer  Tangente  der  ersten  Ellipse,  deren  Be- 
rührungspunkt die  Abscisse  =  ß  hat;  es  ist  dieses  einer  der  Punkte, 
in  welchen  der  von  Z  auf  die  grosse  Axe  gefällte  Perpendikel  die 
erste  Bllipse  schneidet,  wenn  nur  ß<a  ist. 
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16.  Legt  maD  durch  Z^  eine  cerade  Linie  (X\  parallel  mit 
Afßf,  80  fiadet  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleicknnc  der  Linie  Z^A 
(f.  15.)  für  (X)  die  Gleiehong: 

y  =  -^^  +  — 75S-^--  '0) 

Oder  wenn  man  den  Mittelpunkt  ft  der  zweiten  Ellipte  alf  An- 
fanfftpjinkt.  die  Axen  dieser  Ellipse  als  Goordinatenazen  annimmt, 
wd  die  darauf  sich  heziehenden  Coordinaten  durch  'ff  und  'jr  he- 
leichnet,  so  erhält  man  für  (X)  die  Gleichung  : 

Setsfc  man  in  dieser  letzten  Gleichung  '^  =  0,  so  findet  man 
für  den  Punkt,  in  welchem  die  verlängerte  grosse  Axe  der  zwei- 
ten Ellipse    von   {X)   geschnitten  wird,    den   Werth  der  Abscisse: 

^^^ 2#»i ^^"^  (v«'*gl.  §.  13.  L).   Da  aher  ^ß  die  Abscisse 

des  Punktes  Z  der  zweiten  Ellipse  ist,  durch  welchen  die  Linie 
(A)  gebet,  so'ergieht  sich  aus  dem  hier  gefundenen  Werthe  von  'jc 
nach  der  schon  vorhin  benutzten  Eigenschaft  der  Ellipse,  dass  die 
sweiie  Ellipse  von  der  Linie  (X)  in  Z  hrrährt  wird.  Demnach 
ist  die  gemeinsame  Sehne  beider  Ellipsen  mit  der  dem 
Paukte  Z  zugehörigen  Tangente  der  zweiten  Ellipse 
parallel,  und  wird  folglich  durch  die  gerade  Linie  KZ 
Ulhirt. 

17.  Für  die  Punkte  O  und  &',  in  welchen  die  erste  Ellipse 
TOM  A%t  Gcradeo  KZt  geschnitten  wird,  findet  mau  leicht  die  Coor« 

_  rUi  rbß 

'  y==t>'  ,  >        >=s^>  *  =db  !•  ,  «      ==■    Daher  wird 

die  .durch  einen  dieser  Punkte,  z.  B.  durch  O  gehende  gerade  Linie, 
welche  parallel   ist  mit  der  gemeinsamen  Sehne  Z^JV,  ausgedrückt 

durch  die  Gleichung  y=:  — ^^  +  — V^r»a» +#»Ä'.    S«tzt  man 

hier  wieder  y=:0,  so  findet  man  für  den  Punkt,  in  welchem  diese 
Linie  die  verlängerte  grosse  Axe  der  ersten  Ellipse  schneidet,  die 
Ahadner 

Hyr*a*  -+-  J  V'        t^^r*a^  -f-  *'^»  ,  ^^ß 

Da  aher  77======  die  Abscisse  des  Punktes  O  der  Ellipse  ist, 

darci  welchen  die  betrachtete  |;erade  Linie  gehet,  so  ergiebt  sich 
aas  dem  hier  geftindenen  Werthe  von  ^,  dass  diese  Gerade  die 
Ellipse  in  G  berührt.  Aehnliches  gilt  von  der  durch  den  anderen 
Puakt  ff  gelegten  Parallele  mit  LN.  Immer  also  sind  die 
4ea  Paukten  Z  und  K  zngehSrigen  Tangenten  der  zwei- 
ten Ellipse  parallel  mit  den  Taageatea  der  ersten  für 
die  Pvnkte,  irr  welchen  die  erste  Ellipse  von  der  gern« 
raden  Liaia  KZ  geschnitten  wird;  nnd  wenn  Z  aasser- 
kftlh  der  ernte»  Ellipse  liegt,   also  beide  Ellipsen  aieh 
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^schneiden,  so   ist  aocli  die  ihnen  igemeintaine  Sehoe  pa- 
rallel mit  jenen  Tangenten. 

18.  Wenn  Z  aussprbalb  der  ersten  Ellipse  liegt,  und  P'<^m 
ist,  so  ergiebt  sich  aus  §.  15.  und  §.  17.  ein  leichtes  Verfahren,  die 
Schneidungspunkle  L  und  N  heider  Ellipsen  zu  finden,  ohne  dass 
die  zweite  Ellipse  construirt  zu  werden  braucht. 

19.  Liegt  Z  ausserhalb  der  ersten  Ellipse,  so  wird 
letztere  Ton  der  geraden  fjinie  ZL  in  //,  von  XN  io  N 
berührt.  Durch  die  Coordinaten  des  Punktes  /^,  4r,  und  fi 
{%.  14.  II.)  findet  man,    weil  r«a»  +  #»/?•  ==  w»  +  r»Ä«  =  ••• 

•4-*»Ä*  ist,  für  die  Linie  ZL  die^Gleichung:  y — a=  _^— (^ — /?). 
^  ur  y  ==  0  erhält  man  hieraus :  ^  =  ^^^^^„^     =  TiÜM^TSS^ 

=  «*:  ^  3  ap»  >  woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  für 
ZZ^  folgt.    Aehnlich  ist  der  Beweis  für  ZJV, 

20.  Wenn  der  Punkt  Z  auf  der  gegebenen  Ellipse  liegt,  also 
r*tt*  -4-  /t*ß*  =  r*/^*  =  **«*  ist,  so  findet  man  aus  den  Formeln 
(1)  und  (11)  in  §•  13.  leicbt,  dasa  dann  die  Axen  der  zweiten 
Ellipse- besiehungsweise  gleich  sind  den  Hälften  der 
Axen  der  ersten  Ellipse.  Da  dieses  gilt,  welcher  Punkt  des 
Umfanget  der  ersten  Ellipse  für  Z  genommen  werdeu  mag,  so  folgt 
nebenbei  hieraus  auch,  dass  eine  Ellipse,  deren  Axen  beziehungs- 
weise, gleich  sind  den  Hälften  der  Axen  einer  anderen  Ellipse,  im- 
mer in  diese  andere  so  gelegt  werden  kann,  dass  sie  durch  deren 
Mittelpunkt  gehet,  dieselbe  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt, 
und  ihre  Axen  den  gleichnamigen  Axen  der  anderen  Ellipse  paral- 
lel sind. 

21.  Durch  Umkehrung  des  Vorausgehenden  ergiebt  sich  nun 
auch  folgender  Satz:  wenn  von  irgend  einem  Punkte  Z  des  Um- 
fanges  einer  Ellipse  beliebig  viele  Sehnen  gezogen,  und  abwärts 
von  jenem  Punkte  verlängert  werden  um  ein  Stück,  das  der  Sehne 
selbst  gleicli  ist,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Verlängerungen 
auf  einer  Ellipse,  deren  Axen  das  Doppelte  von  den  gleichnamigen 
Axen  der  ersten  Ellipse  und  mit  diesen  parallel  sind;  der  Mittel- 
punkt der  neuen  Ellipse  ist  der  zweite  Endpunkt  des  von  Z  aus- 
gehenden Durchmessers  der  ersten  Ellipse,  und  beide  Ellipsen  he- 
rübreo  sich  in  Z.  Dieser  Satz  ist  indessen  ebenso  wie  der  oben 
in  §.  12.  erwähnte  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeideren, 
den  wir  nachher  aussprechen  und  beweisen  werden. 

22.  Alles  hier  in  Betreff  der  Ellipse  Gefundene  gilt  im  Allge- 
meinen auch,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt,  also  auch  der 
zweite  ein  Kreis  ist,  nur  mit  einigen  Modificatiunen.  In  diesem 
Falle  ist  nämlich  a  =  d^  r  =  «  =  l  zu  setzen;  wenn  daher  der 
Halbmesser  des   neuen  Kreises   durch  q   bezeichnet  wird,  während 

der  des  gegebenen  =z=  »  ist,  so  hat  man  hier  q  =  ^X/u^  -f-  ß^. 
Liegt  Z  ausserhalb  des  ersten  Kreises,  ist  also  a^-f-/?'^a',  so 
schneiden  sich  beide  Kreise  in  zwei  Punkten  L,  und  .^5  für  deren 

Coordioaten  hier  die  Formeln  ffclteu:  yzrz — = ~,  a:= — S^-??-« 

wo  nun  m  =  \/u^  --h  P^  —  «'  ist.  Für  die  gerade  Linie,  wel- 
che durch  diese  Schneidungspuokte  gehet,  hat  man  daher  dl«  C»l«i- 
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diBBg:  y=:  — ~«H .    Da  aber  für  die  Gerade  KZ  auch  hier 

fie  Gleiehnog  y^sz-jop  gilt,  so  ergiebt  sich  aus  der  Form  dieser 

keiden  Gleichnogen,  dass  die  gemeiDsame  Sehne  LN  uoter  rechten 
PViokala  vod  der  Lioie  KZ  geschuitteD  wird.  Auf  eine  sehr  ein- 
ziehe Weise  folfft  nun  hieraus  der  Parallelismus  dieser  Sehne  mit 
dlea  oben  heseichneten  Tanventen  (vergl.  f.  16.  17.). 

88.  Wenn  der  erste  i&egelschuitt  eine  Hyperbel  ist,  ansge« 
drfickt  durch  die  Gleichung  ({))  in  4*  ''•9  ^^  i*^  <>uch  der  zweite 
eine  Hyperbel»  fiir  welche  die  Gleichung  gilt: 

r»«»  —  #»/»  +  ar^u  —  ßtU  =  0. 

Pir    die    Grösse    der    Axen    findet    man.  ($.    4.    Vlll.    und    IX.): 

^^  =s  ,  Ä» '  =         h  2    '   '     ^"    "^i*   Scbneidungspunk- 

fr«n     iä    und     A*     beider     Hyperbeln     gehören     die    Coordinaten: 


3m« 


eingenommen  ist,  daher  auch  «•/?•  —  r*a*  =  r'Ä*  —  m*  :=:s*a*  — m* 
i«t*     Me  dnrcb  Z^  an<t  A'  gelegte  crerade  Linie  hat  zur  Gleichunir: 

3#  =  j3^JP— — .    Für  y  =  0  wird  a:=^^  ^^T'^  daher  gilt  hier 

^ne  Bhnlicfae  Bemerkung,  als  oben  $.  15.  bei  der  Ellipse  gemacht 
^vorden  isr.  Für  die  durch  Z  gelegte  Parallele  mit  JLJV  gilt  zwi- 
schen den  Coordinaten  'jc  und  'p  auf  die  Axen  und  den  Mittelpunkt 

4er     sweiten    Hyperbel     bezogen     die    Gleichung:     'y  =  nr'^ 

i  .  — ^»^ .    1- ur  V=  "  wird  'a:  =  -^Ig =  lj,  woraus 

laervorgeht,  dass  diese  Parallele  die  zweite  Hyperbel  in  Z  berührt. 
^Sn  den  Punkten  G  uud  ^',  in  welchen  die  erste  Hyperbel  von  der 
^^reden   Linie   JKTZ   geschnitten    wird,    gehören   die   Coordinaten 

_  riß  _M  rba  ^, 

*!^r = ±  r7======T= »    y  =  =fcty  ,^,        ,  7*    Die  durch  C  sre- 

fctnde     Parallele     mit     LN    hat     zur     Gleichung:     y  =s  -^^r 

—   i.  V/,«Ä»  -  r»a».     Für    y  =  0    wird    a:  =  ^^^*'^'  ^  ^'^! 

rba 

^^  «*  :  1/  M»  J,  Tt>  ^^■'<^i>s  folgt,  dass  diese  Linie  die  erste  Hj- 

ttrbel  jo  O  berührt.     Aehnliches  gilt  von  der  Parallele  durch  &. 
^e  de«  Punkte  Z  zugehörige  Tangente  der  zweiten  Hyperbel  ist 
«lao  mit  den  Tangenten  der  ersten  Hyperbel  für  die  Punkte  O  und 
tf'  parallel,  nnd  wenn  die  Hyperbeln  sich  schneiden,  so  ist  auch 
ilie   gemeinsame  Sehne  mit  jenen  Tangenten   parallel.     Die  durch 

Z  nnd  L  gelegte  Gerade  hat  zur  Gleichung:  y — a=  .     .  Ti^jäff — ß)^ 

tnr   y  =  0  wird  ;r  =  «*  :    ^i^»  _  y-a^a  1   ">"*  Rucksicht  auf  den 

Werth  der  Abscisse  des  Punktes  i^  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die 
Gerede  ZL  die  erste  Hyperbel  in  L  berührt.    Ebenso  findet 

24* 


\ 
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man,  dassZA^  die  Hyperbel  in  N  beriilirt;  beide  Mal  wird  aber 
vorausgesetzt,  dass  Z  ausserhalb  der  ersten  Hyperbel  lieft. 

24.  Wenn  der  gegebene  Punkt  Z  auf  der  Byperoel  selbst 
liegt,  d.  i.  wenn  #*/S*  —  r'a*  =  r'Ä*  =  #*«*  ist,  so  sind  die  Axen 
^er  zweiten-  Hyperbel  gleich  den  Hälften  der  gleiehnamigeD  Azea 
^er  ersten,  und  durch  ümkehruDg  lässt  sich  hieraus  auch  für  die 
Hyperbel  ein  Satz,  analog  den  in  §.  12.  und  §.  21.  ausgesprocbeBen, 
aulstellen.  Es  soll  aber  jetaafc  noch  der  allgemeinere  Satz  bewiesen 
werden,  von  welchem  die  ge lachten  nur  besondere  Fälle  sind;  die- 
«er  nil gemeine  Satz  ist  folgender. 

25.  Wenn  man  von  einem  auf  dem  Umfange  irgend 
eine^  Kegelschnittes  beliebig  gewählten  Punkte  Z  ir- 
gend wieviele  Sehnen  zieht,  und  von  Z  aus  aufjeder 
Sehne  selbst,  oder  nac1i  der  entgegengesetzten  Seite 
hin  au  filirer  Verlängerung  einen  Abschnitt  so  bestimmt,' 
dass  das  Verhältniss  zwischen  diesem  Abschnitte  und  der 
zugehörigen  Sehne  überall  dasselbe  ist,  so  liegen  die 
Endpunkte  aller  Abschnitte  auf  einem  zweiten  Kegel- 
schnitte von  derselben  Art,  als  der  gegebene. 

Beweis.  Der  gegebene  Kegelschnitt  sei  ausgedrückt  durch 
eine  Gleichung  zwischen  rechtwinklichen  Coordinateo  u  und  t^  die 
den  Punkt  Z  zum  Anfangspunkte  haben;  so  muss,  weil  dieser  Punkt 
auf  dem  Kegelschnitte  selbst  liegt,  diese  Gleichung  die  Form  haben: 

Au*  +  BtU'\'Ct^'\'Du-\'El=iÜ  ....    <|) 

Jede  von  Z  ausgehende  gerade  Linie  wird  vorgestellt  durch  die 
Gleichung:  u-==iPt^  und  schneidet  den  Kegelschnitt  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  F,  dessen  Coordinaten  sind: 

.__  DP-^E _  iDP^E)P 

^~       JP^+BP^C     ^~       Ai'-^^-ßP^C ^"' 

Wird  nun  auf  dor  Sehne  ZiV^  oder  auf  deren  Verlängerung  über 
Z  hinaus  der  Abschnitt  ZW  so  bestimmt,  dass  ZVi  ZW=,  l  im 
sich  verhält,  wo  n  irgend  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bedeu- 
tet, so  erkennt  man  leicht^  dass  die  dem  Punkte  IF  zugehörigen 
Coordinaten  diese  Werthe  haben  müssen: 

n(DP-^E)  n(DP+G)P 

^ —       AP^^  BP^C     ^ —        AP^  ^BF^C  '"'     ^"" 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  (HI)  die  Grösse  Pj  s» 
muss  das  Resultat  die  Gleichung  der  Curve  sein,  welche  der  g'eo- 
metrische  Ort  der  Endpunkte  aller  von  Z  aus  bestimmten  Ahsebnitie 
jener  Sehnen  ist  (vergl.  §.  5.).  Die  wirkliche  Ausführung  dieser 
Elimination  aber  giebt  (auf  dem  in  §.  5.  befolgten  Wege)  zuletzt 
folgende  Gleichung: 

jiu*  +  Btu  +  Ct^  +  iiDu  +  ii^=  0 (IV) 

Da  nun  die  drei  ersten  Coefficienten  dieser  Gleichung  identisch  sind 
mit  den  entsprechenden  Coefficienten  der  Gleichung  (1),  so  folg^ 
hieraus  nach  §.3.,  dass  die  der  Gleichung  (IV)  entsprechende  Con^e 
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ein  Kegf^lschnilt  von  ganz  derselben  Art  ist,  als  der  durch  die  Glei- 
chung (I)  bezeichnete. 

26.  Man   nehme  an,  ,was   offenbar  erlaubt  ist,  dass  die  Axen 
der  Cooräinaten  m  und  t  der  Gleichung  (I),  also  auch  die  der  Glei- 

,chung  (IV),  parallel  seien  den  Axen  des  j^egebenen  Kegelschnittes; 
der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnittes  (bei  der  Parabel  der  Scheitel 
der  Axe)  werde  wieder  durch  IT^  der  Mittelpunkt  des  neuen  durch 
St  bezeichnet,  und  a  und  ß  seien  die  Coordinaten  des  Punktes  Z 
bezogen  auf  den  Anfangspunkt  JC  und  die  Axen  des  ersten  Kegel- 
schnittes. Die  Gleichung  (I)  in  §.  25.^ hat  daher  hier  folgende  Form: 
ftir  die  Parabel: 

»»  -f-  2of#  —  ;i^  =  0 (II) 

ßir  die  Ellipse: 

r»i#»  +  #»/»  -f-  2ar»w  -f-  2/?#»^  =  0  . . . .    (II) 

filr  die  dyperbel: 

r«i#»— «»^«+2ar»ii  — 2/?#»^=0  ....    (111)* 

Dieses  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (IV)  in  §.  23.  giebt  Fol- 
gendes zu  erkennen. 

27.  I.    Auch  der  neue  Kegelschnitt  geht  durch  den  Anfangs- 
punkt Z  der  Coordinaten  «i  und  t. 

II.  Die  Axen  des  neuen  Kegelschnittes  sind  parallel  den  Axen 
des  ursprünglich  gegebenen  (§.  4.  vergl.  §.  6.  III.). 

III.  Wenn    ^r    den  Mittelpunkt  ft   des   neuen   Kegelschnittes 
(bei   der  Parabel  für  den  Scheitel  der  Axe)  die  auf  die  Axen  der 

#  und  t  sich  beziehenden  Coordinaten  wieder  durch  t'  und  /r', 
dagegen  die  auf  den  Anfangspunkt  jK  und  die  Axen  des  ersten 
Kegelschnittes  bezogenen  Coordinaten  durch  tj  und  d'  bezeichnet 
werden,  so  ist,  von  welcher  Art  auch  der  Kegelschnitt  sein  mag, 
iniBer  ^ 

Der  Punkt  ft  liegt  also  immer  auf  der  durch  Z  und  IT  gelegten 
geraden  Linie  in  dem  Abstände  =  (1  —  n)a  von  der  Hauptaxe  des 
ersten  Kegelschnittes. 

'  IV.  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Parabel,  und  deren  Para- 
meter =  /?,  so  hat  der  zweite  Kegelschnitt,  auch  eine  Parabel,  den 
Parameter  //  =  np  (§.  4.  111.).  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  El- 
lipse oder  Hyperbel,  deren  Axen  2a  und  2d  sind,  so  bat  der  zweite 
Kegelsdinitt  die  Axen  2is'  =  M.2a,  2^  =  /#.2^.  Bedeutet  also  ;; 
d^B  Parameter  des  ersten,  //  den  Parameter  des  zweiten  Kegel- 
schnittes, so  ist  in  allen  Fällen  p'zzznp.  Diese  Werthe  der  Axen 
2m'  und  W  fiodet  man  aus  §.  4.  V.  und  VI.;  VIII.  und  IX.  vergl. 
§•  25.  IV.;  §.  26.  11.  und  III.  mit  Rücksicht  darauf,  dass  hier  für 
die  Ellipse  r^a^  +  s^ß*  ==  #'a'  =  r'^' ,  für  die  Hyperbel  #'/¥' 
—  r^a^  =  *»»»  =  r»^»  ist. 

V.  Die  gerade  Linie,  welche  den  ersten  Kegelschnitt 
in  dem  Punkte  Z  berührt,   berührt  in  demselben  Punkte 

•  ach  den  zweiten  Kegelschnitt,  daher  berühren  sich  in 
Z  beide  Kegelschnitte  selbst. 
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Beweis.     Die    gerade    Linie ^    welche    die    erste   Parabel    in 
Punkte    Z    berührt,    hat   zur   Gleichung:    y  —  a  ;=:  ^(^  -^  /^* 

Wenn  man  aber  den  Scheitel  ft  der  zweiten  Parabel  alz  An* 
fangspunkt,  die  Axe  desselbeu  alt  Absciisenaxe  nimmt,  und'  die 
entsprechenden   Coordinaten    durch  '^   und   *y   bezeichnet,    so    iat 

X  =  'jp  —  (#•  —  l)/^j  y='y"^('**^l)^>  wodurch  die 
Gleichung    der    gedachten  Tangente    diese  Form  erhält:   'y  —  mu$ 

:=^('a?  — »/?).    Für  'y=0  wird  'a?=:  — J»/?,  woraus  folgt,  dass 

die  gedachte 'Tangente  auch  die  zweite  Parabel  in  Z  berührt.  — ' 
Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  äo  findet  man  für  die  dem 
Punkte     Z    zugehörige    Tangente    die    Gleichung:    'y  — nix.  = 

iT^CiÄP  —  «/?),  wo  die  Coordinaten  'y  und  '^  Auf  den  Mittelpunkt 

und  die  Axen  der  zweiten  Ellipse  sich  beziehen.  Für  'y=:0  er- 
giebt   sich    '^  =  -^ 5^^ — ^--^  =  —  (No.  IV.),  woraus  erkannt 

wird ,  dass  die  betrachtete  Tangente  auch  die  zweite  Ellipse  in  Xt 
berührt.    Ganz  ähnlich  ist  der  Beweis  für  die  Hyperbel. 


Geg^en  Herrn  Doctor  Barfuss. 

Von  dem 

Herrn   Doctor  O.  Schlö'milch, 

Privatdocentcn  an  der  Universität  zu  Jena. 


1. 

Im  3ten  Hefte  des  4ten  Bandes  dieser  Zeitschrift  bat  Herr  Dr-0 
Barfuss  die  ältere  Euler- Friesische  Ansicht  von  den  UDendlicheiw 
Reihen,  der  neueren,  hauptsächlich  durch  Cuuchy's  geistretchevs 
Cours  d'analyse  angeregten,  gegenüber  zu  vertreten  gesucht.-  DkC9 
Ansicht  unseres  geehrten  Gegners  ist  folgende:  Bei  der  Rechnung^ 
mit  unendlichen  Reihen  ist  die  Suinrairung  derselben  ein  ganz  un-«* 
tergeordnetes  Geschäft;  die  Hauptsache  ist,  durch  gewisse  analyti-" 
sehe,  oder  wie  Fries  sa^t,  syntaktische  Operationen,  di^  Fuuctio- ^ 
neu  in  Heiben  zu  entwickeln;  d.  h.  mit  andern  Worten!  es  kämmte 
hauptsächlich  auf  die  Umwandelungen  der  Form  einer  FnuctiossS 
an,  wobei  sie  einmal  als  geschlossener^  einmal  als  ins  Unbestimmte^ 
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förtkiafeader  Amdruck  eneheiatv  und  Biükt  auf  ihre  srithMetiacbeB 
Werrh«  ID  der  letzteren  Gestair.  . 

Bever  icb  diese  Ansiebt  ausfiihrlicber  beleuehte,  miias  ieh  einige 
Werk'Ce  über  die  Kritik  sagen, -welcber  Hr.  Dh  Barfnss  meine^Reä- 
nnngen  unterworfen  hat: 

Meip  erstes  Beispiel  hat  derselbe  gänzlich  missverstanden.  .Will 
man  nämlich  den  Ausdruck  Arctan  |r  m  eine  Reibie  verwandeln^  so 
benutzt  man  hierzu  die  beiden  Eigenschaften  Arctad  a:  —  Arctan  y 

■=  Arctan  ^  -J^undLim  ^^ ^  ^  =^1.  für  abnehmende  8.  Man  findet 

Arctan '^3=^-^-}^'  -4-t^*  r— .... 

Nimmt  man  aber  die  nämliche  Rechnung  mit  einer  gewissen  Function 
f(af)  vor,  welche  die  beiden  Eligensehaften 

besitzt,- -so  findet  man-  auch 


.  •  • 


Nun  sagt  darauf  Herr  t>r.  Barfuss:  ,,Die  Nacliwersung,  dass  f{jx) 
r=arptg  ^.sei,  hat  mit  der  Methode  der  unbestimmten  Coeffi^ienten 
gar  nichts  zu  schaffen  (?).  Und  wo  wollte  man  auch  den  Beweis- 
grund hernehmen,  dass  zwei  verschiedene  Functionen  deqnoch  einer» 
lei  R.eibeneotwickelun^  geben  könnten?".  Hier  ist  dos  Missver- 
släDdoiss  klar;  ich  meine  im  Gegentheil:  wo  will  tiaii  den  B^weiß* 
grund  bernebmea^  dass  derjenige  Unrecht  habe,  welcher  so  eapri* 
ciösk  wäre  zu  behaupten,  et*  kenne  zwei  solche  verschiedene  Fuoctio« 
nen,  dienen  die  genannten  BigenachafteD  zukommen.  DarayiC  könnte 
mir  Hefr.Di\  Barfuss  erwidern,  was  er  am  Ende  der  Seite  926.  eägt,: 
nttnlieh:  ^,e8  findet  sichfiiff  jf^(jxi)  eine  veli kommen  bestimmte  Reihe, 
welche  'zeigt,  dais  jedem  hestimii(ten  Werthe  von  a:  ein  bestimmter 
Werth  von  f^a:^  angehört  und  dass  folglich  die  Fuoctioo  fi^^Y: 
durch  die  ihr  beigelegten  Bigensehaft^n  -vollkommen  bestimmt  ist". 
Hier  wird  Herr  Dr.  Barfuss  beinahe  seiner  Ansicht  untreu;  denn  er 
sprieß  viNi  tden  bestimiiteB,  also  anmeriscben  Werthe«,  welche  die 
Httthe         • 

für  einen  bestimmten  Werth  von  .ar  annnimmt,  d.  h.  er  betrachtet 
auf  einmal /"C^)  als  die  arithmetische  Summe  der  Reihe,  wäh* 
rend  er  sonst  nur  von  syntaktischen  Kntwickelangen  hören  wil^ 
Aber  wir  können  ihm  auch  dieis  zugeben',  weil  sein  Argument  nur 
so  weit  reicht ,  als  sijcb  jene .  Reihe  airitbmetiscb  summiren  lässt, 
d.  h/  con'vergirt.  Aber  wie  wird  denn  die  Sache,  wenn  die  Reihe 
divergirt?  Wenn  ich  cavali^rement  sngte:  ja,  jene  beiden  oder  meh- 
reren Functionen,  welchen  gemeinschaftlieh  die  Eigenschaften  zu- 
kommen : 


/(^)_/(y)  =  /(^O.Li«-^=l 
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sind  identisch  bis  of-^zl^  von  da  an  verscbiedeD»  etwa  so. wie  zwei 
Curveo  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  sich  decken,  nachher 
aber  ansei nanderfiahren,  so  fallt  das  Argument  meines  Herrn  Gegr 
ncrs  ffans  weg  ^).  Und  in  der  That  wäre  eine  Behauptuag  d^r  Art 
gar  nichts  Neues.    So  hat  man  z.  B. 

j-qp^  =  l  — ;r  +  Ä?»  — a?»  +  .... 

oder  auch: 


1  -#-  O?  -I-  JF* 

=  1  —  jc*  -h  ^*  —  ^*  -4-  lÄ?*  -^  ^»  -f-  o:»  —  .... 
aus  welchen  für  ^  =  1  folgt: 

^=1  —  14.1  —  14..... 

»  =  1  — i  +  1-.m..... 

Da  h^t  man  ja  gleich  ein  Beispiel,  dass  zwei  verschiedene  Functio- 
nen die  nämliche  Reihe  geben. 

In  Bezug  auf  die  letzteren  beiden  Reihen  hat  l^graoge  eine  Er- 
klärung  versucht.     £r   sagt  nämlich:    man  erwäge  die  fehlenden 

Glieder,  so  ist  ' 

1  —  of*  +aff*  —  o?*  -+-  ^*  ^—  o?*  +  o:*  — . . . . 
=  1-4-0.^?— ;r»-|-Är» -4-0. a?*—^»-|- AT« -HO. Ä?'—^«-4-^» -§-...- 

Nimmt  man  für  ^t=l  ein  Glied  der  Reihe,  so  erhält  man  1,  nimmt 
inan  2  Glieder  wieder  1,  und  nimmt  man  3  Glieder  gar  niehts  zur 
Summe.  Aus  1,  1,  0  ist  aber  f  das  arithmetische  Mittel.  Abgese- 
hen davon,  dass  diese  Erklärung  rein  aus  der  Luft  ffegriffen  ist 
und  man  gar  nicht  weiss,  woher  die  Befugniss  zonr  Mittelnehmen 
kommt,  hilft  uns  diese  Erklärung  ffur  nichts.  Sie  schiebt  die  Scfawie* 
rigkeit  auf  die  Seite,  aber  hebt  sie  nicht.  Eine  solche  Erklärung, 
wenn  es  anders  eine  ist,  mag  wohl  allenfalls  dann  gehen,  wenn 
man  dadurch  zu  der  Reihe  1  —  1  -f- 1  —  1  etc.  gekommen  ist,  dasa 
man  eine  Reihe  von  der  Form 

a:tx  —  a?^  +  ^y  — ;r<f-f-...» 

für  a:  =  1  specialisirt  hat.  Aber  was  fängt  man  denn  an ,  wenn 
man  auf  anderem  Wege  zu  dieser  Reihe  gelangt?  Gesetzt,  man 
wollte  die  Summe  der  Reihe 

2[co8'  2a:  —  cos'  Aa:  -H  cos*  6a:  —  ....]  =  ^ 

oder  auch  nur  diejenige  Function  suchen,  deren  syntaktische 
Kntwickelung  sie  ist,  so  hätte  man 

2C0S'  2jC  =  1  +  cos   07 

2cos'  Aa:  :^  1  +  cos  2a: 
2cos'  6^  =1-1-  cos  Za: 


*)  Mit  Hülfe  der  Integralrechnung  lässt  sich  zeigen,  dass  diess  im  obigen 
Falle  unmöglich  sei;  aber  wir  befinden  uns  hier  im  Gebiete  der  sl%e- 
meinen  Arithmetik! 
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folgKck 


^»=1  — 14-1  —  1-4-.... 

-4-  C08  a:  —  cos  2a?  -f-  cos  3a?  — .... 


Was  setzt  man  Dun  für  die  erste  Reihe?  4,  l  oder  — ,  da  auch 

1  -4-  »P  -♦-  »P*  ■!-  •  •  •  •  -I-  it***   * 


1  4.  0?  +  0?*  + .  • .  •  +  0?»— 1 

-SS  1  *—  o?*  "I-  o?*  —  A"*"  '*  "h 


milhin  fiir  o?  ==  1,  and  fflr  beliebige  positive  ganze  m  und  js' 


1— *  J.  -^  I  "T—  X  — —  I  "T^  E  —  •  •  •  • 


ist.    l}ier  ISsst  uns  auch  Lagraage  im  Stiche. 

Nach  dieser  Digression  kehre  ich  wieder  zu  den  „Bemerkungen" 
des  Herrn  Dnctor  Barfuss  zurück. 

Derselbe  tadelt  in  No.  3,  meine  Bntwickelung  von 

cos  o?  -f-  cos  2a?  -f-  cos  3a?  -f- . . , .  =  —  ^, 

indem  er  mich  auf  die  allgemeinere  Gleichung 

V  cos  a?  — t;*  -»  rt 

\  ^2v  cos  :c^*-  V*  ^^  ^'  ^^®  ^  +  ^*  cos  2jc  +  v*  cos  3a?  -+•... . 

verweist.    Für  er  =  1  und  a?  =  0  zeigt  er,  dass 

00  =s  1 -I- 1  + 1 -f- 1 -H . . .  • 

herauskommt,  was  ich  ihm  gern  zugebe.  Wenn  aber  a?  nicht  =0 
und  nicht  =2if;r  ist^  so  erhält  man  doch 

—  J  =  cos  o? -§-  cos  2a?  -h cos  3a? -|- . .  ;.    (Ä) 

weil  in  diesem  Falle  cos  a?  — :  1  =  —  2sin'  ^o?  und  l  —  2cos  o?  + 1 
=:4siii'^a?  gesetzt  werden  darf.  Mein  Herr  Gegner, hat  also  wei- 
ter nichts  bewiesen ,  als  dass  die  Gleichung  (A)  für  a?  =:  0  und 
a:  =  2/<7r  Ausnahmen  erleidet.  Entwickeln  wir  jetzt  beiderseits 
nach  Potenzen  von  a?,.  so  wird 

—  i=     1-1-1-4-1-4-1  +  .^..        {B) 

/l  »  -4-  2»  -4-  3»  -I-  \  — - 

o?* 


(1*-|.  2* +  3* -§-....) 


1.2.S.4 


nnd  diess  gilt  allerdings  nicht  für  jeden  Werth  von  a?,  wie  Herr 
Dr.  Barfuss  sagt,  weil  die  FäHe  a?=sO  und  a?  =  2iii;r  auszunehmen 
sind.    Daraus  sehliesst  derselbe,  das«  ich  die  Ckiefficienten  beider* 
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seits  nicht  vergleichen  dürfe,  wobei  er  sich  aber  io  einem  IrrChane 
befindet. 

Hat  man   nämlich  für  aUe  möglichen  .Werthe  von  a:  die  Glei- 
chung 

a -+•  ^«a? -I- r^* -+- fi^» -4- . . . .  =  0, 

V  '  ■    •  .       •  . 

so  beweist  man ,  dass  a=zb:=:c=:d  etc.  =0  sei ,  auf  folgende 
höchst  ungenügende  Weise.  .JM&u  setst  a?  =  0  und  bekommt  a=0; 
und  zwar  ist  jetzt  diess  Resultat  fijrjed^s^  allgemein  richtig,  ob- 
gleich es  für  einen  specieKen  Fall  von  ä^  herausgebracht  wurde^ 
weil  a  von  ^.unabhängig  ist. ;•  Darauf  geht- man  weiter  und  be- 
weist, dass  ^  =  c  =  </etr.  =0  sind.  Daraus  sollte  man  freilich 
schliessen,  dass  der  Sats  dann  nicht  richtig  wäre,  wenn  fQr  .ir:=;=0 
eine  Ausnahme  in  der  obigen  Gleichung  eintritt.  Das  ist  aber  to- 
tal falsch.     Der  Satz  lautet  nämlich  so: 

Wenn  die  Gleichnng  n 

für  alle  a:  gilt,  welche  innerhalb  eiue^^i  i^epi|  audi  noch  so  kleinen 
Intervalles  a:^saa  bis  ar:=^ß  liegep,  so  ist 

^  =  ^c:sc  =  ^  etc.  =0, 

was  man  weit  g«'nügender  mittelst  (|er  Differentia|rechiuing^ze«gen 
kann.    « 

Wenn  nun  auch  zugegeben  wird/ dass  die  Gleichung  (ÜT)  nder 


0  =  — ^  +  1  +  1  +  1  +  .... 

_(i»^.2»-i-3»-»-...,)r^ 


(l*-f-2*  +  3« -+-....) 


1.2.3.4 


für  ;r  =  0  und  a:  =  2n7V  nicht  gilt,  so  bleibt  sie  doch  ausserdem 
richtig  und  das  Intervall,  für  weljches  sie  gilt,  geht  von  0  bis  27r, 
beide  Gränzen  ausgeschlossen.  Es  ist  mir  also  nach  dem  vorigen 
Satze  auch  die  Coefficientenvergleichung  erlaubt  und  da  findet  sich 
doch  wieder 


1  +  1  +  1  +  ....  =  —  i 
l»+2*+3»  +  ....=  0 

etc., 


und  mithin  triffst  mich  gar  nicht,  was  mein  Herr  Gegner  ^egen  diese 
Resultate  vorbringt. 


II. 


Ich  will  jetzt  der  Sache  näher  treten.    Nach  der  Euler^Friesi- 
sehen  Ansicht  ist  die  Bedeutung  einer  Gleichang  wie 


3t9 

J 

1^ r-  =  l+a?  +  .r'  +  .r* +. ..,    . 

folgende:  Ich  kann  durch  Anwendung  einer  gewissen  analytischen 
(syntaktischen)  Operation,  hier  der  Division,  aus  dem  Aqsdrntke 
links  so  viele  Glieder  der  Reibe  rechts,  herausentwickeln«  ala  ich 
nur  will,  und  zwar  für  jeden  beliehigen  Werth  von  a:.  Gehe  ich 
nun  mit  dieser  Operation«  ins- {laeqdlicbe  fort,  so  ist  wirklich 

=  l-l-a?  +  a?*  +  ^' -f-...,  in  inf. 


\  —  x 


Daher  heilst  es  auch  in  den  ,,Benierkung«n''  des  Herrn  Dr.  Barfusg 
S.ü^l.:    „Ist  denn  nicht  ^  +  ^*-|-';r' +. .. .  die  Entwickelung 

von  '  _       und    nur    von    diesem,   auch   wenn   nicht  hinzugefitgt 

wird,  SP  mfisse  kleiner  als  1  sein."  0  ja,  aher  welche  Lo- 
g^ik  lehrt  uns  denn,  für  eine  SoTche  analytische  Be- 
mlehung  zweier  Ausdrfieke  ein  Gleichheitszeichen  zu 
brauchen?    Webn   man   durch   ein  gewisses  Verfahren  ans  dem 

Ausdrucke  .  _^  so  viel  Glieder  der  ganz  ausserhalb  desselben  ste- 
henden Reihe  ^  +  07'  +  ^'  +  •••  •  hervorlocken  kann,  als  man 
will,,  wer  berechtigt  uns  denn,  diese  beiden  Dinge  für  gleich  an- 
xnsehen?  Ein  Gleichheitszeichen,  dai^f  nur  da  stehen,  wo  zwei  Dinge 
einander  entweder  ideotisch  sind,  oder  sich  einer  solchen  Identität 
.unhegränzt  nähern,  oder  wenn  dfs  eine  bloss  formell  von  dem  an- 
deren verschieden  ist,  etwa  wie  in  der  Gleichung  {a  —  h)(a-\-b) 
=  a»  — ^».  , 

Das  letztere 'will   Fries  in  seiner  Naturphilosophie    (8.  161.) 
für  unseren  Fall  geltend  machen.    Br  meint,  die  Gleichung 


1  — ar 


=  1  -+-  ^  +  o?'  •#-  O?' 


•  •  4  • 


bedeute  syntaktisch  weiter  nichts,  als  dass  die  Reihe  rechts  mit 
1 '—  or  multiplicirt  1  gehe,  und  in  so  fern  sei  dieps  nichts  als  ein 
Fall  von  der  Umkebrung  der  syntaktischen  Operation  des  Multipli- 
cireas.  Er  sagt  femer,  man  brancbe  nur  mit  1  —  jr  beiderseits*  zu 
moltipliciren,  um  sich  davon  zu  überzeugei^;  es  sei  dunn   . 

1  =  1 H- ijr -+• -a?' -+- 07*  + . . . . 

^^         f       —         <?•'        a__        f*'         «M 

I    ö      "0       ö 

Bevar  ich  auf  das  Unrichtige  bierin  aufmerksam  mache,  will 
ich  ein  Paar  gan^  triviale  Beispiele  ;UhnIicher  Art  behandeln. 

Wenn  ich  ^age,  ich  schicke  jetzt, einen  Beten  aus,  einige. Zeit 
nachher  demselben  einen  nach  (aDgesehen  davon,  ob  derselbe  eben 
so  geschwied,  langsjamer  oder  raacber  gebt,  als  der  erste)  und  dann 
frage:  sind  denn  die  Wege  beider  Boten  gleich,  sobald  sie  unend- 
lich lange  gegangen  sind,  so  wird  jeder  Vernünftige  antworten; 
das  läast  sieh  so  ins  Unbestimmte  hinein  gar  nicht  sage«,  sobald 
nicht  das  Verhältniss  ihrer  Geschwindigkeiten  gegeben  ist»    De«D 
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v^eDD  beide  Boteu  gleich  schnell  gehen,  su  wird  die  Differenz  ihrer 
Wege,  auch  wenn  diese  an  sich  unendlich  sind,  immer  so  viel  he- 
tragen,  als  der  erste  dem  zweiten  voraus  war^  sind  aber  ihre  Ge* 
schwindigkeiten  verschieden,  so  wird  sich  diese  Differenz  beständig 
ändern  und  kann  sogar  unendlich  gross  werden. 
Schreibe  ich  folgende  beiden  Reihen 

d  +  d+6  +  d  +  d 

mit  der  Forderung  hin,  bejde  Ins  Unendliche  zu  verlängern  und 
zwar  so,  dass  wenn  ich  oben  ein  6  zusetze,  diess  auch  unten  ge- 
schehen soll,  und  frage  dann,  6ind  diese  beiden  Reiben  ins  Cneod- 
liche  fortgesetzt  identisch?  so  antwortet  jeder,  der  zählen  kann: 
fVeinl  Denn  die  obere  Reihe  enthält,  wie  weit  sie  auch  g^hen  möge, 
ein  a  nebst  einer  gewissen  Parthie  6^  die  untere  die  nämliche  Par- 
thie/.  plus  noch  einem  6;  also  ist  Jederzeit  die  Differenz  ==  a  —  d. 
In  einem  ähnlichen,  aber  noch  weit  schlimmeren  Falle  befindet 
sich  die  obige  Friesische  Rechnung.  Denn  wenn  ich  suc^ssive 
zwei,  drei,  vier  u.  s.  f.  Glieder  der  Reihe 


07-1-07*  -|-;r' 


.»  •  •  • 


mit  1  —  07  multiplicire,  so  erhalte  ich  der  Reihe  nach 

f  =1— o:», 


dann 


1 -4- o? -I- o?» 
—  a:  —  a:*  —  a:*\        '       '^  ^ 


(    I    ^    ^3 


—  a:  —  07'  —  a:' ) 
ferner 


1  H- 07 -+- o?' +  o?*  ) 

'      «  >  *  l  =  1  —  o?* 

u.  s.  f.  gerade  wie  im  zweiten  Beispiele,  wo  ich  unten  ein  Glied 
zusetzen  muss,  wenn  ich  es  oben  thiie.  Wenn  ich  nun  so  ins  Pn- 
endiiche  fortgehe,  werden  denn  dann  die  obere  und  untere  Reibe, 
abgesehen  von  dem  Aufanghgliede  1  identisch,  was  doch  sein 
müsste,  weil  die  Ausdrücke 

1  und  (1  —  o?)  (1  +  o7  +  o;'  4-  . . .  0 

durch  ein  Gleichheitszeichen  verbunden  sind?  Keineswegs  im 
Allgemeinen,  wenn  ich  nicht  das  Verhältniss  kenne,  nach  welchem 
sich  die  Werthe  von  a:,  o:',  etc.  ändern.  Denn  als  vollständiges 
Product  bekomme  ich  im  Allgemeinen  1  —  ar\  Ist  nun  07<^1,  so 
erhalten  wir  bei  wachsenden  i».  Lim  O7"=z=0,  also  wirklich 

(1  —  Jr)  (l-f-o?-f-o?*-+-o:' +  ,...  in  inf.)=rl 

ausserdem  aber  in  keinem  Falle. 

Hiermit  ist  also  genügend  gezeigt,  in  welchem  Falle  man  die 
Ausdrücke 
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1  • 

1^      nod  l  +  a?  +  .r'-|-jp»-f-...,  in  inf. 

dareh  ein  GleichbeitsieicheD  verbindeo  dirrf.  Wenn  aber  die  Reibe 
rechta  divergirt,  so  Gndet  allerdiDgs  imner  oocb  eine  gewisse 
•Dalytisebe  BesiebuDg  swischeo  deoselbea  statt,  aber  diese  ist 
keioe  Gleicbbeit,  und  dann  wäre  es  unrichtig,  mit  Gleichkeitszei- 
cheo  weiter  rechoeo  zu  wollen.  Der  Unterscbied  zwischen  der  aritb- 
Biettschen  und  syntaktischen  Bedeutung  der  Reihen  erstreckt  sieb 
also  auch  bis  auf  die  Wahl  der  Zeichen,  wobei  das  Gleich- 
beitszeichen  lediglich  nur  im  ersten  Falle  gebraucht  werden  darf. 
Mffge  daher  Herr  Dr.  Borfuss  in  Gottes  Namen  einen  Caicul  von 
der  allgemeinen  Entwickelung  der  Functionen,  von  den  sjntakti- 
sehen  Beziehungen  derselben,  oder  wie  er  das  Ding  nennen  will, 
•tabliren,  möge  er  sirh  auch  dazu  ein  beliebiges  Zeicuen  aussuchen, 
dagegen  wird  kein  Mensch  etwas  haben;   nur  wolle  er  uns  nicht 

glauben  machen,  man  könne  Gleichheitszeichen  braueben,  wo  keine 
leicbheit  statt  findet,  und  usurpire  er  nicht  ein  Z/Bicben,  welches 
nur  unserer  Ansicht  dient,  und  dem  wir  durchaus  nicht  gestatten 
köuoen,  auch  anderen  Herren  zugleich  mit  aufzuwarten. 

Man  würde  es  kaum  fiir  möglich  halten,  dass  eine  so  einfache 
Saclie  so  lange  in  verkehrter  Weise  dargestellt  worden  sei,  Wenn 
man  sich  nicht  erinnerte,  dass  in  der  Aiialysis  die  Maxime  festge- 
halten worden  ist,  es  müssten  die  Resultate  immer  völlig  allgemein 
■ein,  und  da  man  bald  einsah,  dass  das  der  ^iache,  d.  h.  den  nume- 
riaclien  Werthen  mich  nicht  möglich  sei,  so  suchte  man  wenigstens 
die  Form  zu  retten,  und  erfand  die  geheime  syntaktiHche  Bedeu- 
tnng,  schimpfte  wohl  auch  hie  und  da  diejenigen  unphilo80|ihische 
Köpfe,  welclie  darauf  nicht  eingehen  wollten  und  sich  allein  an  die 
unrichtigen  Werthe  der  Reihen  hielten*).  Von  einem  Beweise 
jener  Maxime  habe  ich  nirgends  eine  Snur  gefunden,  die  Sache  ist 
immer  nur  als  Meinung  aufgestellt  worden.  Dass  aber  dieselbe  an 
und  fiir  sich  falsch  sei,  kann  man  sehr  oft  a  priori  einsehen.  So 
«•  B.  enthält  die  Reihe  für  tau  o?  nur  ganze  positive  Glieder;  fiir 

^r  ^  Y  S^ebt  dieselbe  tan  -^  =  00,  was  ganz  in  der  Ordnung  ist. 

Setze  ich  in  derselben  ^^-^,  so  muss,  weil  alle  Glieder  positiv 

eind   und   Potenzen    von  a:  enthalten,   um  so  mehr  etwas  unend- 
lich Grosses  und  zwar  Positives  herauskommen.    Nun  ist  aber  die 

Tangente  im  zweiten  Quadranten,  d.  h.  für  or  >> -r-»  negativ;  also 
niiaste  eine  unendlich  grosse  positive  Grösse  einer  endlichen  nega- 


*)  Dies«  soll  nicht  etwa  in  Beziehung  auf  Fries  gesagt  sein.  Soviel  ich 
diesem  grossen  Manne  persönlich  verdanke  und  so  überzeugt  ich  von 
seinen  philosophischen  Ansichren  bin,  so  habe  ich  doch  in  diesem 
Punkte  nie  mit  meinem  verehrungswunligen  Lehrer  übereinstimmen 
können.  Fries  hatte  sich  hierin  ganz  auf  Eule r  verlassen  und  stellte 
seine  Theorie  von  der  arithmetischen  und  svntakti.schen  Bedeutung  der 
Reihen  nur  als  plausiblen  Erkläningsversucn,  nicht  aber  mit  dogmati- 
scher Keckheit  als  unumstÖMsIiche  Wahrheit  hin.  Obige  Bemerkung 
geht  vielmehr  auf  die,  welche,  gerade  am  wenigsten  von  der  Philoso- 
phie verstehend  y  sich  sm  liebsten  hinter  dieselbe  verstecken. 
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tiven  gleich  sein.  Daraus  sielit  man  augenblicklieb,  dass  bier  die 
Gültigkeit  der  Reihe  aufhört,  d.  h.  dass  das  Band  des  Gleichheits- 
zeichens, welches  beide  Ausdrücke  bisher  umschlungen  hielt,  sich 
an  dieser  Stelle  löst  Eine  gewisse  analytische  Betiehnng 
findet  deswegen  immer  noch  statt,  und  es  mag  wohl  eine  sjntak* 
tische  Operation  geben,  durch  welche  man  aus  jener  negativen 
Tangente  soviel  Glieder  jener  unendlichen  positiven  Grösse  ent- 
wickeln kann,  als  man  will,  nur  soll  man  nicht  von  Gleichkeit 
beider  Ausdrücke  reden. 

111. 

Ich  komme  jetst  an  diejenige  Partie  des  Aufsatzes  von  Herrn 
Dr..  Barfuss^  worin  er  sich  die  ärgsten  Fehler  hat  tn  Schulden 
kommen  lassen,  nämlich  an  den  Abschnitt  No.  5.  Hier  bemerkt 
mein  Herr  Gegner,  ich  hätte  mich  in  dem  Schlüsse,  dass  der  Best 
einer  Reihe  in  einem  meiner  früheren  Aufisätze  im  Allgemeinen  ver- 
schwände, geirrt.  Die  Sache  war  folgende:  ich  hatte  zu  zeigen, 
dass  das  Integral 

wo  fl  und  m  beliebige  Grössen  sein  mögen,  sich  unbegfänzt  der 
Null  Aähere,  wenn  man  m  ins  Unendliche  wachsen  lässt.  Ich  be- 
werkstelligte diess  mittelst  folf^enden  Satzes r 

Wenn  M  und  A  das  Maximum  und  Minimum  einer  Function 
y(;r)  innerhalb  des  Intervalles  a:  =  a  bis  «r  =  ^  bedeuten  und  flf{a) 
eine  Function  ist,  welche  während  des  nämlichen  Intervalles  ihr 
Vorzeichen  nicht  ändert,  so  ist 

Dieser  Satz  wurde  auf  das  obige  Problem  in  so  fern  angewen« 
det,  als  ich  hier 

SP(^)  =  T=^>  V'(^)  =  ^^ 

setzte  und  nun  zeigte,  dass  das  Maximum  und  Minimum  von  9>(^) 
während  des  Intervalles  ^  =  0  bis  .r  =  l  endliche  Grössen  sind. 
Daher  war  jetzt 


uder 


1       «/ 0    1  — 


w-f-lt/o    1  —  HC  ^  m^  \ 


j 


und  da  M  und  JV  endliche  Grössen  sind,  so  nähern  sich  fbr  wach- 
sende m  beide  Ausdrücke,  zwischen  denen  das  Integral  liegt,  mit- 
hin dieses  selbst,  unhegräozt  der  Null. 

Mein  Herr  Gegner  bemerkt  darauf,  das  gelte  nur,  wenn  /*  (wel- 
ches dort  =  1  -*«äia  war)  positiv  sei,  denn  ausserdem  werde  wirklich 
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1  — Äf* 

9>(*)  =  T^TF 

wfthrend  des  Intervalles  0  bis  1   uoeDdlicb,    mithin    Mf    nncadiir 
lod  daraus  scheint  er  folgern  zu  wollen,  dass  dann    «ie*    Jk.fls    «in 
Tersch  «fände. 

Zu  diesem  Irrthum  ist  Herr  Dr.  Barfuss  durcL   «ii<   i- «trti 
Beweises  ffekommen,  welcher  dann  eine  kleine  A«iiu«ruiir 
lit  nämlich  /*  negativ,  so  hat  man  offenbar 


0  nrr^^*^=yo  T^T 


Bnd  nun  setze  man 

9P(a7)  =  |_— ,  nf(a:)  = 

•o  gilt  von  diesem  fp{a:)^  was  von  dem  frUberefi 
daaa   es  nämlich  während  des  Intervullea  0   bU    j 
Werden  kann,  oder  dass  sein  Maximum   und    M 
Endliche  Grösse^  sind.    Nach  dem  citirieu   ali|f 
^mm  bestimmten  Integralen  ist  nun 

^«ler 


/;■ 


JW— ^-l-iy^O      i  —  ä: 

Voraus  man  sieht,  dass  auch   dieMs«   l«t«r|tf»    .»«     fi^     ««^«s/r««! 
^^achsende  m  der  Null  nähert.    I<'b  bäii»   4m-     <ii»«sc«s.tfi«V^      -  .# 
tliess  in  meinem  Aufsatze  beoierk^u  M#utoi     ^mm^    .f«.»rr   i,»^.    ,   ^.,. 
Voraussetzen,    duss  wer  den   Caufr  4«-a  itiniug^    ^ruaiis    ^,^0^, 
^atte,  diese  Kleinigkeit  wohl  a«lb«i  »€««.  41^1«^ 

Im  Folgenden  spricht  mtsiu   H«i-r  <P^gn#y  itar-ni 
ten  Aufl'asssunp^  des  bestimmten  VnUi^ttJ^ 

,>Dasselbe  ist  nicht 


*.  • 


/. 


h 


fiir  iz=z ,  das  ist  es  nur.  «^4s«ii.  4i*<.ri«M99<^'*^ '"-*•/:   «  y  '  .  -  /^ 

für   alle  Wertho  von  ar  =  4r  i*i*^rft^^     ••*    •■•<  ^«    /  ..,     ,.     .,., 

o:  ist.    DasbestimmtfsJui^»:«*'' -■'-<•  ,• 

bifferenz  zweier  befeuii«i«i  «s     t^.r<;,*  ,,.,,.. 

Und  diess  ist  seine  sjutaktUcAt*  ^fti^Hii ;     <i^  ^    .     «:  i.iupiMyi*- 
Untergeordnet  ist.*' 

Was   man   da  nicht  liir   ^rm^kt^*^     '^^'   '  '*-■"     V      s»  ''." 

scheint    nicht    zu   wisneij .    uac    .«*m^     ^^«.-  »-«     «ü^i»- .J 

Integrales  gsnz  ideutia^i  hs#«>   jumAhb^«^^     •'  '  «i(<<K«a*M«M4      ' 
ganz  gleich  sind.     U'ie  in«:  li»  -.mt    |b»«r.ii.. «. 
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für 

/f(x)dx  ^  5>(a?)  H-  CoDBt 

iit 

4ie  BDdere 

/*  /(ar)*r==LiÄd[/(«)+/l(«+d)+....+/(i»H.3r^i)] 

ableitet,  lässt  sich  aus  jedem  nten  l^rbache  lernen;  dais  aber 
ancb  das  Umgekehrte  eben  so  Jeicbt  ist«  i^ill  ich  hier  zeigen« 

Sei  f(a:)  die  Gleirbnoff  einer  beliebigen  Curve,  ,  mögen  ferner 
m  und  6  (wobei  a  •^b  sein  soll)  zwei  bestimmte  Werthe  der  Ab- 
scisse  SS  bedeuten,  zu  welchen  eben  so  zwei  beliebige  Werthe  der 
Ordinate,  nämlieb  f(ß\  und  f(b)  gehören.  Theilt  man  das  Intervall 
iß-^a  in  n  gleiche  Tbeile  und  zieht  durch  jedeo  eine  Ordinate,  so 
wird  der  von  b  —  a,  /(«),  f(b)  und  dem  Curvenstiicke  dazwischen 
begräozte  Flächeninhalt  durch  jene  Ordinaten  in  schmale  Streifen 
zerlegt,  welche  wir  als  Rechtecke  betrachten  könpen  und  zwar  um 
so  genauer,  Je  n&her  diese  Ordinaten  an  einander  liegen,  d«  h.  je 
ffrösser  die  Zahl  n  ist.  Die  Summe  aller  dieser  Parallelogramme 
ist   daher   desto  genauer  gleich  der  von  der  Curve  beschriebenen 

Fläche,  die  wir  mit  2f{x)  bezeichnen  wollen,  je  grosser  js  ist 

m 
h  —  a. 

Setzen  wir  — —^  =  J,  also  Ä  -r  a  =  mJ,  so  wird  nun 

if(xS  =si  Lin  JI/(«)  4-/(«+*)-l-/(«+2<r)H-..../(«4-(«^-  l)<n.,..(8) 

« 

.  Aus  diesem  Aasorucke  erhiit  man  leicht  auf  rein  analytischem  Wege: 

aha 

d.  h.  geometrisch:   die  Fläche  von  a  bis  b  plus  der  Fläche  von  b 
bis  c  ist  gleich  der  Fläche  von  a  bis  c.     Kbenso  leicht  findet  man 

i/(^)- V(^)=l/(^)....  (4) 


wovon  die  geometrische  Bedeutung  ganz  ähnlich  ist.  Sind  A  und 
^'dns  Maximum  und  Minimum  von  fißs)  während  des  Intervalies 
a  bis  ^,  so  bat  man  aus  (3):  .  • 
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<1.  b. 

■* 

# 

<<Lim  <J, 

mJ, 

oder  weil  m3=z6' 

—  IV  ist: 

i                       '       •            * 

i/(*)<(*- 

0 

-a)jii 

qÖ  j  ekenflo  leicht  fiodet  sich 

^ 

\ 

a 

also 


(^  —  a)A>:Sf{a:)>{b'-'a)B  ....  (5) 


d.  h.  der  geoannte  Flächeninhalt  ist  kleiner  als  das  Rechteck  aus 
.  denf  Stucke  b  •—  d  der  Abscissenacbse  und  der  grössten  zwischen 
m  und  b  vorkommenden  Ordinate,  und  er  ist  grösser  als  das  Recht- 
eck '^aus  b  —  a  und  der  kleinsten  der  zwischen  a  und  b  liegenden 
Ordidaten. 

Sehen  wir  jetzt  die  Summe  2f{aT)  als  eine  Fnnctioii  von  b  an 

a 

'und  setzen  wir  \ 

i/i(^)=v(*)....(6) 

Nehmen  wir  bzzza^  so  ist  offenbar 

i/(*)=:^(«)=:0....(7) 

a 

I 

weil  4ann  gar  keine.  Fläche  beschrieben  worden  ist. 
Ans  der  Gleichung  (6)  haben  wir  nun 

a  a 

=  2/(0:)    nach  Gleichung  (4) 

uod  nach  Formel  (5),  wenn  wir  b-^i  und  ^  für  ^  und  a  gesetzt 
denken : 


wo  Jetzt  ji  und.  B  das  Maximum  tind  Minimum  von  /{a:')  während 
des  Intervalles  b  bis  b  +  d  vorstellen.    Man  bat  ferner 

TMIV.  25 
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Lassen  wir  jetzt  d  ins  Unendliche  abnehmen,  sc  wird 

d  dJb  ,  }  .  . 

und  zuffleich  rücken  Jl  und  ^  immer  näher  an  einander  und  faUen 
mit  /{t)  zusammen.  Denn  /^{d)  ist  seihst  das  Maximum  und  Mini- 
mum von  /{a:)  während  des  Intervalles  ^  =  ^  bis  ^  =  ^  +  0,  weil 
man  dann  nicht  von  der  Stelle  gekommen  ist.  Die,  beiden  GränseD 
fallen  also  dann  zusammen  und  die  Gleichung  (8)^  geht  in  die  fdl- 
gende  über: 

woraus  folgt: 

oder  was  das  Nämliche  ist: 

yf(6)  =y/{a:)da?  +  Const.,  für  4?  =  *....  (9)     , 

Die  Constante  ist  leicht  zu  bestimmen;  denn  nach  Gleichung  (7) 
i8t^(»)  =  0,  d.  h. 

0  =^^(^)<te 4- Const,  für  a?  =  Ä....(10) 
Durch  Subtraktion  der  vorstehenden  Gleichung  von  ^9)  erhält  man : 

^{d)=z/y(a:)da:y  von  :v  =  a  hia  a:  =  &, 
d.  h.  nach  Gleichung  (6)  und  (3): 

woraus  man  also  sieht,  dass  beide  Definitionen  des  bestimmten  In- 
tegrales identisch  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  /f{jx)da:  mit 
y(^),  so  ist        ' 

h ■  ■  •■:  , 

2f{x)  =  Lim  3[/{a)  +/(« ^d)  +  ....  +/(» 4. »  —  1  j}] 

=  9ib)-f{<*)—J'^Aa:)d.T. 

Daran  knüpfeti  sich  mavöherlei  Betrachtunjgen; 

Ist  nämlich  f(a:)  ideell  von  a:  z=i  «  bis  a:=ib^  so  muss  auch 

das  integral^ /(a?)Airj  4;  fa.  die  rott  der  reellen  Ordinate  über- 


<.'! 
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stricheDe  Fläche,  reell  sein,  weil  alle  die  einzelnen  Glieder  f{ff)t 
f(m  +  8)  u.  8.  w.  reell  sind.  Es  folfft  darans  die  Reellität  der  Dif- 
ferenz ^(b)  —  9)(0)*  Diese  kann  auf  zweierlei  Weise  hervortreten; 
•aftveder  sind  näalicli  9>(^)  und  %{fl)  beide  reell  oder  beide  imagi- 
■iff,  da  dio  Diflereaz  zweier  imagiDären  Grössen  reell  sein  kann, 

wie  >..B.  a-i-yK— 1  -^(Ä  +  yV^  —  1).  Keinenfalts  aber  darf  es 
vorkommen,  dass  eine  der  Functionen  ^\li)  und  9)(a)  reell  und  die 
andere  imaginär  sei;  denn  die  Differenz  einer  reellen  und  imag^nä* 
ren  Grösse  ist  immer  imaginär  und  kann  demnach  nicht  einer  reel- 
lep  Grösse  gleich  sein,  wie  es  nach  dem  Obigen  nöthig  ist. 

Gleichwohl  bringt  mein  Herr  Gegner  imaginäre  Werthe  solcher 
Integrale  heraus,  deren  Differenzialrormeln  unter  dem  Integralzei- 
chen reell  sind,  z.  B.  das  Resultat: 


/a'Ä  =  ^'(-l)- 


Cm  diesen  Widerspruch  aufzuklären,  will  ich  der  Sache  auf  den 
lirund  gehen. 

Die  Differenzialrechnung  lehrt,  uns  das  Resultat: 

Soll  hier  die  rechte  Seite  reell  sein,  so  ist  diess  auch  auf  der  lin- 
ken nöthig;  denn  w^nn  ich  a\^ — 1  für  ac  setze,  wird 

<^c*^""i)  =  </(co8;r-f-l/— 1  sin  oc) 

=  ( — siniar-f-V^ —  1  cos^)</a?, 

mithin  auch  die  rechte  Seite  imaginär.  Wenn  also  d*e^  reell  sein 
soll,  muss  es  e^  seihst  sein^  min  erhalten  wir  aber  für  «^  =  ^ 
aus  obiger  Gleichung 

</y  =  5^^(log  nat  y) 
oder 

*  •  dy 

Hier  gilt  wieder  das  Nämliche;  soll  --  reell  sein,  so  muss  auch  /y 

reell  sein,  was  schon  daraus  folgt,  dass  e^  reell  angenommen  wer- 
den musste.  Man  sieht  es  auch  aus  der  gcometrisciien  Bedeutung 
des  Differenzials.  Differenziiren  heisst  zur  Gränze  Obergeheq;  dec 
Differenzialquotient  einer  Linie  ist  ihr  Endpunkt,  der  Differenzial- 
quotient  einer  Fläche  die  sie  begränzende  Linie  u.  s.  w.  Auf  diese 
Weise  kann  man  jeder  Differenziation  einer  auch  noch  so  wun- 
derlichen Function  eine  geometrische  Bedeutung  abf^ewinnen. 
Wollte  man  nun  behaupten,  dass  das  Differenzial  einer  imaginären 
Grösse  eine  reelle  Grösse  sei,  so  hiesse  diess:  eine  unmögliche  geo- 
metrische Figur   hat  eine  mögliche  Gränze  (Anfang  oder  Ende), 

was  reiner  Unsinn  ist.    So  hat  auch  die  Formel  dly==:^  nur  für 

reelle  y  Bedeutung.    Nehme  ich  jetzt  ^  =  0  —  or,  so  wird 

25* 


dabei  tetxe  iek  stillsebweigend  voraus/  dasa  jc 

sei,    denn   sontt   wäre  wieder  die  €  ranze  eines  UnuöglicWn  ein 

Möglicbes.    Nebne  icb  ebenso  y=a?  —  a>  so  gilt  die  ronael 

nur  für  solcbe  op^  die  uicbt  «^  a  .sind,  aus  dem  näsüicben  Gmnde. 
Kommt  mir  jetzt  umgekebrt  die  Differenzialformel 

—  dx 


a^  X 


zum  lotegriren  vor,  so  mnss  ich  er8(  wissen,  ob  «  ^  oder  '^x 
ist,  sonst  kann  icb  scblecbtbin  das  Integral  gar  uicbt  angeben.  Ist 
a^jc^  so  ist  einzig  und  allein 

^*— "  dx 
I     __     =  /(a  —  ar),  aber  uicbt  etwa  =  /(o?  —  a); 

ist  aber  dagegen  a<^^,  so  ist  allein: 

y5=^=y^^=^(^-«)  «°^  nicht  =/(a-^). 

Beides  lässt  sich  aber  vereinigen,  wenn  man,  wie  der  Herr  Heraas- 
geber schreibt: 


/= 


$- = -\t.\.  -  «)• 


und 


A 


j^=,+i/.t^-.)., 


WO  es  nun  rechts  ganz  gleichgültig  ist,  ob  man  a — a:  oder  x — sr 
schreibt,  da  das  Quadrat  davon  immer  positiv,  also  der  halbe  Loga- 
rithmus davon  immt^r  reell  isf.  Der  Herr  He|;ausgeber  bat  in  sei- 
nem l^ehrhuche  der  Diflererizialrechnung  richtig  bemerkt,  dass  diese 
Bezeichnungsweise  gar  nicht  überflüss  g  oder  unbedeutend  ist,  denn 
wir  sehen  uu  den  Resultatrn  des  Herrn  Dr.  Barfuss^  in  welche  Irr* 
thiimer  man  bei  der  Nichtbeachtung  dieser  Regel  verfallen  kann. 
Hat  man  also  z.  B.  den  Werth  des  Integrales 

y»  dx     ,  p  dx  ■         ,  p  dx 

zu  bestimmen,  so  ist  für  ^^1: 

yi^==i/(n-^)-i/(^-i)=4/f±i 

und  fiir  ;r  <<  1 : 
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y^.  =  */(!  +  *)- i^(l  -  or)  =  ;/i±f; 

biMekt  ■•n  die  wtte  Form  für  «=:te,  die  zweite  f&r  «  =  0,  ii» 
wird  , 

«der  nach  der  kürzeren  Weise  des  Herrn  Herausgebers: 

^voraus  wieder  für  ^  =  00,  ^  =  0 

folgt,  wie  es  sein  muss. 

Mein  Herr  Gegner  hat  sich  hier,  wo  er  ii{ —  1)  herausbringt, 
^eder  einmal  von  der  unglücklichen. Idee  der  Einheit  der  Form 
leiten  lassen  und  übersehen,  dass  sie  ihn  hier  geradezu  ins  Ge- 
liiet  des  Unsinns  geführt  hat,  weil  er  mir  nach  dem  Obigen  nun 
angeben  müsste,  dass  die  GrSnze  eines  unmöglichen  Dinges  ein 
iBöffliches  sein  könne.  Wenn  überall  Einheit  der  Form  herrschen 
«ollte,  warum  verlangt  er  denn  nicht  auch,  dass  das  Integral 


/c 


dx 


Va  -1«  iftdr  +  cjc* 

iamer-  durch  die  nämliche  Formel  gegeben  werden  solle,  wXhrend 
er  doch  selbst  bei  positiven  c  immer  die  loffarithmische,  bei  negA- 
tiveft  die  Kreisfunctionenformel  gebraucht  haben  wird,  um  imagi- 
■äre  Grössen  zu  vermeiden? 

.  Ich  muss  nun  noch  eine  Frage  des  Herrn  Doctors  Barfuss  be- 
antwörfen.    Er  findet 


I     I 


Ffir  ar  =  oo,  ^  =  0  erhält  er  aus  dem  Arcustangens  den  Werth 

^r-Tm    und    fragt    nun    verwundert:     ,^aber    was    wird    denn    aus 

y""   da 
I  _  ^  +  ii(l  -hJC-h  a:^)V'  d.  h.  richtiger,  was  wird  aus    . 

wenn  wir  ^  =  00,  o:  =  0  setzen  und  beide  Werthe  subtrahiren? 
Hier  ist  die  Antwort.    Wir  haben  « 
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folglicli 


ix 

l-»-x 


_4/f!__£— > 

X^         X 

* 

Daraas  folgt  tax  ^  =  00^  wo  wir  uns  der  zweiteo,  iiod  lor  ar=0, 
wo  wir  uns  der  ersten  Form  bediepen :  ^     _. 

|yi^  +  |/(l^-^^-;r«)=^0,  i;r=0  bis  ^  =  oo(. 

Mithin  bleibt 

0  1  — ar»         S|/r 
wie  es  die  aügeneine  Formel 

^'^x^—idx  n 


0    l—x» 


^  mn 
n  aal  ^^- 
n 


ebenfalls  giebt.     Letztere  \%t  daher  kein  », imaginärer  Ausdruck " 
und  kein  „arithmetischer  Unsinn'\ 

Hiermit  ist  Alles,  was  mein  Herr  Gegner  wider  meine  Integra- 
tionen sa^t,  gebührend  gewürdigt. .  Wenn  derselbe  uns  glauben 
machen  willf  reelle  Differenzialformeln  könnten  imaginäre  Integrale 
haben,  so  muss  er' selbst  dtfs  Umgekehrte  fcug^ben»  dass  nämUch 
imaginäre  Functionen  reelle  Diffierenzialquotieaten  erzeuffea  könn- 
ten, was  deswegen  Unsinn  ist,  weil  sich  ohne  Aufnahme  jeder 
Differenziation  die  geometrische  Bedeutung  des  Uebergangs  zur 
Anfangs-  oder  Endgränze  unterlegen  lässt.  (M.  s.  Fischer  über 
den  S^nn  der  höheren  Analjsis.)  Aber  wäis  h^  itenn  Berr  Dr. 
Barfuss  uns  für  Aufklärung  verschafft,  weiru '«er  iagt,'  sefai  Itftegrai 


yr 


rr^=*A-i)' 


habe  keine  arithmetische , «sondern  nur  «ine  sjataktrsdre  Bedeu- 
tung.? An  die  Stelle  eines  Unbegreiflichen  schiebt  er  ein  an- 
deres Unbegreifliches;  welche  ist  deuu  die  syntaktische  Bedeu- 
tung von  ^/( — 1)^?  Hier  hdsst  es  wahrselieinlich  wieder:  „Und 
wo  uns.  die  Begriffe  fehlen,  da  stellt  ein  Wort  zu  rechter  Zeit 
sich  ei»,"  *)      .        . 


*)  Das  Verkehrte  in  dem  ceaannten  Resultate  «ieht  man  auch  so. 
<      Es  ist,  den  Integraflogarithmus  mit  U  beseichnet: 
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Was  Herr  Doetor  Barfusa  üerner  ühtr  die  Convergeni  der  ReU 
heu  0.  s.  w.  sagt,  sind  willkührliclie  Begrifiklbestinimaiigeii.  Will 
er  nach  seinel*  Ansicht  die  oder  jene  Reihe  convergent  nennen,  die 
wir  dirergent  nemieii/so  möge  er  das  than»  auf  den  Namen  kommt 
niehts  an. 


IV. 

Man  wird  aber  vielleicht  fragen,  woher  kommt  es  denn,  dass 
gerade  diejenigen,  welclie  sich  ganz  sorglos  dem  Gebrauche  der 
Reihen,  ohne  Kritik  ihrer  Convereenz  oder  Divergenz  überliessen, 
'doch  so  wenig  falsche  Resultate  heransbrachten  ?  SoHte '  demnach 
«in  solcher  Gebrauch  nicht  zu  rechtfertigen  seip? 

Hierauf  ist  die  Antwort  folgende.  Man  benutzt  in  der  Analy- 
sia  die  Reiben  zu  zwei  verschiedenen  Zwecken.  Entweder  will  man 
eine  unbekannte  Grösse  näherungsweise  darstellen,  oder  man  sucht 
«in  und  den  nämlichen  Ausdruck  auf  verschiedene  Weise  in  zwei 
nadT  Potenzen  einer  Hauptgrösse  fortschreitende  Reihen  zu  ver- 
wandeln und  durch  Vergfeichung  der  Coeffidenten  gleichnamiger 
P«lepzen  jener  Uanptgrösse  zu  neuen  Resultaten  zu  gelangen.  Dasa 
man  für  den  ersten  Zweck  nur  convergirende  Reihen  brauchen 
könne,  versteht  sich  von  selbst;  für  die  zweite  Anwendung  liefert 
uns  ein  früher  erwähnter  Satz  die  gewünschte  Aufklärung.  Wenn 
nämlich  die  Reihe 


d^  -4-  ro:*  +  «ftr' 


•  •  • 


für  alle  Werthe  von  or,  welche  innerhalb  eines  gewissen  Intervalle» 
ar=fv  bis  X'=zv  li^^n,  zur  Summe  Null  hat,  so  ist  «  =  ^  =  c 
si/  u.  8.  w.  =0.    Daraus  folgt  weiter: 
Wenn  die  Gleichungen 


•  •  • 


/'(^)  =  a -f- /?^ -f- y;r*  +  Ar •  + . . . . 

filr  alle  x  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  ^  =  ti  bis  .^=tf 
richtig  bleiben^  so  ist 

ffssa,  dt=ß^  e=?yy  u.  a.  w. 


/••   d^  /**  dx 

I  j 

(M*  &  meine  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter. Integrale  S.  72.) 
Addirt  man  beides  und  iiimmt  dann  t^csO,  so  wird 

also  nach  Herrn  Dr.Barfuss  die  Differenz '^zweier  reellen  Grössen  gleich 
der  imaginären  /(— 1)?!  ELerr  Dr.  3arfuss  scheint  hiernach  unseres 
Lehrers  mathematische  Naturphilosophie  besser  studirt  zu  haben,  ah 
seine  Logik. 
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B(«ri»  Bteefct  4a»  gaaze  GeheiMUM.    Z.  B.    Mra  ia4ct  mat  rar- 
Weges  4ie  beiden  GleiebangeB 


WO  iff,,  ^,,  0.  ••  w«  gewisse  |»ositiTe  Zahlen  siod,  ond    . 

2x  2a:  -.^v 

Die  GleicboDg  (1)  gilt  niebt  allgemein;  denn  tan  or  ist  eiAe  nnsta- 
tige  FoDctioD  tod  «r;  an  der  Stelle  a:  :=  -^  springt  sie  aas  +00 

in  — 00  ober  [tan  (-5-  — <f)  =  -|-oo,  tan (-5- -f- if).=  —  oo  ffir  anend- 

lieb  kleine  S];  jede  nacb  Potenzen  Toa  jp  fnrtscbreitende  Reibe 
bildet  dagegen  eine  stetige  Function  von  or;  also  kann  zwiscbea 
beiden  Aasdrücken  nickt  fdr  alle  Wertbe  von  jp  Identität  statt  fin- 
den, und  in  der  Tbat  terscbwtodet  dieselbe  fiber  -^  bioaas,  vod 

nacbt  dann  einer  blossen  syntaktischen  Verwandschaft  Platz.  Die 
Gleichung  (2)  lässt  sich  so  schreiben:" 

4  r       2ar  .1  2ar  -1' 

I  •  •  ' 

wobdi  man  die  einseinen  Glieder  in  Reihen  verwandeln  kann^  so- 
bald 

2a?  <^,  2^<3;r  n.  s.  f. 

ist.     Diese  Bedingungen    raduciren   sich   anf   die  erste,    d.  h.  aaf 

n 
ar<  -^,  und  man  erkält: 

2*    1  1  1     ■  '  *        ^ 

tttn^=      -5[-  +  p  +  --  +  ..,,j^ 

■*■  71*  4*  ■*"  3*  ■*■  5*  T  •  •  •  '^^ » 

+ 

Beide  GleichungeD  (1)  und  (3)  sind  nun  zwar  nieht  fdr  alle  mög:- 

lichen  Wertbe  von  or,  aber  doch  für  gewisse  jt  (von  ^  =  0  bis 

ff  ,     ■ 

^=Tr)  richtig,  iund  daher  ist  die  Vergleichuog  der  Coefficientea 

gleichnamiger  Potepzen  von  or  erlaubt.     Wir  bekommen  daher 
1»  "»"sa  •*"52-t-« 2*        1.2  * 


'  •  ..-ir 


l«i"*"S*  "^Ö*"*" 2-  1.2. 3. 4^:'  ■..■■, 

U.      S.      f.  ..'Kl 
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umi  vwwt  voUkoniiMD  richtig,  obtcbon  die  GleichoDgftii,  (1)  jUpd  (3) 
nidit  allgea^D  gelteo.  ■      '^  '      . 

Aebnlicber  Art  sind  alle  ReiheobenatsaiigeQ  ii^  der  Analjsii^  bei 
4eDeA  etwas  Ricbtiges  herausiiani;  die  aogewcindeteii  Reiben  waren 
den  gesohlosseoen.Ausdrüeken,  für  welche  sie  fignrirten,  wenig* 
stens  inDerbalb  eines  gewissen' Iptervalles  gleich  und  mitbinjiefej^ 
die  Coefficientenvergleichung  richtige  Resultate.  Man  kann  daher 
die  Regel  aufstellen: 

Verwapdelt  man  Behufs  der  CoefBcientenvergleicbong  einen  Aus- 
druck in  zwei  verschiedene,  nach  Potenzen  der  nämliobeii  Haupt- 
grösse   fortschreitende  Reihen,    so   hat  man  nicht  nöthig,    eine 
äbgstliche  Untersuchung  antustellen ,  wie  weit  wohl  die  Can?ei> 
genz  derselben   reichen   möge.    Es  genügt  zu  wissen,   dass  we- 
nigsteng  für  alle  innerhalb  ^ines  kleinen  Intervalles  (etwa  von  0 
bis  1)  liegende  Werthe  der  Veränderlichen  arithmetische  Gleich- 
"\heit' vorhanden  sei,  d.  h.  die  Reihen  convergiren  (denn  wenn  sie 
divergiren,  nähern  sie  sich  ihrem  angeblichen  Werthe  nicht)';  ttian 
'  .int.  dann  zur  Vergleich ung   der  Coeuicienten  gleichi^^ainigej:  Po- 
,  tenzen  berechtigt. 

Ganz  anders  sieht  die  Sache  aus,  wenn  man  spicke 'Reihet 
Tfef^leicht,  bei  denen  für  keinen  Werth  der  Verä:n  der  lieben  Iden- 
tität vorhanden  ist.  Hier  kommt  man  jedelrzeit  auf  Uniiinn.'  So' ist 
es  Euler  gegangen,  wenn  er  , 

cos  jf  —  cos  %a:  +  cos  3ar  —  ....  in  inf.  i^  ^ 

setzt  Diese 'Gleichung  ist  als  solche  nie  richtig;  man  braucht  nur 
^±=:  einem  aliquoten  Theile  von  tt  zu  setzen,  um  sogleich  auf  eine 
Reihe  von  der  rorm  aziza  +  adba  n«  s.  w.  zu  kommen ;  ^.  B.  für 


n 

erhält 

man: 

• 

*  *     • 

\ 

i-t-i-i 

<                ' 

+i+i-i 

r  *                           , 

^ 

+i+i-i 

,                                           1 

/ 

/  - 

M        :  >\u 


und  das  soll  doch  nicht  ==  |  sein?  wiewohl  es  zi|  j-  in.  einer  syn- 
taktischen Beziehung  steheif'  mag.  Daher  sind"  auch  die  von  Euler 
gefundenen  Folgerungen    - 

!•  — 2«+3»  — 4»+ =  0 

!♦  —  2*  +  3*  —  4*  4- . . . .  =  0 

sämmtlich  falsch;  höchstens  könnte  man  sie  dadurch  interpretiren, 
dass  man  sagte:  das  Gleichbeitsaeichen  steht  hier  nicht  in  arithme- 
tischer, sondern  in  syntaktischer  Bedeutung,  d.  h.  durch  eine  ge- 
wisse  syntaktische  Operation  kann  ich  hus  det  Null  so  viel  Glieder 
jener  Reihen  entwickeln,  als  ich  will.  Das  ist  wohl  möglich,  aber 
zur  Bezeichnung  derartiger  Beziehungen  darf  kein  Gleichheitszei- 
chen gebraucht  werden. 

Glücklicherweise  sind  solche  Reihen,  welche  für  jeden  Werth 
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der  dario  vorkommeoden  Veränderliehen  divergiren,  sehr  selten, 
und  darin  liegt  der  Gmnd,  warum  man  selten  auf -falsche  Resnltate 
gekottinen  ist.  Indessen  habe  ich  einige  anfgetriehen ,  welche  zu- 
gleich zeigen 9  dass  man  nicht  nur  zu  arithmetisch,  sondern  so- 
gar zn  syntaktisch  falschen  Resultaten  gelangen  kann,  wenn 
man  sich  dem  Caicul  ohne  Kritik  üherlässt. 
1.    Es  ist  hekanntlich 

=  r  sin  ;r  -4-  r*  sin  2jc  -4-  r •  sin  3a?  + . . . . 


1  — Sir  cos  ar-i-r* 

« 

Für  r  =  l  erhalt  man,  wofern  nicht  ^  =  0  ist:  ^ 

^cot  ^a:  =  sin  jc  +  sin  2a:  +  sin  3a?  -H . . . . 

Dasselbe  findet  man  auch  durch  Zerlegung  der  einziolnen  Sinus  in 
ihre  imaginären  Theile  und  Addition  nach  der  allgemein  sein  söl- 

lenden  Fumel  »•!-•'+»•  -I- . .,. .  =  |__   .    Obiges  Resnltat  ist 

Mber^  abgesehen  von  numerischen  Werihen,  schon  syntak- 
tisch falsch;  denn  wenn  man  beide  Theile  der  Gleichung  nach 
Potenzen  von  jc  entwickelt,  so  findet  sich: 

J B^x         ß,a:*     _ 

w         1.2        1.2.3.4       •'•• 


X 


=       (1+2  +  3  +  .. ..ly 

ff 

—  Il»+?«+3»+....lj-y- 


Ä?« 


und  hier  kommt  auf  der  linken  Seite  das  Glied  —  vor,  während 

X  ' 

es  anf  der  rechten  fehlt,  ganz  gegen  alle  Sjntaktik!  Der  Fehler 
liegt  darin,  dass  in  der  allgemeinen  Formel  r  =  1  genommen  wurde, 
während  sie  nur  für'r<^l  richtig  bleibt.  Ist  r  =  l,  so  hat  man 
bis  zum  i»ten  Gliede: 

X 

cos(2»+l)-5- 
sin  ac  +  sin  2^  +....  +  sin  na:  =  ^cot  \a: • 

2sm  — 

Der  Rest  auf  der  rechten  Seite  verschwindet  für  wachsende  n  nicht, 
darf  also  nicht  wegbleiben.  Verwandelt  man  beide  Theile  in  Rei- 
hen, so  fängt  die  Entwickelung  des  Restes  mit an,  welches 

sich  gegen  das  in  ^cot  \a:  vorkommende  —  hebt,  nnd  man  he- 

X 

kommt  die  bekannten  Summenformeln  für 

1   +2  +3   +....  +  f#, 

l«  +  2»+3»+. ...  +  «*, 

u.  s.  w. 
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Hin  «iebt  feroer  hieraus,  dass  das  von  Herrn  Doctor  Barfuss  auf 
tL  SS9.  über'Aesie  Gesagte  falsch  Ut.  Nach  seiner  Ansicht  wäre 
hier  der  Rest 

A  =  sin  Mje  4-*  siii(»  H*  1)^  ^  . . . .  in  inf. ; 

Foher  käme  denn  non  in  diesen  Hnt  das  Glied  -—,   womit  der 

BDsriffe  anfängt? 

2.    Bin  nicht  weniger  frappantes  fteispiel  ist  folgendes. 
Wir  kaben 

^•+- ii '*"S» -*-•••  ==—-T  =+5^117   (^) 

folglich  durch  Subtraction 

9(vik  giebt  es  für  jedes  beliebige  ^  and  ganae  positive,  aber  unge- 
rade M  folgenden  Satz  (Cauchy  cours  d'aualyse  page  551.)? 

^^ 1^^ 

^IT^*""1F)-»- 27175 ^^--j) 

,  («t  +  S)(»i  +  l)»i(«t—l)m— S)^_       1  \i    .  1 

**  2.4.6.8.10  ^^""d?^    -f-.-.J 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Gleichung  (C)  für  m=:1,  3,  5 
0.  s,  w.  an,  80  wird 


Nimmt  man  diese  Beiben  in  «rerticaier  Ricbtung  zusanmuei»  und  bc- 

1 
merkt  zugleich,-  dass  die  linke  Seite  = *— r-  ist,  so  erhält 


X 


man: 


X 

X 


^&6 


-*-a-i-n-...,....)(*-i)' 

•|?'  ii-T^  ••••••••••••••^  \^-  "*"    fw»  f 

3G 


Nun    ist    aber    x    eine    beliebige    Grösse,    folglich  '  ist    es    auch 

X —,  welches  wir  =»  setzen  wollen.    Denn  um  irgend  ein  be- 

liebiges    %  herauszubringen , '  hat  man  die  quadratische  Gleichung 

^T — '^'=,%  nach  X  aufzulösen,  wodurch  man  jederzeit  reelle  o? 

verhält.^   Bezeichnen  '  wrr   di^   in    obiger  4iileichung  vorkommenden 

Coefficienten  vou  {x -),  (a: —  -—)•  u.  s.  w.  mit  »i,  a,  u.  s.  f., 

X  X 

80  finden  wir  . ,,    ,  ^      ,.  v : 

—  —  =  »i«  H- «,«• -I- »j«*  +  . . .  .5 

was  schon  syntaktisch  falsch  ist. 

:.d.  .  Addirt  man  die  Gleich  ujogen  (^)  und  (^  im.  vorigen.  Bei- 
spiel, so  kommt 

0  =  ^  +  i-|-(^'H-p)-l-(^'H-Jj)  +  ....    (/>) 
Nun  giebt  es  für  ungerade  m  und  beliebige  a:  folgenden  Satz: 

,    (»i-4-3)(»|.Hl)(»»  — !)(»»  — 3)^^       Xv4    ,  I 

"•  2.4.6.8  ^^        xf    ■^••••1 

(Cauchj  a.  a.  0.  page  551.),  unter  deäsen  Anwendung  für;  «§=1,3, 
u.  s.  w.  die  Gleichung  (D)  sich  so  gestaltet: 

+  (^ +  i^)  11  + 3(^ -;!)«+    (*-;j:)*l 
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«der  wenn  man  beideneita  mit  a?  +  —  dividirt,  se ^%  setzt 

Biicl  die  Reihen  vertical  sniniiiirt: 


t  •  •  • 


0=s      1  +  1  +  1  +  1 

+  (1+3+6  +10  +  ....)*« 
+  (1  +  5  +  15  +  35  +  . . .  .)*• 

Mithin  nttsete  nach  dem  Principe  der  Coefficientenvergleichung  sein : 

1+1+1+1+ 

=  1  +  3+  6  +10-.  _ 

=  1  +  5  + 15  + 35.-  \  —^y 


•  •  •  • 


d.  h.  f&r>ein  ungerades  m  überhaupt: 

A  — 1  ju  —    I   «»(»»  + 1)        »t(»t-|-i)(»t-4-2) 

V  — 11*  1    •»"       1.2        "^  1.2,S  "*" 

^vttbrend  man  ans  dem  binomischen  Satze  (ur  negative  m  und  or 
«—  l^findet: 

.    ,    ivt         fn(fn-f-l)        i7t(m  +  1)(fn  +  2)    , 

00  5Sl-T""T" 


1       "         1.2  ■  1.2.5 


... 


also  wieder  ein  Fall,  in  welchem  eine  divergente  Reihe  zwei  ver- 
•cbiedene  Summen  hat. 

Ueberaieht  man  die  beiden  letzten  Beispiele  genauer,  so  be- 
■ierkt  man  leicht,  duss  darin  weiter  nichts,  als  ein  Schmuggel 
unter  dem  Deckmantel  des  Gleichheitszeichens  getrieben 
worden  ist  Denn  von  den  Gleichungen  {A)  und  (B)  ist  als  solche 
irile  eine  jedesmiil  falsch,  wenn  die  andere  richtig  ist,  oder  mit  an 
deren  Worten,  wenn  die  eine  Reihe  convergirt,  divergirt  die  an- 
dere, ist  also  der  anderen  Seite  des  Gleichheitszeichens  nicht  gleich, 
sondern  nur  syntaktisch  mit  derselben  verwandt.  Brauchen  wir  das 
Zeichen  tS  ^^i*  «i"0  solche  syntaktische  Gleichheit  der  Form  (d.  h. 
analytische  Beziehung,  in  so  fern  man  durch  ein  gewisses  Verfah- 
ren ans  der  geschlossenen  Form  so  viele  Glieder  aus  der  unbestimmt 
fortlaufenden  Reihe  entwickeln  kann,  als  man  will),  so  stehen  jene 
Gleichungen  für  ^  ><  i : 

■  •■Ca  X  ^  W 

^  +  ^'  +  iäl?*  + . . . .  = 


^  1—07»  Ä?«-l 


^-F 


und  für  or^l:  , 


'-•-üi — =ilJ  — 


J_  J^  J^  X         JT 

jr  "*"x*  "*'x*'*' 1_        *»  — 1 

x* 

Au  diese»  GleiciBBgcv  folgt  aker:  —  pmr  Nichts,  weU  auui 
mit  desi  Zeickes  (J  sickt  wviter  ffvcftnett  ksas.  Also  war  ob  olleo 
deo  feklcrhafteo  Resaltateo  aar  die  rerkekite  Aaireadaag'  des^ 
Oleickkeitszeicheas  bei  diTersrireadeo  Reilea  acfcald.  Dies  ist  aeiae^ 
ErkläroBg-.  die  wobl  aaf  dea  Naaea  eiaer  gca^eadea  aad  eiafa? 
ckea  Aasprach  siaclkea  darf,  leb  fordere  da|^e{[ea  Herrn  Dr. 
Barfass  aaf,  die  3  letzteo  par^doxea  Beisaiele  aacli  aei< 
aer  Aasieht  zn  erkiärea«  weaa  ibs^  ücss  iieikaopt  aiögiicl 
ist.  Eiorsi  eiwaigea  Etaif  aode  desselbea  will  icb  gleieb  iai  Vorauf 
begegaea.      Er    köaate    sagea:     „Sie    babea    ia   der  Gleichuf 

i^— ^f  ,  fi'  tZ^%  gesefcit  nad  so  das  Gesetx  (f)  der  Ein« 
beit  der  Forai  rerletzt;  weaa  aacb  die  Reibe  liaks  die  ayatäkti- 
scbe  Eotwicfcehtog*  von  = — -;  bildet,  so  ist  sie  dodi  mM  die  Bat- 

I  ^^  sc 


wickeloDg  Ton TZTr   Dann  worde  aber  sieia  Herr  Gegner  d 

ersten  Graodsatz  der  Mathematik:  ^i  A-=,  B  nad  B  z=sl  C 
A=z  Cy  leugaeo.  Da  ist  dean  keia  aaderes  HeraaskosHaoa  aiö 
lieb,  als  dass  er  sagte:  ja  die  erste  Gleicbnng  Azs:B  ist  ni 
als  solcbe,  seadero  als  sjotaktische  Beziehuag  zn  betraobten.  Al- 
lerdiogs,  wenn  eia  Dreieck  eiae«  zweitea  äbalich»  dieses,  eine« 
dritteo  an  Fläche  gleich  ist,  so  folgt  weder  daraus,  dass  das  erste 
dem  drittea  ähaJicb,  noch  dass  es  ihm  gleich  seL  Hienai^  wArde 
mir  Herr  Dr.  Barfuss  zogeben,  was  ich  ebea  bebaopte,  daaa  bmia 
Dämlich  nicht  eher  bei  Reihea  Gleichheitszeichen  brsnebon  tlfttfe, 
als  bis  man  von  ihrer  Convergenz  überzeugt  ist,  und  dass  fior  dl* 
Tergente  Reihen  ein  anderes  Zeicheo,  etwa  mein  obiges  (J,  nötbig 
sei,  und  dass  man  daher  mit  divergenten  Reihen  nicht  schlechthin 
rechnen  dürfe. 

Ich  glaube  durch  das  bisher  Gesagte  jede  der  beiden  einnoder 
f;egeDÜber  stehenden  Ansichten  in  ihre  rechte  Stelle  gerückt  zu 
haben.  Es  wäre  gewiss  interessant,  die  Theorie  der  Reiben  con- 
sequent  nach  der  Ansicht  meines  Herrn  Gegners  bearbeitet  zu  se- 
hefi,  wie  diess  auf  unserer  Seite  durch  Cuuchj  geschehen  ist  Nur 
müsote  bei  einer  solchen  Darstellung  streng  beobachtet  werden, 
was  ich  über  den  Gebrauch  von  Zeichen  gesagt  habe,  damit  nicht 
etwa  eine  solche  für  die  Wissenschaft  höchst  gefährliche  Pascherei 
entstände,  wie  ich  sie  im  zweiten  und  dritten  Beispiele  zur  War- 
nung durchgeführt  habe. 
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V. 


leh  wäl  endlieh  noch  einem  Vorwurfe  begegpnen ,  den  ich  aber 
unsere  Partei  gehört  habe,  nämliob  dem:  „die  neuere  Schule  ent- 
halte xwar  geschickte  Analytiker  (wir  danken  recht  schön),  aber 
eine  philosophische  Ansicht  über  die  Natheaiatik,  eine  .fiietaphysik 
des  Calcnls  gehe  ihr  gänslich  ab.''  Diese  Bemerkung,  die  übrigens 
gar  nicht  die  Sache,  sondern  höchstens  einige  ihrer  Verfechter 
treffen  kann,  ist  zum  Mindesten  sehr  voreilig.  Die  ältere  Schule 
bestand  sehr  lange,  ehe  sie  Jemand,  DamentUcb  erst  Fries,  von  ihrer 
philosophischen  Seite  betrachtete;  wie  kann  man  nun  von  einer 
schule,  die  noch  im  Knlsteheo  begriffen  ist  und  dem  alten  Schien* 
drian  mühsam  geaug  das  Terrain  abstrei.ten  muss,  gleich  eine  phi* 
losophische  Betrachtnngp  verlangen?  Aber  anch  diess  wird  geleistet 
weraen  und  zwar  hoffe  ich  selbst  in  einiger  Zeit  das  Meinig^  hieran 
heizntragen.  Ich  ^ will  diesen  ohnehin  etwas  lang  gewordenen  Auf- 
satz nicht  durch  eine  solche  Kntwickelnog  noch  mehr  verlängern, 
kann  es. mir  aber  nicht  versagen,  wenigstens  auf  eine  interessante 
Analogie  hinzuweisen,  welche  zwischen  der  Philosophie  und  Ma« 
fhematik  in  ihrer  gegenwärtigen  Verfassung  statt  findet  Die  jetzige 
Zeit  der  Mathematik ,  in  welcher  die  neuere  Schule«  die  ältere  mit 
Recht  zu  verdrängen  sucht,  hat  die  grösste  Aehnlichkeit  mit  jener, 
in  welcher  Kant  mit  seiner  Kritik  der  reinen  Vernunft  auftrat.  Die 
Philosophen  hatten  sich  bis  dahin  ohno  Kritik  der  Spekulation 
fiberlässen  und  glaul)ten  an  die  Allgemeingültigkeit  der  Denk- 
ffenelze,  mit  denen  ,sie  Alles,  auch  selbst  das  Gebiet  des  Oebef sifin* 
mhen  beherrschen  wollten.  So  die  Mathematiker,  wenn  sie  in  ihrer 
idoenaonten  allgemeinen  Arithmeti k  die  unbegränzte  Allgeaeinr 
lieitder  anal3rtischen  Operationen  behaupteten. 

l<enem  Unwesen  stellte  sich  die  Kantische  Kritik  gegenüber 
vnd'wies  in  folgenden  Resultaten  der  Spekulation  ihr  wahrea  Ge* 
Met  anr 

*  'Die  Mcitbapbysik  lehrt  uns  den  Gebrauch  von  vier  Gmundbegrifr 
'Jen  des  denkenden  Verstandes,  nämlich  4er  vier  Categorieen  Quan- 
tität, Qualität,  Relation  und  Modalität  Der  Gebrauch  derselben 
erstreckt  sich  aber  nur  auf  solche  Begriffe,  für  welche  in  der  Br^ 
fahrung  ein  congruirender  Gegenstand  aufgezeigt  werden  kann, 
d.  b.  ein  solcher,  der  einer  reinen  Anschauung  in  den  Formen 
des  Raumes  und  der  Zeit  föhig  ist  Versucht  es  dagegen  der 
Verstand,  jene  vier  Denkgesetze  -  auf  solche  Begriffe  anzuwenden, 
welche  diese  Bedingung  nicht  erfüllen,  also  übersiBuliche  sind 
(Ideen),  so  stösst  derselbe  auf  die  gröbsten  Widersprüche,  die 
Antinomieen,  woraus  weiter  folgt,  dass  eine  solche  Anwendung 
eine  durchaus  unrechtmässige  ist,  und  dass  man  von  jenen  Ideen 
keinen  Gebrauch  zur  Erweiterung  des  philosophischen  Wissens 
machen  könne. 
Ganz  ähnlich  steht  es  um  die  Mathematik. 

Die  Arithmetik  lehrt  uns  den  Gebrauch  von  vier  Grnndoperationen 
des  rechnenden  Verstandes,  nämlich  den  vier  Species;  sie  zei^t 
uns  aber  denselben  nur  an  solchen  Grössen,  die  entweder  endli- 
che siqd,  oder  sich  einer  endlichen  bestimmten  Grösse  als  Gränze 
nähern  (z.  B.  Reihen,  die  unter  besonderen  Fällen  convergireu). 
Versucht  es  dagegen  der  Vorstand,  jene  Operationen  auf  solche 
CSrössen  anzuwenden,  welche  diese  Bedingungen  nicht  erfüllen 
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(divergireDde  Reiben),  so  stösst  er  auf  die  gröbsten  Widerspröcfae, 
woraus  weiter  folgt,  dass  eine  solche  Anwendung  eine  durchaus 
unrechtmässige  ist  und  dass  mon  von  jenen  Reihen,. so  lange  sie 
divergiren,  keinen  Gebrauch  zur  Erweiterung  des  mathematischen 
Wissens  machen  könne. 

Es  geht  uns  mit  den  divergenten  Reihen  in  der  Analyais  wie 
mit  taianchen  Ausdrücken  in  der  analytischen  Geometrie.  Fragt  man 
z.  Bi,  welche  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung 

wenn  a:  die  Abscissen,  y  die  Ordinaten  bezeichnen,  so  ist  die  Ant* 
wort:  gar  keine;  denn  für  jedes  reelle  o;  erhält  man  ein  ina^* 
Bares  y,  die  Gleichung  stellt  daher  weder  ein^n  Punkt,  noch  eine 
Linie^  noch  sonst  etwas  dar.  Sie  ist  ein  Gebilde  der  combinirenden 
Algebra,  welches  von  einer  gewissen,  nämlich  der  geometrischen 
Seite  betrachtet,  gar  keine  Bedeutung  hat,  wenn  es  auch  von  einer 
anderen  Seite  anj^esehen  nicht  eben  ohne  Geltung  ist.  Ganz  ähn- 
lich verhält  es  sich  mit  den  divergenten  Reihen.  Für  einen  Cal- 
eul,  der  es  mit  Gleichheitszeichen  zu  thun  hat,  und  das  ist  fast 
die  ganze  Anaijsis,  haben  Reiben  wie 

1—2  +  4  —  8  +  16^32+.... 
1  —  1.2  +  1.2.3  —  1.2.3.4+.... 

Sar  keine  Bedeutung,  weil  kein  Ausdruck  gegeben  werdea  kMiB| 
em  sie  wirklich  gleich  wären.  Eine  Betrachtung,  die  sich  am 
Faden  der  Identitäten  fortspinnt,  erreicht  hier  ihr  Ende.  Diver|[enta 
Reihen  ^ind  Gebilde,  oder  um  einen  hübschen  Ausdruck  von  Pries*) 
zu  brauchen,  Figuren  der  combinatoriscben  Anaijsis.  Bier 
hat  Fries  ganz  Recht;  er  hätte  bloss  noch  einen  Schritt  thun  und 
unterscheiden  sollen,  ob  der  Caicul,  in  welchen  man  eine  divergente 
Reihe  einführt^  sich  mit  Gleichheiten  oder  anderweitigen  Beziehun- 
gen beschäftigt;  er  würde  dann  bemerkt  haben,  dass  für  eine  Be- 
trachtungsweise der  ersten  Art,  und  diess  ist  hauptsächlich  die  Ana- 
ijsis, bloss  die  numerische  Bedeutung  der  Reiben  zulässig  iat,  und 
damit  hätte  er  das  Richtige  getroffen. 


*)  Mathematische  Naturphilosophie.    S.  162. 
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lieber  Aristarehs  Methode,  die  Entfernung  der 
Sonne  von  der  Erde  zu  bestimmen. 

»  Von 

dem  Herausgeber. 


f  1. 

Aristarehs  Methode,  die  EntferDang  der  Sonne  von  der  Erde 
ta  bestiromen,  ist  io  ihrem  Princip  so  einfach,  'und  zup^leich,  inso- 
fern man  die  Entfernung  des  Monds  von  der  Erde,  die  sich  be- 
kanntlich mittelst  einer  völlig  directen  Methode  mit  hinreichender 
Genauigkeit  bestimmen  lässt,  als  bekannt  vorauszusetzen  berech- 
tigt ist,  so  direct,  dass  dieselbe,  wenn  sie  auch  für  die  Wissen- 
schaft selbst  von  keiner  Bedeutung  mehr  ist,  doch  beim  Unterrichte 
in  der  Astronomie  sorgfaltiger  berücksichtigt  zu  werden  verdient,  als 
dies,  wie  es  wenigstens  scheint,  meistens  zn  geschehen  pflegt.  Wenn 
ich  daher  diese  Methode,  die  Kepler  für  so  schön  hielt,  dass  er 
iie  in  seinen  Ephemeriden  für  das  Jahr  1619  dem  Galilei  und 
Marios,  die  schon  mit  Fernröhren  beobachteten,  zur  Anwendung 
eifrigst  empfahl,  zum  Gegenstande  des  vorliegenden  Aufsatzes  ma- 
che, and  dieselbe  aus  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte,  als  dies 
von  ihrem  ersten  Erlinder  geschah,  zu  betrachten  und  darzustellen 
versuchen  werde ^  so  habe  ich  dabei  durchaus  nur  ihre  Bedeutung 
für  den  Unterricht  in  methodischer  Beziehung  im  Auge,  indem  ick 
zugleich  der  Meinung.bin,  dass  dieselbe  überhaupt  als  eine  zweck- 
massige geometrische  und  trigonometrische  Uebung  für  Schüler 
dienen  kann,  und  wünsche,  dass  dieser  Aufsatz  zunächst  auch  nnr 
ans  diesem  Gesichtspunkte  beurtheilt  werden  möge. 

§.2. 

Es  kann  wohl  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
dass  Aristarehs  Methode,  die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde 
zu  bestimmen,  in  ihrer  ursprünglichen  und  einfachsten  Gestalt  darin 
besteht,  den  Mond  zur  Zeit  seiner  Viertel,  die  man  daran  erkennt, 
dass  die  Lichtgränze  auf  dem  Monde  genau  als  eine  gerade  Linie 
erscheint,  zu  beobachten,  und  in  diesem  Moment*^)  die  scheinbare 


*)  In  der  Schwierigkeit«  diesen  Moment  genau  zu  treffen,  liegt  vorzüglich 
die  Unsicherheit  der  Methode  und  die  geringe  Genauigkeit  der  durch 
dieselbe  erhalt«[ie!n  Eesultate. 

TkeU  V.  26 
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Entfenmog  der  Lichtfn^nze  tob  dem  MiUelpnekt  öer 
f^D.     Ist   dttDD  E  der    Beobacbtung^sort,   JÜ  der   Miftelpsakt   d 
Mondf ,   S  der  MiClel|iunkt  der  Sonne,  so  ist  MES  die  ye^caeci 
«clieiDbara  KotferDung  der  Licbtgränze  von  de«  Jüttel^akte  de^ 
SuoDe,  und  da  dud  wenigsteo«  mit  jrrosser  Knniktwmmg  EMS  cii^ 
rechter  Winkel  Ut,  eo  bat  nan  die  Gleicbong 

EMzs^  ES .  coi  MES, 

iMm  di*r  tick 

KM 
ES  s=  - — rrrTi  ^^^  EM  •  aec  MES 

Cus  MAS 

rrf(irbt.     Int   man  aUu  die  Kntfernang  EM  dei  Monds  tob  Beo 
ii«biiiii^feiirii*   HU«  anilfrwfili|B:fn  Mf«sungen  als  bekannt  voraniz^    i 
»riirii  llr^l■t'bli^l«  «u  |ji«st  sieb  miitfUl  der  vorhergebenden   Forr^^e 
ilii«   iLiiilViiiuiig   ES   der  Sonne    \om   Beobacbtungiorte  berecbn^^o, 
I  rbrrhMii|il  lit'Kl,  v^ic»  ni<in  «oglr icb  überseben  wird,  dieser  MethocA  ^ 
ilitf  I  iiilriuuu»^   dir  Suunf  von  di*r  Krde  zu  bestimmen,  Tdrzöglä  ^h 
diu  lür«    suw  t^runde,    die  aaderweilig  bekannte  Entfernuor  des 
Miiudk  \utt  drr  Erde  sur  Ba«is  oder  Standlinie  zd  macben,  auf  w^- 
t'be  die  Jürsfeuug  jirgnindet  wird«  weil  wegen  der  groasea  Eotf^r- 
uuw^  drr  Suuae   \un  der  Krde  der  Dorcbmesser  der  letzteren  eine 
niibl  btureicbead  grosse  St  and  li  nie  darbietet,  wena  man  eiae  nvr 
eittigermaaAsea  genügende  Genauigkeit  in  erreicken  keaksiektigfc« 


Indem  wir  nacb  diesen  Tt^rlanfigen  allgemeiaea  Aade«taiig(^0B 
die  in  Krde  Mrbeudr  Mrtbode  jene  tu  grösserer  Allgcmeinkeit  ^^ 
erbc»liirii  \erftucb<rtt  ^rrJen«  viuiUii  mir  aanebmen.  dass  man  za  ^  ^' 
iii-iid  rikirr  »»»^»rnJrn  /<rii  mic  c-reicrnei^a  Instraveatea,  etwa  tM9\^ 
«lutfiii  SiMt^Kt^U^visuira,  «iie  toUcaden  Grössen  cescasca  kafcr* 

dra  fecti^iaV;jr>^a  Halbmesser  des  Mcmds ^j» 

den  i\-lieittS«rirH  Hal.m^^sser  »,'er  S\«eae ^^ v- 

dl»  svbr4as»re  ^■L<iiKMa«a<  der  laserea  Riader  der  Ssaae  aad 

des  Mi^ttil«  vi^a  e^yaeiier a^   -• 

die  «vbriH^i^  ir»CHrr(rs«><  d«^  L:^'c^aie  azf 

«ieaft   ef>MK^b:i«a  Mv^eiraake.   da  wa 

UMt<  am  ^f>)k«9<ea  ^^ 

die  H«>Vea  der  *»Se^a  >*er  aij^w»  RjLjier  «er  Sht»*  i»I  4es  Manf  ^ 
M«»f^.»  M»Aa  Hii".e  »^  i<r  ><^*i»:ft  «cJ-f .ii<srvz  I^ifv^anraMr  leicP^ 
vti«  tl.O«s#  ^t:  M.i.e /.jcyiie  it^r  N#a-ay  «]•(  ävs  )l«a«r»  u4e^ 

IVa  Mr>»-A  wi:o»f  l^?\h>»<a«  miMi  i:j5  iMärene  mtf  c*-Mib  gwte -^ 
lifA  i^«ftrw.«i  \<^xi<«iir  Ke«ia*K:J:«r  jiA-.-a  a.c  «««u«i«r  sasaiaiict  ka  " 
V<««  ^  «i;  »  e  .j  e'j«tt  jji  i<>ii.i<<'^  )««ii  Z«ncv«imifnce^  «in  e»  «iv«n^^ 
V.  1  <  \*^^<''\,\  ^;«  «•'.«£»«  I  1S31.  $^«  JIJ4«  Biia  ia  kanaa  mit  ei 
Ij;    a«.  kf>»^- ü «^ j  ••<«   '«■;  1  er^  j.  'f-T   n-fj-^i^  V*»iiaDiciia  «inaailici 

l^^«»   w.*«i44i(^f«Mf..-s;«  WC  lau  s -^-   /•^•/  '  iw  eakaimfiatw  Eac- 


40S 

welche  man  mit  Hülfe  der  Höhen  der  Mittelpunkte  wegen  der  Re« 
fraction  corriciren  muss ,  wobei  man  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise 
wie  bei  der  B^mmnog  der  Laugen  durch  Monddistanzen  zu  rer- 
balten  Jint,  was,  als  sich  in  jedem  guten  astronomischen  Lebrbuche 
findend,  hier  wohl  als  bekannt  vorav8ge§etzt  werden  kann.  Be* 
seichnen  wir  die  auf  diese  Weise  wegen  der  Refraction  corrigirte 
'scheinbare  Entfernung  der  Mittelpuokte  der  SoDoe  und  des  Monds 
von  einander  durch  fb\  die  scheinbare  Entfernung  der  Lichtgränze 
anf  dem  Monde  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  aber  durch  v,  so 
ist  aflfeubar  y  =  /*  +  X  —  <f,  und  daher  auch  v  eine  bekannte  Grösse, 
ben  wahren  Halbmesser  des  Monds  und  die  Entfernung  seines 
Hittelpunkts  vom  Beobachtungsorte  wollen  wir  im  Folgenden  durch 
r  nufd  Qi  den  wahren  Halbmesser  der  Sonne  und  die  Entfernung 
•ihres  Mittelpunkts  vom  Beobachtungsorte  dagegen  durch  r,  und  q^ 
bezeichnen. 


^  • . 


»4. 


Durch  den  Beobaehtungsort  und  die  Mittelpunkte  der  Sonne 
und  des  Monds  denken  wir  uns  jetzt  eine  Ebene  gelegt,  welche 
"^r  als  die  Ebene  der  Jpy  annehmen.  Der  Beobachtungsort  sei  der 
Anfang  der  jpy^  die  von  dem  Beobachtnngserte  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  gezogene  gerade  Linie  sei  der  positive  Tbeil 
der  Axe  der  ^,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  werde  auf 
der  Seite  der  Axe  Her  jc  angenommen,  auf  welcher  sich  zur  Zeit 
der  Beobachtung  der  Mond  befindet;  so  sind  offenbar 

Q  cos  f»  und  Q  sin  f» 

die  Goordinaten  des  Mittelpunkts  des  Monds,  und  die  Gleichung  des 
Durchschnitts  der  Ebene!  der  a:y  mit  der  Oberfläche  des  Monds  ist 
also 

1)    {x^q  cos  <»)*  +  (y  — ^  «n  /»)*  =  r«. 

Famer  ist  oflenbar 

2)    ysi^a:  taug  v 

die  Glefehnng  der  von  dem  Beobachtungsorte  nach  der  Licbtgränze 
gezoji^enen  geraden  Linie.  Sind  nun  $,  ri  die  Coordinuten  des  ßurch- 
schnittspunkts  dieser  geraden  Linie  und  des  durch  die  Gleichung  1) 
charakterisirten  Kreises,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 
snr  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  beiden  Gleichungen 

i2  =  Stangir, 
(5  —  ^  cos  f*)«  +  (17  —  ^  sin  /[»)*  =r* ; 

aus  denen  sich  nach  leichter  Rechnung  mit  Beziehung  der  obem 
und  untern  Zeichen  auf  dnander 

.  I^sscos  v\q  cosö*  — y)±Kr»  — ^»  sin(f*  — y)»|7 

Usnn  v\q  eosC/*— -i^)db  l/r«^^«  9in(f*  — y)«}; 

26* 
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oder,  weil  r^snQ  sin  i  ist, 

I^zsiQ  COS  if\con(jk  —  i')±V^siD  rf* — 8iii(/t»  —  y)»|, 
fj  =  ^  sin  y}cos(f«  —  f)  rfc  k  sin  i* — sinO*  —  •')*|; 

f 

oder 

iS  =  ^  cos  V  {co8(/*  —  v)  ±  V^8iD(JH-f*  —  v)  %in{6 — ^./i^  +  y)}, 
. 
flt=Q  sin  y  |cos(/ii  —  y)  db  K  sin(J  +  /i*  —  v)  sin(J  —  f*H->')|; 

ergiebt.   Berechnet  man  aber  den  Hiilfswinkel  &  mittelst  der  Foni^l 

ey    tanir  ©.=  ^sin(cf-f.^- y)sm((f-^  +  y)^ 
°  sin  Qu  —  y) 

was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  so  werden  die  yorhergehendeo 
Gleichungen: 

V Q  cos  V  cos(/i  —  >^=F^) 

«X      f  öös~Ö  ' 

'      \     Q  sin  y  cos  (/i  —  y=F^) 

Die  Gleichung  deb  nach  dem  Punkte  (§17)  gezogenen  Mondhalbmes- 
sers ist 

8)    y—  Q  Bin  fi  =  jzzf^^i^  —  Q  cos  ^), 

und  folglich,  wenn  man  die  ans  7)  bekannten  Werthe  von  $  und  9 
einführt: 

;..  .  sin  y  cosfiU  —  y=FS)  —  sin  u  cos  Ö. 

9)    y-  9  sin  A»  =.cosk  cos(^-rTe)-eos^  cos  e<^-g  «•»  /*> 

WO  sich' nun  fragt,  wie  man  die  Zeichen  in  dieser  Gleichang  nnd 
überhaupt  in  den  obigen  Gleichungen  zu  nehmen  hat,  worüber  sich 
auf  folgende  Art  eine  bestimmte  Kntsch'eiduDg  leicht  geben  lässt 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  der  Lichtgränze  vom  Beobach* 
tungsorte  durch  i?,^  so  ist 

und  folglich  nach  5)  ' 

E*  =  Q^  \cobQi  —  v)  dz  l/siD(JHh/iA  — y)  sin (d  — /li  +  yj  j  V 

Weil  nan  v  =  fjb  +  k  —  J,  also 

•    /Mr  — v  =  J— A,  cosOt*-— y)z=cos(J— -A), 

und,  da  im  vorliegenden  Falle  der  absolute  Werth  von  d — >t  ge- 
wiss niemals  90®  übersteigt,  cos(J  —  X),  folglich  auch  cos(/i*— >) 
stets  positiv  ist^  so  liefert  das  obere  Zeichen  in  vorstehender  Glei- 
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chpDg  für  E  jederzeit  «inen  grösseren  Werth  als  das  untere,  wes- 
halb man,  da  die  Licbtgränze  natürlich  immer  dem  Beobachter  zo- 
ffekehrt  ist,  in  der  vorstehenden  Gleichung',  nnd  folglich  auch  tiber- 
naupt  in  allen  obigen  Gleichungen  die  unteren  Zeichen  nehmen 
mnss.    Daher  mnss  man 

IV Q  COS  V  COS  (^  —  y  -f-  €i) 
^  cos  e  * 

_  g  sin  V  cos  {ja  —  y  -*-  O) 
^  cos  e  , 

setzen,  und  die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  (^)  gezogenen 
Mtondhalbmessers  ist 

^^-  ,  ^in  V  cosGu  —  y+^)  —  sin  A*  cos  Ö,  ^. 

11)   i,-q  «ID  /*  =  coB,>  ,os(!ä -.>+»)- cos iu  cos  e('^-gCOS/*)- 

Nun  ist  aber,  wie  man  mittelst  einiger  einfachen  goniometrischen 
Verwandlungen  leicht  findet: 

sin >  cos(/ii  —  y-h®)  —  sin  /i*  cos  0=  sin(i'  —  /t*)  cos(v-^0), 
cos  y  cos(ji&  -^  V  -I-  0)  —  cos  f*  cos  0  =  —  sin (v  —  (i)  sin  (v  —  0) ; 

und  folglich 

12)    y  —  g  sinjt*  :=  —  (o?  —  g  cos  f*)  cot  (v  —  0) 

die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  ($17)  gezogenen  Mondhalb- 
messers. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  ($17)  gezogenen  Berühren- 
den des  durch  die  Gleichung  1)  cbarakterisirten  Kreises  sei 

y  — i7=z=^(a?  — ?),    - 

I 
\ 

so  ist  wegen  der  Gleichung  12)  nach  den  Principien  der  analyti- 
schen Geometrie 

1  —  -^i  cot (y  —  0)  =  0,  Ap=i  tang(v  —  0) ; 
also 

13)    y—n  =  {a:  —  ti  tang(v-0) 

die  Gleichung  der  .durch  den  Punkt  ($17)  gezogenen  Berührenden 
des  durch  die  Gleichung  1)  cbarakterisirten  Kreises. 

Da  diese  Berührende  offenbar  auch  ^  eine  Berührende  des  Krei- 
ses sein  muss,  in  welchem  die  Oberfläche  der  Sonne  von  der  Ebene 
de,r  jpy  geschnitten  wird,  so  ist  r ,  die  Entfernung  des  Mittelpunkts 
der  Sonne  von  der  in  Rede  stehenden  Berührenden,  und  folglich, 
da  g,,0  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Sonne  sind,  nach  den 
Principien  der  analytischen  Geometrie 


,_  l(gi— I)  tang(y-~e)  +  iy|* 

oder 


^»    —  l-»-tang(y— Ö)» 
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also,  weil  r^ss^^  sin  i^  igt: 

f,^  SID  *.»  =  }fe,-S)  8iii(v-0)H-i7  cos(v-©)j», 
und  folglich 

db^t  sin  Jj  =!: (^i  —  ?)  8in(y  —  0)  + 1^  co8(y  —  ©), 
woraus  sich  leicht 

ifi\m{v'-^Q)zpBin,di]sszS  8in(y  — ©)  — ly  c«B(y  — 0)f 

also»  wenn  man  für  $  und  97  ihre  aus  dem  Obigen  belLannteD  Wer- 
the  einführt: 

2^isin^(v— @=pJjcosj(y— @±Ji)  =  — ^cosGi»— y+@)tang&, 
woraus'  sich 

14)  £i  = cos((^^p^e)tangB 

^    ^  2sin  i(y— Ö=FcfJ  cos  i(y— Ödb<f,V     , 

oder  nach  6) 

|K\   g^ COS (^  —  y  -I-  O)  W^sin (cf + ^  —  y)  sin (cf  —  fC-j^) 

'    Q  2^in(^  — y)  sin  Üy— e=i=<f,)  cos  i(y  — ed=cfO 

• 

erp:iebt9  mittelst  welcher  Formeln  ^^  leicht  aus  ^berechnet  werden 
kann. 

Bezeichnen  wir  die  Abscisse  des  Durchschnittspunk^s  der  durch 
die  Gleichung  13)  charakterisirten  Berührenden  mit  der  Axe  der  s 
durch  jCif  so  ist  nach  13) 

—  V  =  (^i  —  Ö  tang(v  —  0), 

und  folglich 

^  jrin(y  —  9)^"»^' eos(y-*»0) 

^'  —  sm(y-Ö)  • 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

5  sin(f  — 0)  — 1|  cos(v  — 0)=p,|sin<ir  — 0)=p«o  d,| 

ist)  so  ist 

£i  ^_,  »in  (y  —  O)  qp  sin  c^, 
^i  sin(y— ö) 

oder 

^i  „^  t  — .     sin  (ff 

?r  "t-8inj[y  — ©)• 

Offenbar  ist  aber  stets  •—  -«^  1  und  sin  J,  positiv,    Also  muss  man 

Vi 
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ii  flier  fontebendeii  Gleichung»  und  dabfr  auch  in  allen  obigen 
GleiebuDgen  die  obern  oder  untern  Zeichen  nehmen»  jenacbdem 
iiii(y— -9)  eine  positive  oder  eine  negative  Gröise  iat»  mittelst 
welcbea  Kriteriums  sieh  also  immer  «ioher  entscheiden  laut»  wie 
smentlidi  in  den  Formeln  14)  und  15)  die  Zeichen  su  nehmen 
lisd. 


f.  & 
Entwickelt  man  die  partiellen  Differentiale  von 

tanir  0  =  ^^^i^-*-/*-^)  sin((f-^-|-y) 

sin  (^  —  y) 

in  Beiugr  auf  J,  /ti,  v  als  veränderliche  Grössen,  so  erhält  man  nach 
ei  nigen  leichten  Reductionen : 

j    j.         äSk  sin  2(f  cot  Ö  .• 

rf,  taug  0  =      g.inCu-..)»'*^' 

le)  ;«^t.Bg0=-^^^J:S^^. 

^*    ^         ^  2cot  Gw  —  f)    . 

i/,.tang0=      —^—^dv, 

^d  folglich,  weil  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differentialrech- 

^Dg 

</^@  =  cos  @V^  tang  @, 
dfi@=:  COM  Q*d(A  tang  @, 
iA^  =  cos  0>iab  tang  @ 

I-.  sin  2(f  cos  B*  ^o^-^^j 
^«'^  —  2sin(^  — i')'  ' 

dfiQ  =  —  cot(ji*  —  v)  cot  0<//i*, 
dvQ  z=,       cot(/ii  —  f)  cot  ®i/v. 

XVeil  uun  bekanntlich 
&st,  so  ist 

—  COt(f» — V)   cot  0</fft 

•4-  cot  (/i*  -^  v)  cot  ®</i'. 
Entwickelt  man  ferner  auch  die  partiellen  Differentiale  von 

gl  ^_^       cos(^  —  ^^-f-^)  tang  O 

^  2sin  i(i^— e=F<^i)  cos  4(j^— ^±cf,) 
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la  Bezug  auf  /li,  y,  d|,  &  als  veräDderliche  Grössen,  so  erhält  i 
nach  einigen  leichten  Reductionen: 

'./£^\ -   sin^u  — y>4-e)  tang  S ^^ 

^\qJ  2sin  K,^— e=F<fj)  cos  4(1^  — Odbcf,)   ^»     - 

r*^  V  ^  /  ~       4sin  i(i'  —  ©  T  c^i)'  cos  i(y  —  e  =4:  (fj*  '®°ö  ^ 

iii\     /i/   /'£l^ c6s  cTi  co8(a  —  y+©)  tang  0  ,» 

1»)     ^»AV^; t-4sin  i(y-e:T=cfJ»  cos  4(y— erfccfj»^^»' 

^\Qy~      4sin  iÖ^—  e :t=  (f,)»  cos  i{v  —  e ± cfi)»  *^*"fi^  ® 

cosO<--y4-©)  sec  9' ^^ 

2sin  J(r  —  e  =F (fi)  cos  |(y  -  Oi cf,)  "^' 

woraus  sich  leicht 

ergiebt. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

rt|\      j sin  2d  cos  S*  cot  © 

Ä  =  cot(/ii  —  v)  cot  0, 

^ sin  (/*  —  y  +  ©)  tang  G 

^  —  2sin  K''— Ö=Fcfi)  cos  i(>/— eicf^)' 

-j cos(^  —  y+  9)  sec  O* 

^  —  2sin  iCi'— e=F<f,)  cos  ^(1^— OdfcJT)' 

j^ cos  cTj  cos  (/i  —  y  >4-  9)  tang  © 

—  4sin~i(/—  e 2F «^i)*  cos  ^(v  —  ©  =fc  (f,)»' 

•T cos  iU  d=  sin  cfi  sin  (^  —  y  .4-  9) 

^  — 4sin  \{y—B^6Ci^  cos  i(y— örfccf,)»  '*"8?  ^5 

so  ist 

d&  =  AdS-^  Bdfü  +  Bdv 


und 


also 


Nun    kann   man   aber  nach  $.  3.   offenbar  wenis^stens  mit  gros 
Annäherung 

dfiz=:da  +  dd+  </J, ,  dvz=:dfi  +  dk  —  i/J; 
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also 

.    dfi  =  du  +  dd+dd^ ,  äv=:dä  +  ii3i  ^dX 

leteen.    Folglich  ist  nach  dem  VorhergebendeD 

d(^^  =  ^J(B  +  F)d3zpEdi, 

+  \C+B(D  +  r)]{da+^dS+d8,) 
4- }/'—  BiB-^r)]  {da^dd.'hdl), 

d.  i.,  wie  man  leicht  findet; 

22)    «'(—)=      (C+F)du 

+  \F—B(D+F')\d3L 

+  \C—{J  —  B}(B-i-F)]ta 

+  (C+F=pE)ta,. 

Aoch  erhält  man  hieraus  leicht 

23)    ^=il.^  +  {C+F)da 

+  \F-^B(B+F)\dk 

\C-'{A^B)(B  +  JF)\dS 
{C'^F=pE)ddt. 


In  allen  vorhergeb enden  Gleichungen  hat  man  die  obern  oder 
untern  Zeichen  zu  nehmen,  jenacbdem  8in(y —  &)  eine  positive  oder 
eine  negative  Grösse  ist. 

f  6. 

Wir  wollen  nun  noch  in  der  Rüree  leigen,  wie  aus  der  Ent- 
fernung eines  Weltkörpers  W  vom  Mittelpunkte  C  der  Erde  seine 
Entfemunff  von  einem  beliebigen  Orte  O  auf  der  Oberfläche  der 
Erde,  und  umgekehrt  wie  aus  der  Entfernung  eines  Weltkörpers 
W  von  einem  beliebigen  Orte  auf  der  Oberfläche  der  Erde  seine 
Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  C  der  Erde  gefunden  werden 
kann,  wobei  wir  grösserer  Bestimmtheit  wegen  im  Folgenden  an- 
nehmen werden,  dass  der  Punkt  O  in  der  nördlichen  Hälfte  der 
Erdoberfläche  liege. 

Zu  dem  Ende  sei  g>  die  Polhöhe,  9)1  die  sogenannte  geocentri- 
sehe  Breite  des  Orts  O^  und  B  sei  der  nach  demselben  gezogene 
Erdhalbraesser  *).  Ferner  seien  cu,  /i  das  sogenannte  scheinbare 
Azimuth  und  die  sogenannte  scheinbare  Höhe,  dagegen  o^i,^,  das 
sogenannte  wahre  Azimuth  und  die  sogenannte  wahre  Höhe  des 
Weltkörpers    W,  wobei  die  Azimuthe  von  Süden  nach  IVesten  von 


*)  Wie  aus  der  Polhöhe  die  geocentrische  Breite  und  der  Erdhalbmesser 
gefunden  vrerden  können,  ist  ArchiT.  Tbl.  L  S.  177.  gezeigt  vrorden. 
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0  bis  3fi0<>  gezählt  werden  sollen.  Die  Entfernungen  des  Weltk#r- 
pers  W  von  dem  Orte  0  und  dem  Mittelpunkte  C  der  Erdö  seien 
respective  ^  und  /^|. 

Durch  den<  Ort  0  als  Anfang  legem  wir  ein  recbtwinkligei 
Coordinatensvstem  der  JT$f».  Die  Ebene  der  jf%  sei  die  Ebene  des 
Meridians.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  jt  sei  nach  Süden,  der 
positive  Tbeil  der  Axe  der  p  sei  nach  Westen,  und  dsr  positive 
Theil  der  Axe  der  %  sei  nach  dem  Zenith  gerichtet.  Durch  den 
Mittelpunkt  C  der  Erde  als  Anfang  legen  wir  ein  zweites,  dem 
Systeme  der  st^  paralleles  Coordioatensystem  der  ^,^i«i. 

Die  Coordinaten  des  Weltkörpers  W  im  Systeme  der  a:^  sind: 

^  cos  Ol  cos  Ay 
A  sin  (a  cos  A, 
A  sin  Ä; 

und  seine  Goerdinaten  im  Systeme  der  ^iVi^i  sind: 

^,  cos  Oll  cos  At, 
^1  sin  Oll  cos  A|, 

Ai  «0  *!•     . 

Die  Coordinaten  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  das  System  der 
affiyi%x  sind  aber,  wie  durch  eine  leichte  geometrische  Betrachtung 
sogleich  erhellen  wird: 

R  sin(9-^9i),  0,  R  cos(g)  —  gp,); 

und  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  haben 
wir  also  die  drei  folgenden  Gleichungen: 


^j  cos  coj  cos  A,  =Ä  sin(5p  —  9)1)  + A  cos  oi  cos  A, 
^,  sin  01}   cos  ^1  =^  sin  oi  cos  ^, 

/^i  sin  Ai=/i  cos(g)  — 9,)-+-^  sin  A. 

duadrirt   man    auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen,   und  addirt 
dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung 


Ai*  ==/?•  +^'-f-2/l^jsinAco8(g) — <jp|)+coscocos^sin(9)-— <jp,)j, 

oder,  wenn 

24)    cos  i2  =  siu  h  cos(9) — fjp,)  +  cos  w  cos  A  sin(9— '9,) 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

25)    Ai'=/^'-*-A'-*-2ÄA  cos  ß. 

Sind  nun  A>  ^9  ^>  ^'^^^  ^^ch  ä  gegeben,  so  erhält  man  Ai  aiit- 
telst  des  Formel 

26)    Ai=V^'*'H-A'-l-S^ÄA  cos  Ä, 
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die  lieh   bekanntlich   auf  veracbiedene  Arten  sur  logaridimiiohen 
RecEnonff  bequem  einrichten  läast. 

Sina  dagegen  A,,  (u,  A  gegeben,  lo  erhält  man  2i  dareb  Auf- 
Mtaug  der  qaMratiliehen  Gleicbnag 

A'  +  ÄÄA  coi  XJssAi'  — Ä% 
wodurch  rieb 

VI)    A  =  — Ä  eoji  fldbl/Ai*— -«•  »in  ^* 

«rgiebt 

Daa  Produet  dieier  beiden  Wertbe  von  A  ^^  ^  ~~  A  i  *  i  ^^^ 
'folglieb,  da  im  yorlieg^nden  Falle  offenbar  immer /^,  ^if  ist,  steta 
negativ.  Daher '  haben  die  beiden  Werthe  von  ^  jedeneit  entge* 
f^Dgeaetite  Vorzeichen.    Ist  nun  eoi  ü  poritiv,  ao  ist 

—  Ä  cos  fl— \/A,'— /«•  wn  •»» 
offenbar  negativ,  also 

—  Ä  cos  fl+W^^/  — Ä«  gin  Ä» 
positiv.    Ist  dagegen  cos  Q  negativ,  so  ist 

—  Ä  cos  fl-hV^Ai*— Ä»  sin  «• 
offenbar  positiv,  also 

—  Äcosfi— l/Ai*— -Ä»  sinÄ» 

negativ.  Daher  mnss  man,  weil  ^  seiner  Natur  nach  nur  positiv 
sein  kann,  in  der  Gleichung  27)  immer  das  obere  Zeichen  nehmen, 
und  folglich 

28)    A  =  — Ä  cosfl+l/'Ai'— Ä'  »»ö  •»• 
oder 


29)    A  =  — Ä  cos  i2+l/(Aj  +Ä  sin  Ä)(Ai— /*  «n  Ä) 

aetien. 

Nimmt  man ,  was  in  Folge  der  Gleichung  24)  offenbar  verstat- 
tet ist,  den  Hftlfswinkel  ü  stets  positiv  und  nicht  grösser  als  180*, 
so  ist  sin  O  immer  positiv,  und  man  kann  also 

setzen.   Berechnet  man  nnn  den  HQlfswinkel  O  mittelst  der  Formel 


.ecfl)  =  -K4^ 


oder  mittelst  der  Formel 


."m:^ 
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R 

,30)    cos  4>  =  7-  lin  i2, 

und  ninmt  0  positiv  and  nicht  fprdsier  als  90* ,  was  wegea  des 

positiven  Vorzeichens  Ton  sin  i3  verstafttet  ist,  so  ist 

» 

/i  =  — /l  cos  i2  +  A  sin  i3  tang  <I>, 
also 

31)  a=-ä52:<^±^, 

-^     *-»  cos  ^     ' 

mittelst  welcher  Formeln  ^  sehr  leicht  berechnet  werden  kann. 

Wenn  die  Sternseit  der  Beobachtung  bekannt  ist,  und  auch  die 
Rectascension  des  Wäjtkörpers  W  als  bekannt  angenomsiAn  wird, 
so  kann  man  immer  dasAzimuth  aus  der  Höhe  h  und  der  Polböhe 
^  leicht  berechnen,  was  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden 
braucht. 


XXXII. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Reduction  der 

Sfonddistanzen. 

Von 

dem  Heransgeber. 


Wir  wollen  die  wahre  und  scheinbare  Höhe  des  einen  Gestirns 
durch  Hy  H\\  4ie  wahre  und  scheinbare  Höhe  des  andfren- Gestirns 
durch  h^  h'\  die  wahre  und  scheiDbare  Distanz  durch  ^,  ^  be- 
zeichnen. Werden  dann  ferner  die  grösaten  Kreisbogen,  welche 
die  Endpunkte  der  Höhen  H^  U  und  die  Endpunkte  der  Höhen 
H\  h  mit  einander  verbinden,  durch  D  und  2)  bezeichnet,  so  ha- 
ben wir  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

t  V     cos  A  — '  sin  iBT  sin  h        cos  A'  —  sin  H'  sin  K. 
COS  H  cos  h  cos  H'  cos  K 

^_^  cos  Z?  —  sin  H  sin  y  cos  SD  —  sin  H'  sin  h 

cos  U  cos  hl  cos  H'  cos  h 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  sehr  lei6ht: 
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j 

/  . 

icoB  H'  C08  /^  — COS  /f  COS  ^'  =  siii(i5r—£f')  AxKMy 
\  cos  Ä'    cos  ^  —  cos  A    cos  /^  =  Axi{h  — -  ^')  sin  iff; 


80  Wie 


jCOS  Ä'     cos  J)  —  cos  ^     cos   ^'=8iD(Ä-T-Ä')   SID  IT,     ' 

'  }cos  iff^  cos  A  —  cos  i7  cos  2)  =  siii(iff^ — H^)  sin  A; 

und  wir  haben  dsber  zur  Berechnang-  Ton  j^  aus  ^^  i7,  £f',  h^  K 

die  folgenden  Formelu: 

-^       cos  ZT          .,         sin  Ä'     .    ,--       __,^ 
Cos  A  ==  ■  •  \,   cos  /#vH ET  sinfÄ — A') 

"  cos  Ä  '      COS  A^  ^  •    '' 

und 

...  ^ 

,-.         cos  Jk  A .    .    sin  JST'    .    y  -        ,,^ 

cos  g)  =  \-  ' ,,  cos  A'H — TT  sinfA  — ä), 

^^     ,  cos  Ä  "     ■     cos  n         ^  '" 

5)     /'         , 

. '    .  cos  H  ^-^    .       sin  A      <    /  ww    '    rr»^ 

vro'D  und  2)  als  Bülfsgrössen  zu  betrachten  sind. 

Eliminirt  inan  aus  den  Gleichungen  2)  die  Grösse  cos  /^,  word 
ans  den  Gleichnngen  ß)  die  Grösse  cos  !&,  so  erhält  man  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen:  - 

6)  cos  H*  cos  K  cos  ^  —  cos  H  cos  h  cos  ^' 

=  8in(^— ^')  cos  >i  sin  >i' -fr^  sin  (A  —  A')  sin  H  eo%  H' 

und 

7)  cos  -Äf'  cos  M  cos  ^  —  cos  H  cos  A  cos  ^' 
=:sin(j£r — JB')  sin  A  cos  A'+sln(A  —  A*)  cos  iSTsin  Ä^, 

durch  deren  Addition  sich  ferner  die  Gleichung 

&)    2(cos  H'  cos  k  cos  ^  —  cos  H  cos  A  cqs  ^') 
=  sin  (iSr— ,^0  sin (//  +  h')  -*-  sin  (ZT-f-  ^')  sin  (A  —  //) 

oder 

-V.         X  _cosÄ^osÄ       ^,  .  siD(iBr^£r>in(il-M0-h8in(^-f-iy)sin(i^A^) 
VJ  cosZ\_jjjgrjjj^,coi/^H       ^  _____ 

ergiebt. 

Setzt  man  in  den  beiden  Gleichungen  4) 

H=  it  +  (isr-  ^0,  h  =  Ä'  4-  (A  -  A')  5 

80^  werden  dieselben 


*>  «••=57-^ 


SD  A^-if^^"^*^ 


»tcfMegMit«   d#ft  WcMairytia    IT  als  IwkaBBft  aa^MMw^«  wM, 
^   leidU:   hertekmtm,   was   kicr   aickt  weiter   eriaatert  xa    wertes 


Einige  Bemeri^nnjren  über  die  Rednction  der 

Monddistanzen. 


dem  Heransgeber. 


Wir  wollen  die  wahre  und  scheinbare  Höhe  des  einen  Gestirns 
durch  /£,  //';  die  wahre  und  scheinbare  Böhe  des  andfren-  Gestirns 
durch  ^,  A';  die  wahre  und  scheinbare  Distanz  durch  ^,  ^'  be- 
zeichnen. Werden  dann  ferner  die  grössten  Kreisbogen,  welche 
di<>  Eudpunkfe  der  Höhen  N,  /i'  und  die  Endpunkte  der  Höhen 
//',  /i  mit  einander  verbinden,  durcli  jD  und  !D  bezeichnet,  so  ha- 
ben wir  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

1  N     CO»  A  —  sin  H  sin  h  cos  /\*  —  sin  H*  sin  A' 

CO«  //  cos  Ä  cos  H'  cos  h* 

cos  D  —  sin  IT  sin  h'         cos  ^  —  sin  H'  sin  h 
cos  H  cos  h'  cos  H'  cos  h 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  sehr  leicht: 
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erleiden  mQgseii,  am  in  coft  D  überzog^ebea,  ,4Brok 
die  kleinen  Veränderungen,  welche 

COl(/^  — 4'  +  /^),  €08(4  — >l'— /^) 

erleiden  müssen,  um  in  cos  ^  überzugehen,  durch 

</ cos(A  —  A'+ Z'),  «^  eos(>&  —  >&'  — 19); 
so  ist  nach  dem  V'orhergelienden«*  ^ 

und  de  sich  diese  kleinen  Teränderdngen  mittelst  der  torstehenden 
Formeln  immer  leiebt  finden  lassen,  so  vi\t\  man  mit  Hülfe  der 
TaMn  iMicb  immer  die  kleinen  Veränderungen  leicht  finden  kün- 
IMtt,  welche 

I 

erleiden  müssen,  um  in  2),  und  Welche 

erleiden  müssen ,  nm  in  2^  übersngeben ,  wird  also  auf  diese  Weise 
immer  ^  ohne  Schwieriglieit  zu  Mredinen  im  Stande  sein. 
Setzen  wir 

cos  Z>  =  cos  \H—  EP  +  ^-J^d^H—  ff'+ AOl 

etM  ^s=eoB\A—if+D+d(A  —  A'+B)\ 
szcoB\A  —  Af—B  +  d(A  —  Ji^—B)\', 

so  ist  nach  den  Principien  der  Differenüalreclmnng  beiiaontlich  na- 
herungsweise 

cos  /> = cos  {H—  Ä*  +  A') — «»  (^—  ^  -*-  AO^'C^—  ^'  ■+■  A') 

=  cos  {ff—  JSr  —  A')  —  «in  (ff—B'  -  l^)d(ff—  Ä»  —  A'). 

cos  A  =cos(Ä  — Ä -§-/>)  — sin  (4  r-il'  +  Z>)</(Ä  —  Ä' +  /^ 
=  cos(Ä  —  4» —  />)— siu  (Ä — /S' — /»)«/(4 —  *  —  />) ; 


umi  s«r  BettinMsg  ▼•■  * 

•       ■  -        ■  •  * 

diä—  /P* + AO .  «^(isr  —  £r — ao 

oad' 

bat  man  alfo  aaeh  11)  offenbar  die  folgenden  NlbernngifoAMln: 


.  •  • 


■    .    W^  _■-■-■■'  t  t  ■ 

■ .    #    ■ 

4 

,. .  ..Wije  n^an.  diese  in.  Tbeilen  dea  der  Einbeit  gleicboa  Halbmei- 
MTs  anifgedrückten  VerSndemfDgen  auf  die  eiiifaehste  ttiil  awelsfc- 
flObainite  Weite  in  Seimnd'eb  %vl  yerwändeln  hat,  kand'vitiftr'lltflieli 
als  bäannt  vorausgesetzt  werd<Jn,  -so  wie  es  an  dieieBi''Orte  mi^ 
banpt  nnnötbig  scheint,  in  weiteres  Detail  über  die  besn^*'1IH'4er 
Anwendang  der  obigen  Formeln  einzugeben. 

Dass  man  übrigens  auch  aus  den  beiden  Gleichungen  5)  ganz 
fibnliche  Formeln  ableiten  könnte,  fallt  auf  der  Stelle  in  die  Augen. 


/  ^ 


xxxni. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Gleichungen  des 

dritten  Grades. 

Nacb  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  R.  Lobatto  zu 

Delft  in  dem  Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliqn^es, 

publik  par  J.  LiouviUe.    Mai  1844.  p.  177.  frei  bearbeitet 

von 
dem  Herausgeber. 


In   dieser  Abhandlung  des  Herrn  Profeuor  Lobatto  kommen 

musser  anderen  interessanten  Sätzen  einifl^e  bemerkenswerthe  For- 

nselo  vor,  durch  welche  zwei  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung 

durch  die  dritte  ausgedruckt  werden.    Diese  Formeln  werde  ich  im 

Polgrenden  mittheilen. 

JDie  gegebene  cubiiche  Gleichung  sei 


1)    a?* — pj?+^z=±0. 
Wenn  nun 

gesetzt  wird,  wo  die  Grössen  y  und  %  bekanntlich  immer  den  Glei- 
chungen 

3)  3y«  =  ;i,  y»+««=-y 
genfig^Vi  und  ausserdem  offenbar 

4)  y»— *»:;=2l/iy»  — 
Ist;  so  ist  bekanntlich  nach  der  Car danischen  Formel  immer 

5)    «  =  ^4-« 

eine  Wurzel  der  gegebenen  cnbischen  Gleichung,  und  die  beiden 
anderen  Wurzeln  «i  und  ii,  derselben  erhält  man  aus  den  Glei>- 
chnngeh 

6)    «  +  f/,  -h  f#3  =  a,  nu^n^  =  —  y 


^tP' 
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oder 

Au«  ^leien  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

ig 
(»,+•#,)»  — 4w,  ff,  =  «• +—, 

d,  i. 

K- •..)»  =  «»  +  5, 

nnd  folglich 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden  GleichoD- 
gen  7),  so  erhält  man 


aad  kann  also  ioutter 

*>  w- 

setzen.' 

Weil  aber  m  eine  Wurzel  4er  gegebf  bmi  Gleichung  nnd  folglich 

u*  ^pu  +  fzzzQ 

ist,  so  ist   ' 

also 

«.  =  -  i«  +  ij/;,  +  J  ==  -  ^  -4-  iV^V  -  3«*, 

9)  ^  '  L  _____ 


Nach  3)  und  5)  Ut 

V  —  3ii»  SÄ  12j^  -^  3(y  +  *)«  »  —  3(y-. «)», 
aU» 
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«od  folglich 


oder 


L.=-iJ«H-(y-«)V/=:3j; 

( «a  =c  —  i|y  +  «  +  (y— ä)1/— 3(. 

Weil,  wie  man  durch  Division  leicht  findet. 


ist,  80  ist 


^^ =  y*  —  y«  +  « 


und  folglich  nach  dem  Obigen 


y  — «  u  Z  %u      ' 


also 

y— «  = 


2;m«  —  Zq  2pu  —  tq 


Führt  man  diesen  Werth  von  ff — x  in  die  Gleichupgen  10)  ein,  so 
erhält  manr 


^i=  —  i» WZ — Kz:i7-  » 


Diese  Formeln^)  sind  nach  Herrn  Lobatto's  Angabe  von 
Youn^  in  dem  Buche:  The  Analysis  and  Solution  of  cubic 
and  biquadjratic  equations.  London.  1842.  zuerst  bekannt 
gemacht  worden. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  sei 

^»  — 7^  +  7  =  0 
die  gegebene  cubiscbe  Gleichung,  so  ist  /;  =  7,  ^  =  7,  also 

y^p*  —  V7*'=  V^343  —  330,75  =;=  l/l2;25=3,5; 


'*)  In  der  Abhandlung  d«s  Herrn  Lobatto  sind  die  Fornißln  von  Druck- 
fehlem  nicht  ganz  frei. 
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■ 

I 

und  folglicb  sind 

,  3,5»     ,  u 

•*>  —  ~"  ^•^  ""  21  n-  J4«  —  ""  ^•^  ""  6  —  W 

oder  ' 

I 

2  —  u  1 — u 

>  3  —  2w   '      *  3 — 2u 

zwei  Wurzeln  der'gep^ebenen  Gleichung,  wenn  u  eine  Wurzel  der- 
selben ist. 

Ein  anderer  englischer  Slafheniatiker,  Herr  Lockhart,  bat 
von  den  vorhergehenden  verschiedene  Ausdriicke  zweier  Wurzeln 
einer  cubischen  Gleichung  durch  die  dritte  gegeben,  welche  in 
Allgemeinen  von  der  Form 


^lUri-ßi 


sind.     Zu  diesen  bemerkenswerthen  Ausdrücken  gelangt  Herr  Lo* 
batto  im  Wesentlichen  auf  folgende  Weise. 

Für  r  =  l/^«  —  y^»  sei  überhaupt 

l«>  ,     rx        ax-^if 

lö)    — ¥^-t-3y_2;)ar  ~  a?-f-c' 

so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  2a  +  c  =  dr|  gesetzt  wird, 
nach  gehöriger  Entwickelung  dieser  Gleichung  die  Gleichung: 

14)    ^.  +  («,-»2^)^» 

+ow-'-^J-v  5=0. 

""   P 
Soll  nun  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 


identisch  sein,  so  müssen  die  Grössen  «i,^,  ^  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  den  drei  Gleichungen 

3o'=l=2r       A   o»       3y«,  =fc2rc  Zqb 

genügen. 

Aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

3flr=b2r    , 
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'       -  .  * 

Führt  man  diese  Werthe  von  a,  und   b  in  die  zweite  Gleichung 
ein,  80  erhält  man 

Weil  nun  uach  dem  Obigen^ 

P*  —  y ^*  =  ^%  also  4;?«  =  27^»  +  4r» 
ist,  sa  ist,  wie  man  leicht  findet: 


6/»c  +  9y=p:2r  =  0, 


also 


^P     * 


Ferner  ist 


also 


9ydb2r 


Hieraus  sieht  man,  dass,  wenn 


9o'=k2r    ,  ;  9q^2r 

« = -^.  * = -  i/». " = — V~ 

ist>  jede^  Werth  von  or,  welcher  der  Gleichung 

^'  —  ;!?^  +  y  =  0 
genügt,  iinmer  auch  der  Gleichung 

gentigt.    Da  nun  pach  dem  Obigen  u  eine  Wurzel  der  Gleichung 

*  k 

I 

ist»  80  ist  auch 

ru  aU'^b 


^  -t-  3y  —  %pu 


u-*-c 


und  weil  nach  dem  Obigen 


^u 


ru 


jeteraeit  Wurzeln  der  Gleichung 


428 

8ifl4,  M  sind  auch  die  beiden  Werthe  von 

welche  dieser  Brach  erhält,,  wenn  man  in  ihn  die  beiden  obig«B 
Systeme  von  Werthen  cler  Grössen  a^  dy  c  einfuhrt,  Wurzeln  der 
in  Rede  stehenden  Gleichnog.  Also  kann  man  die  drei  Wurzeln 
der  Gleichung 

wie  mau  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  findet,  immer  auch  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 

«», 

15)     (**»         ö;»««  —  (9y  —  2r)  ' 

(9y--2r)ig  — 2;?* 

'*        «;w— <9y^-2r)' 

Dies  sind  nach  Herrn  Lohatto  die  von  Herrn  Lockhart  ge- 
gebenen Formeln. 

^st  o:'— rl9^  —  30  =  0  die  gegebener cuhische  Gleichung,  so 
ist  p  =  l9,  ^  =  —  30,  also 

;^»=6859,  V^*  =  6075,  r  =  l/7S4  =  28; 

folglich 

9^  +  2r  =  --2l4,  97  — 2r  =  — 326. 

Also  ist  in  diesem  Falle 

^'  —  ""  57^  +  163  '   **»  —        57a«+  107 * 

Den  übrigen  hemerkenswerthen  Inhalt  der  Abhandlung  des 
Herrn  Lobatto,  welcher  vorzüglich  die  Entwickelung:  der  Wur- 
zeln in  Kettenbrücbe  betrifft,  für  den  Elementarunterricht  aber  von 
geringerem  Interesse  ist,  muss  man  in  ihr  selbst  nachsehen. 


Nachschrift. 


Das  Vorhergehende  ruft  mir  eine  schon  vor  längerer  Zeit  von 
mir  gefundene  goniometrische  Transformation  einer  jeden  cubischen 
Gleichung  in^s  Gedäcbtniss  zurück,  die  zwar,  wenigatena  in  dar 
Form,  in  welcher  ich  sie  jetzt  zu  geben  im  Stande  bin,  fiir  die 
Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  selbst  nicht  von  besonderer 
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Bedeutung,  dessenungeachtet  aber  in  mehrfacher  Besiehuiig  interes- 
sant zu  sein  scheint.  Diese  Transformation  werde  ich  im  Folgen- 
den vorzüglich  deshalb  mittheileu,  weil  dadurch  vielleicht  der  eine 
oder  der  andere  Leser  zu  weiteren  UntersuchuMgen  über  diesen 
Gegenstand,  zu  denen  mir  selbst  jetzt  Zeit  und  Müsse  fehlen,  ver- 
anlasst werden  dürfte.' 

Die  gegebene  cnbische  Gleichung  sei  überhaupt 

1)    ^* — ma:^'j-ua:  —  X?=0. 
Sind  nun 

tang  ©,  tang  0,,  tang  0„ 

wo  die  Bogen  0,  0,^  0,  auch  imaginär  sein  können,  ihre  drei 
Wurzeln,   so  hat  man  bekanntlich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

2)    tang  0  +  tang  0^  +tang  0,3=  jw, 
tang  0  tang  0,'  j 
+  tang  0  tang  0,  '  |  = », 
-+■  tang  0,  tang  0,  / 
tang  0  tang  0,   tang  03=Xr. 

Weil  nun  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

tang(0-j-©i-j-0,) 

.    tany  O  -f.  fanp  O,  -f-  tang  9^  —  tang  O  tany  O,  tany  O, 
*      l  ^tang  ö  tau^  ^,  —  taug  0  taiig  6,  —  Uiij  O,  Uog  ©^ 

ist,  80  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

3)    tang(0  +  0.+0,)=:f^, 


mittelst  welcher  Formel  die  reelle  Summe  0  +  0i  +  0s  immer 
bestimmt  werden  l^ann. 

Ferner  ist 

*  '  '*  .  ■ 

.  g  1  —  i» 

=  1  —  tang  0  tang  0^  —  tang  0,  tang  0,  —  tang  0|  tang  0» 

cos  e  cos  Ol    cos  e  cos  Oj    o  ^» 

cos(Ö-f-f?,l  cos  ö, —  sin  (Ö -4-0,)  sin  e, 
COS  S  cos  ^1  cos  8, 

co8(O-f.e,-4-0a) 

cos   0   cos    ^1    COS    ^t' 

«nd  folglich  naoh  2)  und  3): 


.  1 
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r^        nk  nk  €08(0-4-0,-4-0,)  sin(0-Ha,-f.O,) 

COS  0  cos 0,  cos  0,  =  —     T    '  =  — ^— — — T ^» 

sm  Cy  sin  öj  Bin  C/,  =  — — j-;:^^ — m  —  k • 

so   dass  man  also  jetzt  zur  BestimmuDf]^  der  Grossen  0,  0, ,  0, 
überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichungen  liat: 

K\     )        ^         r\  r\  cos(0-f-0| -4-0,)         sin(0-4- O,  +  O,) 

5)    {COS0COS0I  COS0,  = —      i^n  ^^ —     m^k         ^ 

sm  ü^  sin  (V,  sm  Cy«  =        *   . — —  ^ — /. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt' auch 

cos  0.  cos  0,=       (i.«)co8  0         —       (m^k)coH9      ' 

.:„  ÄJ     «:„  ck   _^cos(0-H^»-f-^»)  _^sin(0+0, -f-e,), 
sin  0.   sin  0.= ^p-^^jjj-^—  _____j-__. 

also  durch  Subtraction  und  Addition:  ^ 

'  6)     cos (0,  ± 0,)  =: ,,"'"  ^=P*  °°^  ^     cos  (0  +  0,  H- 0,) 

'  ^     '  *^        (1 — n\  sm  O  cos  6  \       •        i    ■        a/ 

sin  0=F^  cos  9        .     .^.      ^      ,    ^,. 
(«I  ~  A:)  siB  O  C08  O         ^  '    •       *  '* 

mittelst  welcher  Formeln,  da  man  die  Summe  0  +  0|  +  0,  oaeh 
dem  Vorhergehenden  als  bekannt  vorauszusetzen  berechtigrt  ist, 
01  +02  und  01  — 02»  also  auch 

0,=4(0,+0,)  +  i(0,-0,), 
0,=i(0. +0,)  ^i(0, -0,) 

gefunden  werden  können,  wenn  man  0  kennt,   so  dass  also  auch 
auf  diese  Weise  aus  jeder  Wurzel   einer  cubischen  Gleichung  die  ^ 
beiden  anderen  gefunden  werden  können.- 

Aus  dem  Obigen  ergiebt  sich  auch  leicht,  dass,  wenn  der  ab* 
solute  Werth  einer  der  beiden  Grössen  ' 

cos(0+0^  +  Oa)  sin  (9-4- 0|  «H  O») 

1—«  "^  m  —  k  ' 

k  cos(Oh-^i  -f-^2)  ^  sin  (Oh- Ol  -H  ^2) 

1  —  n  m  —  k         ^ 

grösser  als  die  Einheit  ist,  immer  sicher  geschlossen  werden  kann, 
ass  die  Gleichung  1)  nicht  drei  reelle  Wurzeln  haben  kann,  und 
also  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln  haben  muss. 

Die  Gleichungen  2)  können  auch  auf  folgende  Form  gebracht 
werden: 
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m  9  cos  9|  cos  9,  +  cos  O  sin  O^  cos  9,  -|-  cos  O  cos  9^  sin  9, 

=  M  COS  9  cos  9|  cos  9,, 

sin  9  sin  9|  cos  9,  +  sin  9  cos  @,  sin  9,  +  cos  9  sin  9|  sin  9, 

=  m  cos  9  cos  @|  cos  9,, 

sin  9  sin  9i  sin  9,  =:w&  cos  9  cos  9,  cos  9,. 

Durch  leichte  goniosietrische  Rechnung  findet  man  aher  überhaupt: 

48in  a  sin  ß  sin  / 
= — sin(a-HM-r) + «n(--  «-!-/?•+-/)  ■+•  sin(a— /?-+-/)+  8in(a-H/?— y  ), 

4cos  a  cos  ß  cos  ;^ 
=  cos  {t»+ß-i-y)  +  cos  ( — a-f-/M-y) + cos(a— /?-!-/)  -+-  cos(a-f-/'— ^), 

4sin  a  cos  /?  cos  / 
=  sin  (a-h/H-r)  —  sin  (— a+/H-r)  +  sin  («— /H-r)  +  sin  («+/?— y), 

4sin  a  sin  ß  cos  ;^ 
===*—cos(a+/M-^)4-cos(--a+/?H-^)+co8(a— /?+/)— cos(a-+-/?--y). 


Wenden  wir  diese  Relationen  auf  die  drei  obigen  Gleichungen  an, 
so  erbalten  wir: 

sin (— 0 -f.  0, -f.  0,) -I- sin (0  —  0j  +  0  j  +  8in(0  +  0,  —  9,) 
=  4si  cos  0  cos  04  cos  0,  —  3sin  (0  +  0,  •+•  0«) 
=  (m  +  3^)  cos  0  cos  01  cos  0,9 

cos(—  0 -f.  0,  -f.  0 J  +  cos(0  —  0,  +  0a)  +  cos (0  +0,  —0,) 
=34is  cos  0  cos  0,  cos  0,  H-3cos(0  +  0,  +0,) 
=  {j»H-3)  cos  0  cos  0j  cos  0,, 

sin(-0  +  0j+0.)-j-8in(0  — 0, +0,)  +  siD(0  +  0,^9a) 

—^JC08(— 04-01  4-0i)+COs(0— 0,  +0a)+COs(0+0,— 0,)| 

=  sin(0  +  0»+0,)H-i&  €08(0  +  0^+0,) 
='(«»  —  Ah)  cos  0  cos  0j  coik  0»; 

wobei  sogleich  in  die  Augen  fällt,  dass  die  dritte  Gleichung  eine 
unmittelbare  Folge  aus  den  beiden  ersten  ist. 
Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

0+0,  +  02  =  <J, 
—  0-t-0,+0,  =5P, 
©_0,+0,=9., 

>     \  0-H0._0,=y„ 

{m  +  3^)  cos  0  cos  0,  cos  0,  =  /tt, 
(»  +  3)  cos  0  cos  0|  cos  9a=>'; 
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W«  aach'dMi  Toriierfekea^eB  d^ff^y  bekannte  Growen  Md;  ••  iit 

■Bd  nach  dem  Obigen  bat  aan  also  snr  Bettimmnng  von  9»^i9  9s 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

»in  y  +  sin  y^+sin  9»,  =  /», 
cos  jp  +  cos  9i  +  cos  9,  =  r. 

Ans  y,  9,,  9,  ergeben  sieb  aber  leicht  O,  9,,  O^,  weil  nach  dem 
Obigen 

■ 

9)    ©=i(9p,+9pj,  e.=i(9P,-l-y),  ©,=i(9P-l-y,) 

ist 

Ans  den  Gleichungen 

sin  y-l-sitt  ^g  +  sin  SP9=f*> 
ees  s^+€08  9i  +  cos  9t  =sif 

folgt  nach  bekannten  goniosietrischen  Satxen 

sin  9  +  2sin  4(9>i+9s)  et»  4(9i— 9s)=Mf 
cos  9  +  ^os  ^(9,  +93)  cos  4(f»i  '^9%)^=^^ 


oder 


^n  i(y  1-1-9»)  cos  4(y,  —  9,)  =  /i*  — sin  9« 
2co8  4(9,  +  9a)  cos  i(9,  —  9,)  =  y  —  cos  9; 


folglich 

t«Dg  T(9.H-9Pa)=,,_C0S9» 

also  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  8): 

10)    ..„g.(,r-,)  =  ^5i^, 

mittelst  welcher  Gleichung  9  bestimmt  werden  muss.    Hat  »an  aber 

9,   so  hat  man   auch  ¥(9i*^9s)  ^^^  t(9i — 93)  tlufcb  die  Glei- 
chungen 

|i(9i+9a)  =  i(<^— 9)> 
'*)    I  ,/  .  u  —  sin  o»  y  —  cos  » 

I  cos  i(g.,  - 9.)  =  2^,  .(^_y)  =  2C0.  4(^-»)' 
woraus  sich  dann  anch  9.  und  9^  mittelst  der  Formeln 


trgebeii.. 
>     Weil 


and 
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"«^5P  =  H.tangiy>»  cos  SP  _  j  ^  ^^^  ^^, 


iit,  10  wird  die  Gleichung  10):       . 

tang  jü  —  tany  jy    __^  — 2tang  jy-f-jU  tang  jtp* 
l  -H  tang  Ic  tang  ^y  v  —  1  -f.  (i^  -{-  1)  tang  jy*  ' 

woraiii  maD  Dacli  einigen  leichten  Reductionen  die  Gleichung" 

13)    0=      (fA  tang  ixf+y+l)  tang  I9« 
+  If*— (»'  +  3)  tang  jjtfj  tang  iy* 

-HO»  taag^tf+i'  — *)  taagiy 
+  /i*  — (>'  — 1)  tang  itf 

14)    0=      \fi  sin  i<r+(y  +  l)  cos  40*}  tang  jy* 

+  i/i*  cos  {(T — (y  +  3)  sin  i<y|  tang  ^9» 

+  {f^  sin  itf  +  (v  —  3)  cos  ^tf j  tang  I9 
H-  ff*  cos  4<y  —  (y  —  1)  sin  {c\ 

^MlkMt,  welche  wegen  ihrer  Symmetrie  wohl  einige  Aufmerkaamkeit 
^«a  verdienen  scheint. 


XXXIV. 

Etwas  ttber  das  Viereck 

dem  Herausgeber. 


Ii  T»f.  V.  ng.  1.  Mt  JBCD  an  Titndk  « 

(f fTfnübf riUktiid«  Mten  bis  au  ihren  BurAatkmbtbmmaktm  JK 
y  v#rlKnf#rt  worden  lind.  Zii»bt  man  bieranf 
and  (fJOt  io  wU  dU  Llnin  i?/*.  und  beneicbnet  ^ie 


^Cl»,   Cfff*i  e)'#'i7|  JEC,  BFC  reinecdte  dutdi  «,  #,  fp,  f^ 

f ,,  t,  I  «•  bal  nuini  weil  ^-t-i7sUl6«  ut,  die  rufiiiiiniies 

CFxBC^An  AiAn  f,; 

alle 

CB     JC I     ain  yt  -  ^  tip(i#Hhg-|-^) 

£»•  '  JfS  •^  ^  lin  ^,  "T  *  •  miA^m-^ßy 

Nun  Ul  nberi  wie  leloht  erhellet: 

CEi  CF:=:m  ^:sin  9, 
^r;i!rC=iin(i7  — /9)iiuiM  — a)ssiD(^  +  /S):Bn(^  — «); 

iiUfi  nach  dem  Vorhergehenden 


und  folglich 


■in  V>  ^  iin  (^  +  fl)   .     -  ^  ain  (^  ^  g  -4,  /i) 
«in  y  '  *iü  t  J  —  a)  '  «in  {A-^a  —  ßY 


«in  tp  """  «in  (^  -f-  ß)  sin  (itf  —  o  —  /J) 


oder 


«in 


J5  CO«  (gg  -f-  ^)  —  CO«  (ZA  ^H  />) 


«in  ^         CO«  (3/9 -4- a) — co«(2if-*icy 
woraus  sich  leicht 


•in  y«f.am  yf 
sin  ^  —  sin  %f/ 

cos  (2«  -f-  jg)  -f-  CO»  {2ß  +  g)  —  cos  (2A  ^  ci)  —  cos  {2A  «f.  ß) 
cos(2a  -f-  /J)  —  cos  (2/9  -f-  a)  +  cos  (2  J  —  «)  —  cos  (2/1  -f-  /J) 

«dtr  . 

lang  ?(9  +  ^)  cot  4(9  —  ^) 

^^ CO»  |(«  -t>  /?)  cos  ^(g  —  />)  —  cos  \2A  —  4(g  —  /» ^  cos  j(a  -4- /?) 

sin  K« -♦- /J)  sin  i(«  —  /J)  —  sin  J2/l  —  i(«  —  /8) j  sin  |(ä+7) 

erpebt 

Es  ist  aber  i(9  +  ^)  =  90<»  — {(a  +  Z?),  also  tang  ^(9)  +  ^) 
=  cot  ^(tt  + /?))  und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

cotUSP  — V') 

cos  j(g-f-/?)co8  j(tt-/g)  ~  cos)2^~j(«-./g)|  cosifg+jg)  1  /«  .  /»X 

~       sin{(«^/r)  8in4(a-/9)  -^  sint2^— 4(g-/9;t  sin  4(a-|./J)  "°8  ii«T"Pi5 

abo,  weil 

ScoB  lia-^ß)  sin  j(a +  /?)=:  sin  2(a  + /9)  —  sin  (a  + /9), 
1(0  +  /^)  cos  i(a  +  /!?)=:sin  2(tt  + /?)  +  sin (a  + /9) 


uid 


sin  2(a  +  /9)s=2sin(a  +  /9)  co8(a  +  /?), 
sin  (a  +  /9)  =  2sin  |(a  +  /?)  cos  j(a-h/?) 


ist: 


cot  •J(9p  —  tp) 

l2C0S(g  -t-/>)  —  1 1    cos  j(g  —/?)  —  C08|2/f  —  jfa  — />)( 

|2cos(a  +  /}J+Jt  sin  4(«-/}J  — sin}2^— .i(«  — /})!* 

oder,  weil 

coii(a  — /?)  + cos j2^  —  |(a  — /?)!==      2cos  ^  cosj^— i(a— /9)|, 
•in .  4(a  — /?)  —  sin  j2u^  —  i(a  — /?)  I  =  —  2cos  ^  sin  M—iC«— /?)  I 

ist: 

-    .   ^.  ,,A C08(g-f-/>)  COS  4(g^/?)^cos  .^  cosM  — 4(g~/?)| 

«Ol  ,iy      V'j  —       cos  (g  +  ß)  sin  l(g  —  /9J  -  cos  ^  sin  M  -  i  (g  —  /J)C 

I^elcht  bringt  man  diese  Gleichung  auch  auf  die  folgende  Form: 

^08(o+/?)  sin  i  {(a-ft+CsP-V'J  I =co8^  «n  M— i[(a— /5)-(y— V)l  I 
^der 

sin  \\(ct  —  /?)-!- (y  —  ^)j       __^      cos  A 
sinM--4[(g--/9)  — (9-V)]l  ~  cos(g-f-iJ)' 

Voraus  sich 


4S» 

^__  CO«  i^+COg  («+"/>) 

"T  CO»  ^  —  CO«  (« -+■  ^) ' 


also 


.  =-cot  4M-KoH-|J)r  cot  4M-(o  +  ^)}, 

««d  folglich 

taug  IM +  (9  —  ^)1 
=  — cotiM  +  (a  +  /?)}  cotiJ^-(a  +  /?)}tangiM-(a— /?)t 

ergiebt. 

Wenn  ^  =  90%  und  folficricli  B  =  W^  d.  h.  wenn  di«  Dia- 
gonale CD  des  Vierecks  AB  CD  ein  DnrcliBesser  des  um  das^ellie 
beiebriebeBen  Kreises  isi,  so  isteos^^O,  nnd  folglich  nach  des 
Obigen  cot  Ky  —  V)==  —  ^^^  i("  —  /?)  =  cot4(/?  —  a),  also  y — ^ 
=  /^— .«.  Weil  nun  9  +  ^  =  180<»  —  (a rH /^)  »t,  so  ist9»s=:9D* 
—  a,  ^  =  90<^  — /?,  und  die  Linie  ^/^  steht  also  auf  der  gehörig 
Terlfingerten ,  Diagonale  CD  senkrecht»  woraus  sich  der  foigaade 
Sats  ergiebt: 

Die  gerade  Linie,  Welche  die  Dorsehnittspnnkte  der 
'gegenüberstehenden  Seiten,  eines  in  einen  Kreis  be- 
schriebenen Vierecks,  dessen  eine  Diagonale  einDarcli-; 
messer  des  Kreises  ist,  mit  einander  verbindet,  steht 
immer  auf  dieser  gehörig  verlängerten  Diagonale  senk- 
re  cht. 

Eine  zweckmässige  üebung  fiir  SchBler  wird  es'  sein,  einen 
rein  -  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  zu  suchen. 


431 


Eine  geometrische  Aufgabe. 

Aus  J.  F.  PfafiPs  nachgelassenen  Papieren  mitgetheilt 

von 

dem  Herausgeber. 


Weil  es  in  vielfacher  Beziehunpf  intcressaDt  ist,  die  Arbeiten 
grosser  Männer  in  ihrer  ursprünglichen  CTestalt  kennen  zu  lernen, 
so  werde  ich,  wo  es  mir  thunlich  zu  sein  scheint,  hin  und  wieder 
einige  Aufsätze  J.  F.  PfalT's  in  unveränderter  Form  in  dem  Archive 
mittheilen,  wubei  ich  bemerke^  dass  in  den  von  diesem  grossen  Afa- 
tbematiker  nachgelassenen  Heften,  in  welchen  er  seine  Ideen  nie- 
derzulegen pflegte,  fortwährend  deutsche,  lateinische  und  französi- 
sche Aufsätze  mit  einander  abwechseln.  Ich  wähle  diesmal  absicbt- 
ttch  einen  französisch  geschriebenen  Aufsatz  über  eine  ganz  ele- 
mentare geometrische  Aufgabe,  und  ersuche  die  Leser  nur,  nicht 
Qtibeachtet  zu  lassen ,  dass  alle  diese  Aufsätze  ursprünglich  keines- 
wegs für  den  Druck  bestimmt  waren,  da  Ffulf  wühl  niemals  an  de- 
ren Veröfl'entlirhung  dachte,  indem  es  ganz  in  seinem  trefflichen, 
bochst  anspruchslosen  Charakter  begründet  war,  den  Genuss  ledig- 
lieb  in  der  Arbeit  selbst  zu  finden,  und  nach  Beendiisrung  einer 
Arbeit  gleich  wieder  zu  einer  neuen  überzugehen,  ohne  sich  um 
eine  besondere  Ausfeilung  der  beendigten  Arbeiten  weiter  zu  be- 
kümmern.  Kin  Fascimile  seiner  Handschrift  soll  vielleicht  später 
einmal  gegeben  werden. 

Probleme. 

Soient  don-^n^es  deux  chordes  AB,  DE(Ti\\i,\,  Fig. 2.); 
Psngle  qu'elles  fönt  entre  ewx  (^tant  prolong^es)  en 
F\  et  la  distance  de  leiirs-  mlKeux  ab,  II  faul  treuver 
le  cercle  des  deux  chordes. 

1.     Premiere   Solution   g^om^trique. 

I  I 

Analyse  g^om^trique. 

Soit  C  le  centre  du  'cercle  en  qiiestion:  les  droites  Ca^  €6 
seront  perpendiculaires  aux  chordes  jiß,  DE,  Donc  dans  le  qua- 
drilat^re  aCitFy  la  sorame  des  4  angle»  ^tant  r=  4  droits,  les  an- 
gles   C  fit  F  ensenhle   ferost  deux  droits.     Donc  Tangle   C  est 


I 
« 
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doDD^  D'6ii  il  Buit,  que  le  lieu  g^m^trique  dn  point  C  eii  la  dr- 
conf^rence  d^nu  segment  donnö,  parce  que  la  base  M  et  TaUgle  C 
de  ee  segpneiit  sont  donn^. 

Qu'oD  B^ne  Ce  perpeDdiculaire  a  ab^  on  anra 

mats 

dODC 

Ca^-^Cb^=LDb^  —  Aa^S 
doBC 

ae^  —  he^-^Db^—Aä^. 

Que  la  droite  «£  soit  conp^e  en  deux  segmens  ^aux  ea  /*,  on  a 

ae^  —  be^  ^=i(ae--be){fle^be)^=z%ab  .fe^=iDb^ r-  Am^. 

DoDC  la  droite  fe  et  le  point  «  Bont  donnds.    En'  tirant  doac  par  e  -^ 

la  perpendiculaire  eC^  le  centre  C  «era  dans  cette  perpendicttlaire,  .^ 

et  conaie  il  est  situd  auBBi  dans  un  segment  doiand,  ce  centra  Ini  wm 
mtoe  sera  donnd. 

Construetion« 

Ddcrivez  sur  la  droite  donoife  mb  nn  segment,  dont  l'angla . V ^^— ^ 
soit   180**  — /".(d'apr^  la  Solution  connne  d'Endide.     Utr.  ^Dl.    — 
Prop.  33.).    Cherchez  a 

%ab :  Db  +  Aa=i  Db'-'  Aa{:  a:) 

la  qnatrieme  proportioneile,  et  faites  la*  ==/<?,  f  dtant  le  mili^n  de  -^ 

ab,    Par  e  dievez  eC  perpendiculaire  a  ab^  le  point  on  celle-d  -^ 

coupera  le  sef^meot  construit  sera  le  centre  du  cercle  en  question.  ^ 

Ce  centre  dtant  trouvd,  tout  le  reste  s'en  suit  imoiddiatement.    Car  " 

menant  Aa=z^AS,  .DL^=l\DE  perpendiculaires  a  Ca  et  CS,  on  ' 
a  les  points  A^  Dy  etc.  etc. 

II.    Seconde  Solution  gdomötrique. 

L'angle  F  et  la  droite  ab  ötant  donndes,  le  lien  g^m^triqne 
du  point  F  est  hn  segment  donnd.    Or  on  a 

FA.Fß  =  Fb,FE, 

donc 

{Fa  —  Aa)  (Fa  +  Aa)  =  (Fb  —  Db)  [Fb  +  Db)^ 

c'est*ä-dire 

Fa*  —  Aa*  =  Fb*  —  />^% 
Fb*  —  Fa*  =  Db*  —  Aa*. 
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Qu'oo  abaisse  de  J^  snr  a6  la  perpendiculaire  Fg^  od  anra 

DoDc  on  a 

Bd^  —  Ja^  =  {Dd  —  yia)  (Db  +  Aa)  =  lab.fg, 

d'oii  OD  parvieDt  a  uoe  coDstructioD  tout  a  fait  semblable  ä  la  pr^. 
c^deDte,  eo  d^crivaot  ]e  segmeot  de  Pautre  cot^  de  ab^  qui  appar« 
tieot  pourtaDt  au  rnSme  cercle. 


111.     Troisi^me  solutioD  alfi^^brique  trigoDom^triqne. 

I 

Soit  ^^  =  2«,   />i&=  2^;  le  rajoD  du  cercle  cherche  AC 
=  ^;  la  distaDce  ab:=id,    DaDs  le  triaagle  aCb  od  a 

ab*  =  Ca*  +  Cb*  —  2Ca .  Cb .  cos  C. 

Mw  C=180«  — F,  doDc  cos  C=  — cos/";  Ca*=:AC*^Aa* 
=  ^*  —  «*5  de  mdme  Cb*'=>a:*  —  b*^    Dodc  od  aura 

rf*  =Ä?»  —  i»  -f-^a  —  ^»  •^2l/(^»  —  a»)  (47»  —  b*) .  cos  F. 
Qq'od  mette  2a?*  —  «*  —  ^*  =y,  od  aura 

•*    — "  2  '  """  2  '  —       """  2  ' 

doDC 

rf»  —  y  =  cos  F.  l/(y  +  «»  —  ä»)  (y+b*  —  «•) 
et  , 

#/*--2//»y  +  y»  =  jy»  — («»  — ZJ»)»}  cos  jP» 
od 

y^  fiiD  F»  —  2i^y  =  —  </♦  —  («»  —  Ä«)*  cos  F*, 

UDC  ^uatioD   quadratiqne  pour  y.     Ob   aurait  pu  trouver  uue  teile 
imm^diatemeDt  pour  o;*. 


IV.     Quatrieme  solutioD  trigODom^trique. 

Ed  d^sigDaDt  les  aDgles  Cab^  Cba  par  E^  F'y  et  eo  conser- 
Taot  les  d^DomioatioDs  ci  dessus  meutioDD^s,  od  a 

Tii«uv.  28 


4S4 

C6:ad=Clß:ä=s\n  £? :  sin   F; 


doDC 


^  '       d  sin  ß'     ^,         ff  sin  E 
Ca  = sr-,    6»  = 


sin  F 


sin  /?•  ' 


Or  OD  a  (SuK  I.) 


dojic 


ß»»  —  6^*.=  i>Ä»  —  Aa^zzzb' 


d^ 


«% 


sin 


^(ain  F»  — sin  i&»)  =  ^*— a». 


Mais 


sin  ^»  —  sin  J^  = 


1  ^  cos  ^E         1  —  cos  2E 


eos  2^-  —  cos  2^ 


=f=8in  ^(£r+^  sin  \(B -^  B) 

■ 

=  cos  \€  sin  i(^  —  ^  =  srn  j/'  sin  \{B  -r  J&). 


Dope  oDi  a 


I  /  1^          »:n          Ä»  —  »»      sin  -F»  o\ 
Sin    liB—  E)z=, TT .  -: Tc,    ). 


Ajänt  trouv^  la  diffi^rence  des  angles  Jl^  —  E^  comme  ob  coiiaoi 
leur  sDuiDie  ===/^«  on  trouve  ces  ang^les  eux  m^mes;  d'oü  sjiiveat 

^         d  s\n  E'    ,,.         d  sin  E       .,,       ,  y  .    .^        "^  , 


•)    sin  i(if-Ä); 


2(Ä  —  a)  (b 


d^ 


—  sin  ^cos  ^F* 


G. 
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XXXVI. 

Beif^eis  des  umgekehrten  ptolemftischen 

Satzes. 

Aus  J.  F.  Pfaff'a  Papieren  mitgetheilt 

von 
dem  Herausgeber. 


In  dem  Vierecke  ABCD  (Taf.  V.  Fig.  3.)  sei 
AB.CD  +  JD.BC^AC.BD. 

lilaD    soll    beweiseD,    dass    sich    um    dieses   Viereck   ein 

Kreis  beschreiben  Iftsst 

Liesse  sich  um  das  Viereck  ABCD^  dessen  Winkel  wir  der 

Kfirze  weffen  bloss  durch  Ay  B^  C^  D  bezeicfinen  wollen,  kdn 
Kreis  besdireiben,  so  würde,  da  die  Summe  «Her  vier  Winkel  A^ 
B^  C^  D  vier  rechte  Winkel  befragt,  entweder  >^+ C-^2/i  oder 
B  ^  D  '^  2/1  sein.  Sei  nun  einmal  A  -\~  C '^  2/1.  Beschreibt 
Brno  dann,  was  immer  möglich  ist,  um  das  Dreieck  ABD  einen 
Kreis,  so  wird  dieser  Kreis  jederzeit  die  Diogonule  ^C'  selbst, 
Dicht  deren  Verlängerung  über  den  Funkt C  hinaus,  in  einem  ge* 
wissen  Punkte  E  schneiden.  Es  ist  nämlich,  wenn  man  den  Win- 
kel BED  der  Kürze  wegen  durch  i^  bezeichnet,  >^-H  1^=2/2, 
und  folglich ,  weil  fiaoh  der  Voraussetzung  ^  +  €7  -^  ^H  ist, 
17^  C>,  was  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  nur  dantt 
möfflich  ist,  wenn  der  Funkt  E  in  der  Diagonale  AC  seihst,  nicht 
(a  Seren  Verlängerung  über  den  Punkt  C  hinaus  liegt.  Zieht  maa 
äiia  die  Linien  EF^  EGy  FO,  so  ist  nach  einem  bekansteB  Satze 
aas  der  *Lehre  vom  Kreise: 

AC.BC=CF:CE, 
ACxCD=COxCEy 
BCiCD^CGxCF^ 

und  weil  ausserdem  die  Dreiecke  ABC  und  CEF^  ACD  und  CEO^ 
BCD  und  CFO^  die  Winkel  bei  C  mit  einander  gemein  haben^ 
so  ist 

t^ABCru^CEF, 
^ACBr^^CEG, 
J^BCDcj^CFG. 


«o  • 


AUu  int 


worau» 


Terner 
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CF  lEF  —  AC  :,AB, 
FGiCF=BD:CD, 

1)    FOiEFzszjiC.ßDiJB.CD', 

CG:EG  =  JC  '.AD, 
FGiCG=zßD:BC, 


wornus 

2)    FG'.EG=.AC.BD'.AD. 

A«i  1)  folgt 

FOxFG—EF=AC.BDiAC.BD''AB.CD, 

also,  weii  oach  der  VorantietzuDg  « 

AB.CD  +  AD . BC=.AC.  BD 

ist: 

3)    FO:FG'-EF=AC.BD.AD.BC.      . 
Daher  ist  oacb  2)  and  3) 

FGiEG  =  FGiFO--EF, 

also 

EG  =  FG^EF, 

und  folglich 

welches  uDindglich  ist,  da  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  nicht  dessen 
dritter  Seite  gleich  sein  können.  Also  ist  die  Annahme;  dass  am 
das  Viereck  ABCD  kein  Kreis  beschrieben  werden  könne,  falsch, 
und  es  lässt  sich  daher  um  dieses  Viereck  unter  der  Voraussetsung 
des  Satses  immer  ein  Kreis  beschreiben,  wie  bewiesen  werden 
sollte.  .  • 
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Ueber  den  zweiten  Aufsatz  des  Herrn  Doctor 
Barfuss.  Theil  Y.  Heft  2.  S.  133. 

Von      , 

Herrn   Doctor   O.   Schlömilch, 

Privatdocenten  an  der  UniTersitat  zu  Jena. 


Während  Herr  Dr.  Barfuss  in  seinem  ersten  Aufsatze  eine.  Kri- 
tik der  neueren  Ansichten  versucht,  gieht  er  uns  in  seiner  zweiten 
Abhandlung  eine  Probe  seiner  Darstellung  der  Analjsis,  gegen 
welche  eline  nur  einigermaassen  scharf  sehende  Kritik  sehr  Vieles 
einzuwenden  haben  wird.  So  viel  sich  in  der  Kürze  thun  lässt, 
will  ich  hier  erwähnen. 

Den  Anfang  macht  der  Machtsprnch:  ,,esist  wohl  zu  un* 
terscheiden,  ob  eine  Reihe  bloss  eine  Summe  unendlich 
vieler  Glieder,  oder  ob  sie  die  Entwickelung  einer 
Function  sei",  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn  da  steht 

/(ar)  =  ydf4^i?^+Car»-+-....     (1) 

80^  können  hier  zwei  Bedeutungen  dieser  Zeile  statt  finden.  Wirk- 
lieb! ein  Anfang,  wie  man  ihn  nicht  von  einem  Mathematiker  er- 
warten sollte.  Gleich  die  ersten  Worte  belehren  uns,  dass  eine 
Gleichung  wie  (1)  doppelsinnig  ist;  zwar  wird  hinzugesetzt,  dass 
d4e  Convergenz  oder  Divergenz  beide  Bedeutungen  trenne,  aber 
das  hilft  uns  nichts,  wo  wir  die  Form  der  Reihe  noch  nicht  ken- 
nen, wie  bei  allen  Anfängen  mittelst  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten.  Rechnet  mau  aber  mit  so  einer  hypothetischen  Glei- 
chung weiter,  so  weiss  man  keinen  Augenblick,  ob  man  es  mit  einer 
Identität,  oder  mit  einer  syntaktischen  Aehnlichkeit  zu  tiiun  hat, 
ob  also  die  Rechnungsoperationen^  welche  die  Arithmetik  für  Iden- 
titäten gelehrt  hat,  hier  noch  richtig  bleiben.  Ich  werde  übrigens 
nachher  auf  diesen  Punkt  zurückkommeu.  Darauf  kommt  etwas  zur 
Vertheidigung  de^  Resultates 

—  i  =  cos  X  -|-  cos  %a:  -f-  cos  Zas  -|- . . . . 

und  diese  Vertheidigung  stützt  sich  auf  die  Behauptung,  die  frag- 
liche Reihe  gehe  nicht  aus  der  Reihe 

cot  OS  -H  cos  %x  -I- ; ...  -I-  cos  nae 
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hervor,  wenn  .man  die  Zahl  n  (t)ie  Gliederanzahl ! )  ios  Dd- 
end liehe  wachsen  lasse,  anders  wenigstens  lassen  sich  die 
Worte  des  Herrn  Verfassers  nidtt  interpretiren.  Das  ist  wieder  ein 
durch  nichts  motivirter  Machtspruch ;  wenn  in  einer  Reihe  die  Glie- 
deranzahl ins  Unendliche  wächst,  so  wird  sie  eine  unendliche,  sollte 
man  wenifstens  denked;  wenp  mein  Herr  Gegner  das  nicht  zngieht, 
80  lässt  sich  darauf  so  wenig  antworten,  als  wenn  jemand  behaup- 
tet^ er  könne  sich  eine  gerade  Linie  denken,  die  länger  sei,  als 
eiu  über  ihr  eonatruirter  Halbkreis. 

In  %.  5,  finden  wir  etwas  ganz  Neued;  ich  bitte  4ie  Herren 
Gauss,  Cauchy,  Dirichtet  u.  A.,  die^  sich  'so  unnfHt  mit  der 
Convergenzlehre  geplagt  haben,  hier  wohl  aufzumerken,  denn  sie 
erfahren:  dass  jede  aus  der  Fun-ction  f{^as)  entwickelte 
Reihe  convergirt^  wenn  ihreGlieder  bis  zum  Verschwin- 
den klein  werden.  Es  ist  mir  sehr  lieb,  dass  ich  das  weiss;  es 
handelte  lich  neulich  um  den  Werth  des  Integrales 


0  1-- 


e-t         dt 


e-i     \/t 


=yr-'i?<  +/."-''R+/;--Ä+-  -  '-'■ 


1  J  1     *   " 


l9b  glaubte  erst,  derselbe  sei  unendlicJi;  da  aber  Herr  Dr.  Barfoss 
sagt,  die  Reihe  reclits  convergire  (denn  sie  \^t  ein«  CalleBde  and 
auch  die  Eatwickelung  einer  Fuactt«»).  so  vm^  derselbe  wohl  ein 
bealimnter    angebbarer    sein,     leb  .  halte .  nämlrch   so   gesehlosse«; 


es  ist 


1.1.1-  1 


d.  i. 


'^y/n  "***'*'  >^l/"' 


folglich 

'•'''"  (v7i -»- v7ä +  ••••  + j7;i)  >  ^''»  V/''' 


oder 


1,1,1.  .... 

\7i  +i7«  "*"v^ "*"•••  "*  '"^-  =='^' 


aber  ich  sehe  eben,  dass  ich  mich  hier  geirrt  hab^;  die  Reihe 

^^  +  j-^g  +  •  •  •  •  in  inf. 

geht   wahrscheinlich    nicht  aus  -ry-.  -4-  -r-^  -|-  ....  -4-  rp-    benror. 
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weDB  Man  die  Gliederauzolil  »  ida  UDeoüliche  ivacli)«eii  IHiif.  — 
Aber  Herr  Dr.  BarfusB  beweist  docb  sein  cd  Natz,  wie  ffoht  vh 
deBD  sa,  dass  wir  uns  widersprechen/  lliornuf  ist  die  Antwort 
folgCDde. 

Die  Frage,  ob  eine  Heilie  convcr^ire  oder  nicht,  reducirt  sich 
im  Grande  auf  eine  andere,  nämlich  die,  giobt  es  einen  endlichen 
Anadracky  welchem  die  Reihe  identisch  int  oder  nicht.  Findet 
daa  Brate  statt,  so  muss  die  Reihe  eine  fallende  und  convergente 
seiB{  denn  wären  alle  Glieder  grösser,  als  eine  utigebhnro  (irüsse  f, 
10  wären  alle  Glieder  zusammen  ins  Unendliche  fortgesetzt 


^6  +  f-f-f-f-f-|-e 
d.i. 

■ithio  wäre  die  Summe  der  Reihe  unendlich  und  nicht  einem  end- 
lichen Ausdrucke  identisch,  wie  vorausgesetzt  wurde.  Ist  fernitr 
«, +«a +  IV, +. ..  •  in  inf.  =19,  so  heisMt  dies4  nichts  Anderes» 
als  Lim  («i  + 1«,  + . . . .  +  f/n)  =  ^V.  Hieraus  folgt  dann  unter  der 
Voranssetzung,  dass  S  eine  ennliche  Oösse  ist,  sehr  leicht,  dass 
der  Reat  der  Reihe  sich  der  Null  nähern,  also  die  Reihe  convergi- 
ren  miase.    Was  thut  nun  Herr  Dr.  Barfuss/  er  zeigt,  dass  wsnu 

/{a:)  z=  A(i)  -I-  X(a)  + . . .. 

ist,  die  Reihe  convergirt,  oder  weil  convergiren  einer  endlichen 
Gröaie  gleich  sein  heisst  und  er  unter  /{a:)  doch  nichts  IJnendli- 
chea  versteht,  so  zeigt  er:  wenn  eine  Reihe  einer  endlichen  Griisso 
gleich  gesetzt  wird,  so  ist  sie  einer  endlichen  GrÖNse  gleich.  Ja 
daran  zweifelt  gewiss  Niemand,  aber  Herr  Dr.  Uarfuss  hat  seinen 
Sats  docb  im  (lefühl  des  Richtigen  aufgestellt.  Die  Mache  ist  so: 
daa  unschuldige  Zeichen  =  ist  hei  Herrn  Dr.  Uarfuss  nicht  das 
gemeine  Idenritäiszeichen,  wie  wir  es  nehmen;  oh  nein!  das  ist 
ein  gar  wunilerhares,  proteu8n^ti^es  Wesen;  einmal  lässt  es  sich 
wohl  tu  unseren  beschränkten  Begriffen  herab,  das  andere  mal  aber 
beaeichnet  es  einen  höchst  geheimniHsvollen'  syntaktischen  oder  un- 
bestimmt allgemein  analytiüchen  Zusammenhangs  so  etwa,  als  wenn 
Schelling  hinsetzt:  Wärme  =  Kxpansion,  was  wir  Anderen  Unein- 
geweihten und  weniger  Ü)rleuchteten  nicht  verstehen,  auch  verste- 
hen sn  wollen  uns  gar  nicht  anmaassen  dürfen.  Wenn  daher  Herr 
Dr.  Barfuaa  in  ^.  5.  den  Beweis  mit  den  Worten  eröffnet:     Ks  sei 

m  weiss  man  nicht  welche  Bedeutung  gemeint  ist;  wahrscheinlich 
aber  iat  hier  nur  von  der  genannten  überschwenglichen,  für  uns 
■nhcgreiflichen  Symbolik  Gebrauch  gemacht.  So  gebt  es  nun  fort 
md  die  Bedentung  von  =^  schwankt  immer  zwischen  beiden  Kx- 
tremen  nnd  klappt  zuletzt  in  die  gewöhnliche  Auffassung  um.  Daa 
Alles  läast  sich  vermeiden,  wenn  man  auf  den  im  vorigen  Aufsatze 
?•■  mir  gemachten  Vorschlag  einffchen  will»  diese  verschiedenen 
Bedcatnngen  durch  verschiedene  Aeichen  auseinander  zu  halten; 
lern  verwirren  sich  alle  Begriffe  und  man  kann  ^ar  nicht 
Bit  Jemand  sich  ordentlich  verständigen,  weil  er  sich  weeh- 
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«elweU  iMser  bioUr  der,  andereD  BedenUiDg  verkrieckea  kaas, 
wenn  Mao  ibn  aas  der  ersteo  heraaigetriebeo  lutt. 

leb  will  bloM  Docb  Eioe*  berühreo,  om  xo  zeigeo,  dass  der 
Herr  Dr.  BarfuM  gar  nicbt  eioai«!  weUi,  wsb  die  neuere  Bebaad* 
lungsweise  der  Aoaljaii  will.  Es  iit  dieis  die  BeMerkaoi^  ober 
Caucbj'g  Beweil  fdr  das  BinoaiialtbeoreB ,  der  dario  besteht,  dafs 
die  Gleichaogeo 

/(«•)  =  1  +  «i,;r  +  «fjO?*  + . . . . 

'   /*(//)  =  1  +  n^a:  -|-  /#,;r'  + . . . . 

multiplicirt  werden,  wobei  sich  durcb  eine  Eigenschaft  der  Bioo- 
iniulcoefficienten  die  Gleichung  ergiebt: 

f(m)f(n)  =f(m  +  //), 

aus  welcher /(«»)=:[/( !)]«•  =  (1 +^)*»  folgt.  Mein- Herr  Gegner 
meint,  weil  dieser  Beweis  «ich  auf  eine  Eigensclioft  der  Coefficies- 
ten  gründe,  so  passe  er  ganz  gleicbförmig  auch  für  den-  Fall  der 
Divergenz  und  will  so  zeigen,  «lass  der  Beweis  rheofalls  die  allge- 
meine Gültigkeit  'der  Binomialreihe  darthue.  Hier  sieht  man  klar 
das  durchaus  unkritische  Verfuhren  meines  Herrn  Gegners,  leli 
muss,  um  diess  deutlich  zu  machen,  folgende  Punkte  hervorhebea. 

1.  Die  Arithmetik  lelirt  uns  bloss  mit  geschlossenen  Ausdriicken 
und  Gleicliuugen  i.  e.  absoluten  Identitäten  rechnen.  Will  mao  noa 
diese  Rechnuogsoperatiooen  auf  nicht  geschlossene  Ausdrucke  (ua* 
endliche  Reiben)  anwenden,  so  kann  diess,  wenn  man  nicht  gera- 
dezu Hvpotliesen  machen  will,  nur  dadurch  geschehen,^  dass  man 
ein  Pnncip  dieser  Anwendbarkeit  aufweist,  d.  h.  dass  man  sieb- 
einen  Rechtstitel  verschafft,  welcher  die  Erluubniss  dazu  enthält 
Diess  ist  eine  Forderung,  welche  jede  gesunde  Kritik  machen  muss, 
die  sich  in  der  Murhematik  ebenso  nothwendig  herausstellt,  wie  die 
ganz  verwandten  Fragen,  welche  die  Kritik  der  Vernunft  zu  be- 
antworten bat.  Lässt  man  sie  unberücksichtigt  oder  nimmt  auf 
Treu  und  Glauben  die  allgemeine  Gültigkeit  aller  arithmetischen 
Operationen  über  die  Gränzen  hidaus  an,  innerhalb  deren  sie  be- 
weisbar sind,  so  verfällt  man  wie  Herr  Dr.  Barfuss  in  den  Fehler 
eines  unzeitigen  Dogmatismus,  ganz  wie  in  der  Metaphysik'. 

H.  Wober  nehmen  wir  aber  jenes  Princip?  Hierauf  lässt  sieb 
antworten,  wenn  man  sich  an  ein  ganz  allgemeines  Gesetz  erin- 
nert,  welches  sowohl  in  der  Philosophie  wie  in  der  Mathematik  gilt, 
und  welches  dahin  lautet,  dass  wir  überhaupt  nur  von  solchen  Dingen 
wissenschaftlich  etwas  ausmachen  können,  die  uns  rein  anschau* 
lieh  gegeben  werden  können.  Dazu  gehört  aber,  dass  wir  sie  als 
Ganzes  zu  fassen  vermögen.  Diess  lehrt  uns  auf  der  metaphysischeB 
Seite  die  Nichtigkeit  aller  spgenannten  speculativen  Theologie, 
Kosmologie  etc.,  weil'  wir  weder  Gott,  noch  die  Welt  etc.  uns  in 
Zeit  und  Raum  als  Ganzes  denken  können,  und  auf  der  matbema* 
tischen  Seite  bekommen  wir  dadurch  eben  jenes  Princip,  welches 
so  heisst:  ,, einer  wissenschaftlichen  Behandlung  unterliegen 
ipa  Unendliche  fortlaufende  Ausdrücke  nur  in  so  fern ,  als  sie  sieb 
als  geschlossenes  Ganzes  ansehen  lassen''.  Drücken  wir  diess  in 
mathematischer  Sprache  aus,  so  haben  wir  den  SaU:    Alle  mögli- 
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eken  RecbnuDgsoperationeD  sind  nur  dann  auf  eine  unendliche  Reibe 
anwendbar,  wenn  dieselbe  einer  endlicben  bekränzten  Grösse  iden- 
tfacb  ist,  und  zwar  ist  gerade  Identität  nötbig^  weil  keine  andere 
Basiebung^  uns  erkennen  lässt,  ob  die  fraglicbe  Reihe  als  endliche 
Grösse  betrachtet  werden  könne.  Soll  aber  eine  unendliche  Reihe 
einer  endlichen  bestimmten  Grösse  gleich  sein,  so  muss  sie  erstlich 
fijlen,  wie  oben  gezeigt  wurde^  und  ausserdem  muss  sie  dann  noch 
die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Summe  sich  jener  endlichen  Grösse 
mehr  und  mehr  nähert,  je  mehr  Glieder  der  Reihe  vereinigt  wer- 
den ;  Reihen  der  Art  aber  nennt  man  kürz  convergirende. 

HL  Da  also  die  Convergenz  der  Reihen  das  Princip  der  An- 
wendbarkeit arithmetischer  Operationen  auf  Reihen  enthält,  so  muss 
di^  Lehre  von  der  Convergenz  der  Reiben  jeder  anderen  Retrach- 
tang  derselben  vorhergehen. 

Hieraus  sieht  man^  dass  die  Hypothese 

^      f{a:)  =  yi  +  Ba:'hCa:*  + 

welche  den  Anfang  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten 
■acht,  viel  grösser  ist^  als  man  gewöhnlich  glaubt,  weil  mit  dem 
Gleichheitszeichen  schon  die  Hypothese  der  Convergenz  und  deir 
Anwendbarkeit  aller  Operationen  gemocht  ist,  während  man  noch 
gar  nicht  weiss,  ob  man  hierzu  berechtigt  ist.  Vor  Hypothesen 
aber  hat  sich  die  Mathematik  am  meisten  zu  hüten,  wenn  sie  nicht 
ihren  bisherigen  Ruhm  einhüssen  will.  Daher  ist  die  umgekehrte 
Methode  vorzuziehen,  bei  welcher  die  Form  der  Reihe  (A^B^C..) 
bekannt  ist  und  folglich  auch  durch  die  Convergeoz  die  Anwend- 
barkeit der  zur  Sumtnirung  nöthigen  Operatiouen  gesichert  ist. 
Ebenso  einfach  sieht  man  jetzt  den  Irrthum  des  Herrn  Dr.  Rarfuss 
ein;  er  will  für  jedes  jc  die  beiden  Reihen 


•  •  •  • 


.  •  •  • 


nit  einander  multipliciren.  Das  ist  ein  Herumtappen  im  Finstern, 
•o  lange  er  nicht  weiss,  ob  er  endliche  Dinge  vor  sich  hat  oder 
nicht;  mit  unendlichen  Factoren  aber  multipliciren  lehrt  keine  Arith« 
metik,  sie  lehrt  überhaupt  nicht  mit  Grössen  rechnen,  die  sich  dem 
Rechner  unter  der  Hand  verändern.  Ja  schon  dadurch,  dass  er  nur 
sagt,  ich  will  l  +  «i,.r-f-«,ar*-|-. ...  mit  f(m)  bezeichnen,  ist 
sebon  stillschweigend  angenommen,  dass  f(m)  eine  endliche 
Grösse,  folglich  die  Reihe  convergent  sei,  denn  diese  Bezeichnung 
hat  keinen  Sinn,  wenn  sie  nicht  eine  Identität  sein  soll.  (Hier 
bleibt  freilich  dem  Herrn  Dr.  Rarfuss  immer  wieder  die  Hinterthür 
der  lyntaktischen  Entwickelung  offen.)  Gerade  die  Multiplication 
tweier  Reihen  ist  eine  Klippe,  die  man  nur  durch  Haodhahung 
scharfer  Kritik  vermeiden  kann.  Es  kommt  nämlich  der  Fall  vor, 
dass  das  Froduct  zweier  convergenten  Reihen,  so  wie  man  es 
gewöhnlich  schreibt,  eine  divergente  Reihe  wird^  wie  man  bei 
Cauchy  page  149.  sehen  kann.  Cauchy  gieht  keine  weitere  Erklä- 
rung; dieselbe  liegt  sehr  einfach  darin,  dass  man  das  Froduct  will- 
kttbrlich  nach  einer  Kegel  anordnet,  die  bei  endlichen  Reihen  rich- 
tig* ist^  hei  unendlichen  falsch  werden  kann.  Für  Herrn  Dr.  Rar- 
fuss will  ich  noch  bemerken,  dass  er  bei  seinem  Tadel  des  Cau- 
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cIij'scImd  BiDomialbew^ises  Mm  überseben  hat,  dass  die  Gleicbtttg 
/{m)/\n)=/{m+M)  »wei  AuBösnngen  hat,  nümheh  f{m)=il/il)\^ 
!xud  das  ÜDeDdliche,  tod  denen  die  erste  dem  Falle  der  Convergent} 
die  aweite  dem .  der  Divergenz  entsprecben  würde  ^  wenn  man  sicli 
überhaupt  auf  den  letztei-en  einlassen  dürfte.  Was  ieb  hier  mit* 
tbeile,  sind  nur  die  Grandgedanken  einer  kritischen  Philosophie  der 
Mathematik ,  die  ich  später  im  Zusammeikbange  ausarbeiten  werde* 
Dieselbe  Frage  nach  der  Anwendbarkeit  der  arithmetischen  Opera» 
tionen  wiederholt  sich  auch  bei  den  imaginären  Grössen,  den  uo- 
endlichen  Producten  und  Kettenbrücben  und  lässt  sich  auf  ähntieha 
Weise  auch  dort  lösen.  Einiges  davon  enthält  mein  zu  Ostern  er- 
scheinendes „Handbuch  der  mathematischen  Analjsis'',  bis  zu  .des- 
sen Vorhandensein  ich  weitere  Discussionen  über  diesen  Gegenstaad 
zu  verschieben  bitte,  weil  ein  Streit  nur  dann  zn  etwas  fuhren 
kann,  wenn  die  Principien  der  Sache  klar  und  bestimmt  ausgespro- 
chen vorliegen. 

Noch  eine  Bemerkung  in  Bezug  auf  Fries.  In  seiner  Natur- 
philosophie sagt  Fries  einmal  ganz  richtig,  man  könne  eigentlich 
nur  mit  convergenten  Reihen  sicher  rechnen,  hinterher  aber  macht 
ihn  Eulers  sorglose  Weise  stutzig,  und  er  meint  nun,  da  man  doch 
mit  divergenten  Reihen  auch  operirt  und  nichts  wesentlich  Falsches 
herausgebracht  habe,  so  müsse  es  doch  ein  Princip  geben,  nach 
welchem  Rechnungen  mit  diesen  Reihen  erlaubt  seien.  Darauf  sagt 
er:  mir  scheint  die  Sache  in  dem  Unterschiede  der  syntaktischen 
und  arithmetischen  Bedeutung  der  Reihen  zu  liegen.  Hier  ist  die 
Suche  ganz  klar;  Fries  hat  den  richtigen  Grundgedanken,  macht 
aber  Fulers  Autorität  zu  Gefallen  eine  Hypothese,  für  die  er  auch 
nirgend  einen  Beweis  bringt.  Das  ganze  Argument  aber  fällt  weg, 
wenn  man  zeigt,  dass  wirklich  allerband  Verkehrtes  durch  jenes 
Rechnen  in  den  Tag  hinein  herauskommt,  wie  ich  diess  in  dem 
vorigen  Aufsatze  gethan  habe,  und  wenn  man  kritisch  untersucht, 
auf  welchem  Grunde  jene  Rechnungen  ruhen.  Herr  Dr.  Barfuss,  der 
wie  ich  glaube  auch  Friesianer  sein  will,  bat  demnach  Fries  sehr 
sclilecht  verstanden.  Das  Vermächtuiss,  welches  unser,  zwar  im 
Greisenaher,  für  uns  aber  doch  noch  zu  früh  verstorbene  I^ehrer 
uns  hinterlassen  bat,  besteht  in  der  Anforderung,  die  Wissenschaft, 
der  sich  jeder  einzelne  gewidmet  hat,  nach  den  Grundsätzen  seiner 
Philosophie,  die  nicht  umsonst  die  kritische  heisst,  zu  bearbei- 
ten ,  wie  diess  für  die  Pflanzenph}isiologie  bereits  von  unserem  ge- 
nialen Schieiden  geschehen  ist;  ebenso  hätte  Herr  Dr.  Barfuss, 
der  älter  als  ich  ist  und  länger  das  Glück  hatte,  Fries  persönlich 
zu  kennen,  die  Mathematik  kritisch  bearbeiten  solleti.  Statt  dessen 
ergreift  derselbe  eine  unglückliche  Hypothese  unseres  Lehrers  und 
meint  wahrscheinlich,  weil  sie  Fries  ausgesprochen  hat,  sei  sie  nn. 
umstösslicbe  Wahrheit;  (wie  folgt  denn  nur  aus  dem  Satze,  dass 
die  Principien  der  Mathematik  rein  anschaulicher  Natur  sind ,  die 
Lehre  von  der  syntaktischen  Bedeutung  der  Reihen?).  Da  nun  an 
Herrn  Dr.  Barfuss  diese  Aufforderung  ungehört  vorübergezogen  ist, 
so  suche  ich  jetzt  derselben  nachzukommen,  obgleich  diese  Aufgabe 
mit  meinen  Fähigkeiten  bei  weitem  weniger  in  Rinklang  zu  sein 
scheint,  als  mit  den  seinigen. 
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XXXVIII. 

Eine   neae   ai^aly tische  Gleichung ,   und   deren 
Anwendung  auf  die  Bestimmung  eines  vielfa- 
chen Integrals  und  die  Summirung  einer 

Reihe. 

Von 

Herrn  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


Moll  weide  hat  sich  in  seiner  Fortsetzung  des  Klügelsclien 
Wörterbuchs  (Artikel  Summirung  der  Reihen  S.  739.)  mit  der 
Summation   der  Reihe  beschäftigt,    deren  aligemeines  Glied  dui'ch 

7,  ^.-.rvj--  -.vrj  ^,-t:  ausgedrückt  wird,  indem  Ar  den   von   Null 

tis  unenülich  ^wachsenden  Index  bezeichnet,  und  stellt  die  Summe 
durch  drei  bestimmte  Integrale  dar.  Indem  ich  mich  nun  bemühte, 
die  allgemeinere  Reihe  zu  summiren,  deren  allgemeines  Glied 


jc 


Xtt-h^ 


(Ai  +^)  (A,  +•  A;) . . . .  (Xn  +  k) 


ist,  wo  A:  seine  vorige  Bedeutung  hat,  wurde  ich  auf  die  Untersu- 
chung einer  Summe  mit  endlicher  Gliederzahl  geleitet,  und  das 
Resultat,  welches  ich  fand,  schien  mir  merkwürdig  genug  zu  sein, 
vm  es  in  Folgenden  ntitzutbeilen. 

1. 

,    Sind  ^,,  X„  Xf  ....  Xn  beliebige,    aber  sämmttich  von 
inander  Tert<chiedei)c  («rossen,    so  findet   stets  die  in- 


e 

teressante  Relation  statt: 


1 


(A.|  —  ^3)(^i  —  A.|)  . . . .  (Ai  —-  kn) 
_1^ 

(a)       '    (Xt  —  Xi){X^'-k^)....(X^  —  kn)       \  =  0 


(Xn  —  ^i)  (Xn  —  X,) ....  (Xn.^  Xn—l) 
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Beweis.     Aus    der  Theorie    der  Zerlegung    der   gebrochenen 
FuuctioneD  in  Partialbrücbe'')  ist  bekannt,  dass  man  setzen  kann 


und  daM  dann  die  Coefficienten  A^^  A^^ ....  An—\  durch  folgende 
Wertbe  bestimmt  sind: 


(Aj  —  A,) . .. .  (Aj  —  Xn) 


A L_ 


An-l=Z 


{Xn  —  Aj  )  • . . .  {kh  —  A|» — 1 ) 


Dividirt  man  also  die  Werthe  von  ^|,  A^y  ,.,.An—i  resp.  durch 
—  (Xj — Xi)i  — {X^ — A<,),  ..... —  (Xn  —  A-i),  und  summirt,  so  ent- 
steht 


1  > 

(A, — Ai)(As — X^)m,*m{Xx — Xn) 
U.   84   w. 

1 


\Xn^~Xij{Xn  —  ij)  ....  (Ä.11— "  A« — i) 

und  wenn  man  die  Glieder  auf  der  Rechten  auf  die  Linke  bringt, 
so  entspringt  das  Theorem,   welches  ich  oben  ausgesprochen  habe. 

2. 

Zuvörderst  ist  nun  die  Bedingung  der  Convergenz  der  Reibe 
festzustellen,  deren  allgemeines  Glied  wir  oben  angegeben  haben. 
Wird   dieses   durch  Uk   bezeichnet,   so   findet   man   leicht,   dass  der 

absolute  Werth   des  Verhältnisses  — —  den  absoluten  Werth  von  jc 

zu  seiner  Gränze  hat,  und  nach  einem  bekannten  Theorem  von 
Cauchy  (s.  die  Analyse  algebrique  p.  134),  wird  also  obige  Reihe 
convergent  sein,  wenn  der  absolute  Werth  von  a:  kleiner  als  die 
Einheit  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  bestimme  ich  die  Summe  der  unendlichen 
Gliederzahl 


X=0  U,  +-  A:)  (Aj  -h  ^) (An  H-  k) 

auf  folgende  Art. 


*)  Grunert  Leitfaden  für  den   ersten  Unterricht  in   der  höhern  Analysii. 
S.  151. 
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4m  Integral  von  ^  =  0  bis  jc^rzjt  aasgedehnt  Denii  differentiirt 
mmm  den  Aasdnick  «uf  der  l^ioken,  uod  suMiiirt  die  dadurch  ent- 
•taadcBe  geaneirigcke  Progression  tod  nneodliciier  Gliedenahl»  •• 

fiidet  sick  TUT«  weichet  zwischen  den  kränzen  0  und  jc  integrirt 

werden  anss,  dm  den  Werth  auf  der  linken  Seite  wieder  zn  finden. 
ü«  nan  l^  +  Jh  als  Factor  in  den  Nenner  sn  bringen ,   aalti- 
plicire  aan  jene  Gleichung  nit  ^i^—li—itf^r»  and  integnre»  sa  ent- 
ttekt 


dmm  neae  Integral  von  0  bis  jt  aasgedehnt. 

£bensa  Multiplicire  man  diese  Gleickaag  mit  «ia—ia— idLr»  and 
iBtegriie;  dann  erkält  nan 

£.(i,+*)(i,-i-*)(i,-i-*) 


^^t  mut  Bof  Sbnliche  Art  fort,  so  gelangt  aan  sa  des  allgcaei- 
~        äaaintki 


(b)    2  **"**^ 


(A.H-*)(i,  +  *)....(i— 1-*) 

lila  Integrale  von  ar  =  0  bis  s:=za:  erstreckt 

Dieses  vielfache  Integral  gestattet  eine  Zerlegang  in  n  einfa* 
ehe  Integrale. 

Dean  nach  der  ersten  allgemeinsten  Redactionsforael  ist  aaerat 


1  rttlt-^dx 


Moltialieirt  man  dieses  mit  jplt—lt—^da^^  integrirt,  nnd  bestimmt  je- 
den iMMeliategral  auf  der  Rechten  wieder  nach  der  allgemeinaten 
tefcctuDifermeK  so  wird 
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X 


xks—kt  dvct^—^dx 


1 /*xln- 

■^(A.-AjU.-A,)-/    J- 


-\dx 


s 

Setzt  mau  diese  ButwickeluDg  ooch  weiter  fort»  so  veramtbet 
man  leicht  das  bier  abwaltende  Gesetz,  oänlicb: 


(0)  y^A«— ^«-1— l^^y^^-i-^«-2-l</^ . . .  .f'^^— 


X^—^\ f*xl^r-\ 

~      U2— >ti)a.~'t.)....U«-A,)    J     1  — 


(Xi — Xz){X^, —  X^),,,,{ln  —  Aj)   *t/      I — X 


(Ai— A/i— i)(A, — An— 2)..».(A«— ^«— 1)  *  ^        \—x 

1 fx^^—^dx 

(Aj  —  Aw)  (Aj  —  A/i)....(An — 1 — A/i)  * «-/       1 — a; 

Die  Factoreo  der  Nenner  befolgen  das  Gesetz,  dass  zDerft  A,  voo 
allen  übrigen  Grössen  X^^  ^,,....  A^,  dann  ^,''vod  allen  übrigen, 
dann  ^3  u.  s.  w.  abgezogen  wird. 

Um  indessen  die  allgeHiei»e  Gültigkeit  dieses  Resultates  zu  er- 
weisen, nehmen  wir  an,  dass  die  Gleicliung  (c)  richtig  sei^  und 
erweisen,  dass  das  Gesetz  bleibend  ist^  wenn  n  übergebt  in  «i+l. 

In  der  Tbat,  multiplietren  wir  (c)  mit  a:^-«-^^« — ^dac^  und  inte- 
griren  nach  der  allgemeinsten  Reductionsformei,  so  erbalten  wir 
n  Differenzen,  nämlicb:     ' 

X^n-^A — ^1  fxX\—^dx  1 


1 


tA,— AJ...-(Aii+i— Aj)«/     l—x        (A,— Ai)^..(A«H-i— AJ 

x^n-^x—X^  pxXx—^dx 1 1    rJk»JL.'-\dx 

"■"(Aj— A2)....(Aii-+-i— Aj)i/     X  —  x        (Ai— A2)„..(An4-i— A^>)  l^^~- . 

iJ       1  —  X 

■\- 


(Aj — An)»**(An+l — A«)«/       1  —  X  (Aj — An).*..(A/t+l — Xn) 

i 

Da  nun  aber —7^ — rT~T] r'x=(— *)*'"*"^7^ — ,  v^,  •   ,  /.  ,, — ; : 

(A3-A|)....(An+i-A,)      ^       '         (Ai~Aj)(A,-A,)..4iL,-A»*4) 
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ist,  und  voD  den  übrigeB  dieser  Cbefficienteii  dasselbe  gilt,   so  ist 
nach  (a)  offenbar  die  Summe  der  Coefficienten  von  / — = 

(-_1)«+1.    : ! z= , 

'  U«+l  —  Ai)....(A«-hl  —  An)  {Xi — Aii4-l).,..(A»--Aii-n) 

und  folglich  bleibt  die  Gleichung  (c)  richtig. 
Somit  haben  wir  nun 


(d)    ^ 


^?="  o:^«-^^' 


"^      (A,-A,)U,  — i,)....(A«-il,)'t/o    T^^r 

jjAn— A,  ^x  ^rAz—J 

(A,  —  Aj)  (A3  —  A2>....(Ait— Aj) '«/ 0      I  — 


07^« — A«— 1  ^jF  j^Aii— I — 1  ^ 

(Ai — An— i)(A,— A«-«i)....(A»  — An— 1)  V/  0  1  —  ar 


Hl  —  An)  (Aj  —  An)  ... .  (An— 1  —  An)  *«/  0        1  — 


Es  ifragt  sich  jetzt,  ob  diese  Reihe  noch  für  ^  =  1  gelle.  Denkt 
man  sich,  um  dies  zu  untersuchen,  Xr  schon  so  gross,  dass  die  Facto- 
ren  X^  +X^,  X^  +  X^,  u.  s.  w.  sämmtlicb  positiv  srud,  und  ist  Xn+Ar 

der  kleinste  unter  ibnen,  so  ist  (;t.+A)a,+^)....(i„+*)  <  (1^5. 

und  folglich  £^(A,^.^)....(An+^<£^ä^■^)^'  '^''""  "^  '^''"' 
Werth  von  A:  ist,  von   welchem  alle  Fuctoreo  anfangen  positiv  zu 

sein.     Da  nun  nach  einem  hekainten  Satie  die  Reibe,  deren  allge- 

1  . 

meines  Glied  n   ^.^)n  ^^^9  c.onyergirt,  wepn  19^1  ist,  so  gilt  die 

Formel  (d)  für  o;  =  1  unter  der  Voraussetzung,*  dass  ^  ^  1  ist. 

Ist   endlich    #*  =  1,    so  wird  die  Reihe  -; — —r  Hf-  .     ,_ . ~ 

+  u.  s.  w.,  welche  bekanntermassen  divergent  ist. 


3. 

MUtelsl  der  Gleickmiig  (d)  \»mt  si<ih  noeb  ei«e  andere  bevier- 
kttMwertli«  Reibe»  summireD, 

Beseicbael.  man  den  Ausdruck  auf  der  Linken  in  der  Relation 

(d)  durch  «nj   roultiplicirt  ihn  mit  ^^^'t  und  differenziirt  d*s  Pro- 

duct  auf  bekannte  Weise,  nämlich  ^(^"""  ^'*^)=(g^^^)^-^-« .  ^n 

da: 

,        tt i„      d  •  Sn  I  "li.  t\\    dix'^      ^«  .*«) 

-f.  ^a     An  ,  _^ — f^     so     erbalt    miin    wegen    (h) ^ 


44S 


=  (a  — Ä,n)^"""^«~^.#»-l-a:«~^»-i-"^.#»-i.  Führt  man  nun 
die  aus  (d)  sich  ergebendeD  Ausdrücke  fiir  Sn  und  Sn^i  e|n,  und 
zieht  zusammeD,  so  gelangt  man  zu 


Ä=»  („  ^  ^^j,a+U-i 


ja  —  A|)a:g— Ai— 1 /arZ»— i<far' 

(Aj  — Ai)(A3  —  Ai)....(A«  — A-i) 't/     1  —  a: 

(«  — Aa)j:«   Aa-1 rxU-\da: 


(tt  —  A»)  j:r«--^»— 1 Pa^^ 

(Ai  —  ^«) (^2  —  An).«.4(A«— 1  —  A»)  *t/       ]  — 


sämmtliche^ Integrale  zwischen  den  Gränzen  0  uud  an  genommen. 

Die  Convergenz  dieser  Reihe  ist  besonders  festzustellen ,  da 
maU'Ton  der  Reihe  in  2.  auf  sie  keineo  Schluss  machen  kann,  in- 
dem sie  durch  Differenziation  abgeleitet  ist. 

Dass  aber  unsere  Reihe  convergent  ist,  wenn  der  absolut 
Werth  von  a:  kleiner  als  die  Einheit  ist,  erhellt  aus  dem  scho 
oben  angewandten  Theorem  von  Cauchy. 


XXXVIII. 

M  i  s  c  e  1  I  e  n 


A  Toccasion  d'une  communication  de  M.  Masson  sur  la  Photo- 
metrie, M.  Abel  Transon  signale  un  ph^nom^De  curieux  que  chacan 
peut  v^rifier  tres  facilement.  Si  on  fait  pirouetter  une  pi^ce  da 
jeu  de  domino  sur  le  petit  clou  qui'  fait  ordinairement  saillie  ftu 
centre  de  la  face  noire,  on  verra  les  points  de  la  face  nam^otife 
^changer,  a  un  certain  degr^  de  vitesse  tr^s  faible,  lenr  coalcor 
noire  pour  une  teinte  d'un  rouge  assez  vif  (Societ^  philonatiqne 
de  Paris).  ' 
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Äer.  No.  XII.  S.  178:) 

Doppler,  Christ. :  Arithmetik  und  Algebra.   Mit  besonderer  Rück- 

aiekt  auL  die  Bedürfnisse  des  praktischen  Lebens  und  der  techni* 

«eben  Uissenschuften,  nebst  einem  Anhange  von  450  Aufgaben  (der 

JSI^mentar- Mathematik  erster  Bd.).    Lex.  8.   Prag.   1844.    2  Thlr. 

1«  ggr. 

Amadieux,  P.  F.:  Notions  ^lementaires  d'algebre.  In -12.  de 
9  fenilles.    Paris.    1844.    2  fr. 

El^mens  d'Algebre,  redig^s  sp^cialement  pour  les  aspirans  au 
b|iccalanr^at  es-Ietlres;  par  L.  J.  George.  Sixi^me  dditon.  In -8. 
de  17  feuilles.    Paris.    1844. 

^    Scott,  W.:    Elements  of  Arithmetic  and  Algebra.    8.    London. 
1844.    bound.  16  sh. 

Toong,  Professor:  The  Analysis'of  cnbic  and  biqnadratic 
Equations.     12mo.    London.     1814.    cloth  6  sb. 

Derselbe:  Rescarches  respccting  the  imaginnry  Roots  of  nu- 
merical  Equations:  being  a  Continuntion  of  Newtons  luvestigations 
on  .that  suhject,  and  forming  an  Appendix  to  tjie  Theory  und  So- 
lution of  Equations  of  the  higher  ordcrs.  London.  1844.  3  sh. 
6  d. 

'Derselbe:  The  general  Theory  and  Solution  of  Equations  of 
the  bigher  Orders:  whercin  it  is  attempted  to  bring  the  nicthodri 
of  Horner,  Budan,  Sturm  and  Fourier  espcciully  the  latter  nearer 
to  perfection  as  rcspects  thcir  practical  application  to  advanced 
equations,  with  many  original  researches  and  improvements  in  va- 
rioos  parts  of  tbe  Science.    2d  Ed.    London.    1844.    15  sh. 

23* 
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Elementi  di  aritmetica  general«,  desunti  e  eompendiati  da  varii 
autori ,  e  proposti  qoale  itudio '  preparatörio  ai  sistematiei  trattati 
prescritti  ad  nso  degli  ii.  rr.  licet  e  delle  universita  dal  profeaiore 
dr.  Giuseppe  Frapporti.     Trento.    1842  —  (843.     Due  parti  io  -  8. 

Proposita  di  ud  corso  di  lezioni  per  rtnsegDameato  AM*  alge- 
bra  elementare  nelle  scuole  techoiche.  M ilaoo.  1843.  Fase.  IL  IIL 
ed  ultimo.    In -12. 

Hecht,  D.  F.:  Beispiele  und  Aufgaben  aus  der  allgemeiDen 
Arithmetik   und  gemeineo  Geometrie.     2te  AutL     Freiberg^.     1844. 

8.    8  ggr. 

Johansen,  J.:    Udviklincc  og  Opioesning  af  de  i  J.  N.  Meiers  4 

Kortfattade  Fremstilling  af  Hovedregningens  Vaesen   og  Vaerd  fo-  — 

rekommende  Exempler  og  Opgaver.      Eet  Bidrag  til  wte  Skrifb  ^ 

almiiideligere  Eerkjendelse  og  Popnlaritet.    8.     Svendbbrg.    1843.  _ 
88  sz. 

Encyclopaedia  Uetropolitana.    Part  57.    1  Pfd.  1  sh.   coptents;  ^ 
Integral  Caiculus,   by  A.   Levy.  —  Caiculus  of  Variations  and  of^K* 
finite  Differences  by  T.  G.  Hall.  —  Caiculus  of  functions  and  Theo-  — 
ry  of  Probabi lities  by  A.  de  Morgan.  —  Deiinite  integralfe  hj  H....  1 
Moscley.    London.    1844. 

Theorie  der  Nodular  -  Functionen  'und  der  Hödjilar 
Integrale,  von  C.  Gudermann.     Berlin.     1844«     4.^5  Thlr. 

Dieses  wichtige  Werk  ist  ein  besonderer  Abdruck  der  bekann- 
ten in  Crelle's  Journal  veröffentlichten  Abhandlungen  des  Verfasser 
über  den  fraglichen  Gegenstaifd. 

Huber,  fj.:  Reductions- Tabellen,  enthaltend:  theils  Verwand 
lungen  der  Münzen-,  Maasse-  und  Gewichttheile  in  Decimalbrücbe 
theils  Cehertraguog  früher  gebräuchlich  gewesener  Flächenmaassi 
in  das  neue  württemb.  Maass  etc.  nebst  einer  kurzen  Anleitung  zu 
Decimalrechnung.     gr.  8.     Stuttgart.     1843.     geh.  10  ggr. 

Hannover,  Ad.:  Tableau  niicrom^trique  pour  servir  a  1a  com 
paraisoD  et  la  r^ductiou  des  diverses  mcsures,  qui  sont  employto 
dans  la  micrumdtrie  microscopique.  Folio.  Copenhague.  1843.  8  ggr 

Barlow's  Tables  of  Squares,  Cubes,  Square  Roots,  Cube  RootSj 
Reciprocals  of  all  integer  numbers  up  to  10,000.  Stereotype  edi- 
tioo,  examined  and  corrected.    London.     1843.    8  sh. 
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Geometrie. 


AngUBty  Dr«  E.  F.,  Director  des  Cölo.  ReaUGjiiiD.:  Zur  KennU 
IS  de^lgeometriBclien  Metkode  der  Alten.  In  besonderer  Bezie- 
ng auf  die  Platonische  Stelle  im  Meno  22.  d.  gr.  8.  Neigst  1  Fi- 
rentaf.  in  4.    Berlin,    1843.    8  ggr. 

(Ein  neuer  Abdruck  einer  frühem  Abhandlung.) 

Ungar,  Dr.  E.  S.:  Der  erste  Unterricht  in  der  Geometrie.  Ein 
iltfaden  cur  Entwickelung  und  Uebung  der  Fassungskraft  der  Ju« 
nd,  F9r  den  Lehrer  der  Volksschulen,  sowie  für  diejenigen,  die 
th  selbst  unterrichten  wollen.  Nach  einer  eigenthüml.  Methode 
»rbeitet.    gr.  8.    Erfurt.    1844.    20  ggr. 

^Moellioger,  0.:  Stereometrische  Wandtafeln  nebst  einem  erkltt- 
nden  Texte,  enthaltend:  die  Grundzttge  eines  stercometrischen 
thrkurses  nach  Lacroix  und  Legendre.  Für  die  Schulen  bcarbei- 
t.    5  Tafeln  in  Folio  und  Text  in  8.    Solothurn.    1844.    14  ggr. 

Cirodde,  P.  L.:  Le^ons  de  G^om^trie,  snivies  de  notions  ^1^- 
fciitaires  de  g^om^trie  descriptive.     Deuxi^me  Edition.    In  -  8.  de 

l  fenilles,  plus  16  pl.    Paris.    1844.    7.  50. 

■ 

Williams,  J.  M.:  Elements  of  Euclid;  containiog  Book  1— 7O 
id  tbe  first  Twenty-ooe  Propositions  of  the  Eleventh  Book  (with 
«Planes  shaded),  chieBj  from  the  Text  of  Dr.  Simsen;  adapted 
i  fbe  use  of  Students  bj  means  of  Symbols.  7th  edition,  with  an 
ppendix.    18mo'.    London.    1843.    6  sh.  6  d; 

Galamel,  A.:  La  Quadrature  du  Cercle,  par  lei  constructions 
teentaires  de  la  g^om^trie,  c^est-ä-dire  au  moyen  de  la  r^gle  et 
a  compas.    8.    Avignon.    1844. 

Götz,  Dr.  J.:  Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  höheren  Klas- 
m  der  Gymnasien.  Ister  Tbeil:  die  Elemente  der  Kegelschnitte. 
r.  8.  nebst  5  Figureutafeln  in  4.    Leipzig.    1844.    12  ggr. 


li,   C.:    Sunto   di  lezioni  di  geometris  descrittiva.     Pavia. 
843.    4  L.  35  cent. 

Strootman,  H.:  Gronden  der  beschrijvende  Meetkunst  voor  de 
ladetten  van  alle  wapeneb.    gr.  12mo.    Te  Breda.    1843.     1  fr. 

Klein,  Karl  Aug.,  Frh.  v.:  Die  Chorographimetrie,  das  ist: 
Bereinigung  der  Zeichenkunst  mit  der  Geometrie,  so  wie  auch  po- 
nläre  Geometrie.  4te  Aufl.  Neu  bearbeitet  iltod  mit  Naturansichten 
ebst  1  Tabelle  vervollständigt.  Mit  4  Knpfertafeln.  gr.  8.  Mainz. 
842.     geh.  15  ggr. 

Lamotte,.  M.:  Cours  m^tbodique  de  dessin  Unfaire  et  de  g^o- 
leCrie  nsuellt.  In -8.  de  13  fenillea  plus  od  atlas  in -4.  d'one  demi- 
enille  et  19  pl.    Paris.    1844.    6  fr.  ^ 


SM» 

Disaertatio     inansoralis     pbilosophica     de    curvii    lemniicatit, 
Scripsit  6.  C.  H.  TechtmanB.    «ottiogae.    1843.    4.  12  ggr. 


Praktische  Geometrie. 


Trattato  di  geodesia  elementare,  del  profeisore  AntoDio  Bor^ 
doni.    Seconda  ediziooe.    Pavia.    1843.    Io-8.    21  tavole. 

Soldau,  C:  Theoretisch -praktiscBe  AnleitUDg  zum  pisripectiTi- 
sehen  Zeichnen  für  angebende  Künstler,  Gymnasien,  Realscbolea 
und  technische  Bildungsanstalten.  Mit  30  Taiein  in  Fol.  gr.  Lex.  8. 
Giessen.     1843,    geh.  3  Thlr.  8  ggr. 

Hampel,  J.  C.  G.:  Geometrische  Constructioneu.  Ein  Handbacli 
sowohl  für  Bau-  und  Gewerbeschulen,  als  auch  für  den  SelbatUD- 
terricht,  für  Architekten,  Bergleute,  Forstmänner,  Ingenieurs  ete. 
2te  Ausg.  Hit  15  Steintafeln  (in  Folio),  gr.  &  Weimar.  1844. 
2  Thlr.  12  ggr. 

^  Montueci,  Enrico,  dott:  Geometria  e  meccaniea  applicato  alle 
arti  e  mestieri;  e  discorsi  de  cbimica  applieäte  alle  arti  e  aestieri 
di  Policarpo  Bandini  sulle  tracce  della  pnbbliea  elementare  iatnuioM 
data  dai  medesimi  ai  manifattori  senesi  neile  sale  dell  i.  e.  r.  acea- 
demia  Tegea.    Siena.    1843.    Disp«  1.  II.  e  III.    In -8. 


Trigonometrie. 


Tables  trigonom^triques,  donuant  pour  tous  les  angles  du  quart 
du  cercle  calcules  de  ciiiq  en  cinq  minutes  centesimales  et  appliquds« 
a  toutes  les  hjuotenuses  possibles.    Par  Mazure  et  Bellinault«    In-8.  — ^  ^ 
Paris.     1843.    6  fr. 


Mechanik. 


Hecht,  D.  F.:    Erste  Gründe  der  mechanischen  WiswaacbaftHi. 
2te  Aufl.     Freiher^'.     18A3.    8.     1  Thlr.  16  ggr. 
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.'  Nbore  rieerehe  per  ans  risoloiiooe  pia  rig^orosa  di  vavii  pro- 
ftmi  m1  a»to  fleir  acqoa;  meB^ria  di  Gabria  PioU  innrlta  nel  primo 
luma  delle  „Meaiario  MV  u  r.  istituto  lombardo  di  icienze,  let- 
re  ad  arti**,  la  quäle  fo  leita  nelle  adnoanza  dei  gjarai  16  luglio 
40  e  21  Inglio  1843.    Milano.    1843.    lu-4. 


Praktische  Mechanik. 


BreasoD ,  C. :  ^  Lehrbuch  der  Mechanik  ia  ihrer  Auwenduag  auf 
B  phyaiacheo  WiaaeoBchaften,  die  Künste  und  Gewerbe.  Aus  dem 
«m.    6te  Liefer.    gr.  4.  nebst  3  lith.  Tafeln  in  i  Fei.    Leipxig. 

44.    12  grgr. 

f 

BernouUi,  Prof.  Christoph:  Vodemecum  des  Mechanikers,  oder 
aktiaches  Handbuch  für  Mechaniker,  Mühlenbauer,  Ingenieurs,  Tech- 
ker  und  Gewerbaleute.  4te  Aufl.  umgearb,  und  stark  vern.  von 
h.  Gust.  BernouUi,  Maschinenfabrikant  zu  Immendingen.  Stutt- 
iti.    1844.    8.    1  Thir. 

.♦     -. 

Weiabach,  J.:   Untersuchungen  im  Gebiete  der  Mechanik  und 

^draulik.    Auf  eigene  Beobachtungen  gegründet.    2te  Abtheilung. 

II.  d.  T.^    Versuche    über   die   unvollkommene  Contract|on   des 

aasers  beim  Ausfluss  desselben   aus  Röhren  und  Gefässen.    Mit 

Figurentafeln.    4.    Leipzig.     1843.    2  Thir.  16  ggr. 

Woeifer«  M.:  Die  neuerfundeue  Pumpenmühle,  oder:  Anwei- 
Dg»  fille  Arten  von  Mühlen  an  Brunnen  oder  stehenden  Gewässern 
isulegen  und  durch  Pumpenwerke  in  Betrieb  zu  setzen.  Mit  10  li* 
og.  Tafeln  (in  gr.  4.).    gr.  8.   Quedlinburg,    1843.   1  Thlr.  8  ggr. 

■   Ueber   die  Stabilität   der  Erdbekleidungen    und  deren  Funda- 
snte   von  Poncelet.     Aus   dem   FranzÜsisQbcn   übersetzt   und  mit 
Dem  Anhange  vermehrt  von  J.  VF.  Lahmeycr.   Braunschweig.  1844. 
1  Thlr.  20  ggr. 

Haschincntafel  in  Farben,  eine  Dampfmaschine  darstellend.  Für 
Ihere  und  niedere  I^branstaltcn.  In  gr.  Imper.  Folio.  Mannheim. 
t43.     Auf  Leinwand  mit  Holzstäben.    4  Thlr. 

lilrklärung  dazu.    4.    Ebeod.     1843.    geh.  3  ggr. 

Werkzeichnungen,  oder  praktische  und  detaillirte  Zeichnungen, 
Bschreibungen  und  Krläuterungen  der  verschiedenen  Arten  von 
lageführteu  Maschinen  und  Maschinerien.  Hcrausgeb.  v.  C.  T. 
.  Mendelssohn,  unter  Mitwirkung  mehrerer  Techniker.  2r  Bd. 
I  deft;  enth.  Furnier -Sägemaschine  nach  franz.  Princin.  Kreis- 
ige für  Tischler,  Instrumentenmacher  etc.  nacli  A.  Gallowaj.  — 
ransportable  eiserne  Winde  nach  engl.  Construction.  (6  litliogr. 
lätter.  gr.  Fol.)  gr.  8.  Berlin,  im  1  Thlr.  12  ggr.  (Man 
srsl.  Liter.  Ber.    Nu.  XIV.    S.  215.) 
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Mallets  Bericht  i|ber  die  atmoephäriaehe  Bisettbahn  tob  Dnblin 
nach  Dalkej  in  Irland,  anigefübrt  und  in  Betrieh  geteÜEt  ron  den 
Herren  Ciegg  und  Samnda.  Mit  einen  Stahlstich:  Aniicht  der  at> 
aoipbärischen  Eisenbahn  Ton  Dnblin  nach  Dalkey;  Dannstadt.  1844. 
8.    6  ggr. 

Taffe:  Application  de  la  m^caniqn^  alix  machines  le  plns  en 
usage,  mnes  par  Feau,  la  vapenr,  le  vent'et  les  anioauK  et  ä  di- 
verses constructions.    3me  ^it.    In -8.    Paris.    1843.    10  fr. 

Lewesky,  N.  B.:  Notice  snr  la  machine  a  compression  atae** 
spb^rique  a  triple  moteur,  suivie  de  r^flexions,  lettres,  p^titions  etc. 
avec  4  feuilles.    Paris.    1844. 

Fonmei^ron,  M;  B.i  Table  pour  faciliter  les'calcnls  des  fbr- 
■nles  relatives  au  monvement  des  eanx  dans  les  tnjanz  de  con- 
dniCe,  et  principalement  destin^e  h  abr^ger  les  calcnis  et  a  dviter 
les  tAtonnemens,  etc.    In -4.  de  2  feuilles.    Paris.    1844. 


Astronomie. 


MSblns,  A.  F.:  Die  Hauptsätxe  der  Astronomie  cum  Gebrauche 
bei  Vorlesungen  für  Gebildete.    2te  Aufl.     Leipzig.    1844.    gr.  8. 

4  ggr. 

Stiefel,  E.:  Das  Planetensystem,  durch  ein  Dratbgerippe,  Brei- 
tebafan  genannt,  dargestellt,  wodurch  die  interessanten  Erscfieinnngen 
an  den  11  Planeten  und  4  Kometen,  namentlich  die  schiefe  Lage 
ihrer  Bahnen,  die  gefährliche  Stellung  mehrerer  Kometen,  die  Be- 
wegung der  Sonne  und  der  Sonnenfleckcu ,  sogar  der  Umlauf  der 
Sternschnuppen  um  die  Sonne,  Jedermann,  besonders  der  Schulju- 
gend, aufs  Deutlicliste  veranschaulicht  werden  können.  (Auf  P*PP6 
in  einer  Kiste.)    Nebst  Anweisung  in  8.    Schwäbisch  Hall.     ISO. 

5  Thlr.  —  Die  Anweisung  allein  8  ggr. 

Betrachtungen  über  die  Anordnung  des  Sternsystems,  Bin  Vor- 
trag im  wissenschaftlichen  Vereine  zu  Berliif  am  3.  Febmar  1844 
gehalten  von  J.  F.  Encke.    Berlin.    1844.    8.    6  ggr. 

Mutel:  El^mens  d'astronomie  ou  cosmographie.  2me  Edition. 
In -12.    Paris.    1843.    1  fr.  80  c. 

Les  usages  de  la  snh^re,  des  globes  Celestes  et  terrestres;  par 
Delamarche.  Huiti^me  edition.  In -8.  de  15  feuilles  4  plua  8  cartes. 
Paris.     1844.    3  fr. 

Schumacher,  C.  A.  v.:  De  vigtigste  af  Astronomiens  Hovedlaer« 
domme ,  populaert  fremsatte.  1.  Levering.  8.  Frolund  og  Flinch, 
Ckipenhagen.    1843.    ^  A.    48  fs.    (compl.  i  2  Lev.) 
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Flatb  ind  Ebbe  toh  F.  H.   Germar.  •   Nacb   deo   engliichea 
BaobaehCBii|r«n.    Magdeburg.  1842.   8.    16  ggr. 

Kleiner  astronomiicber  Alnanacb  auf  dai  Jahr  1844.  Vonflg- 
lich  BUBI  Gebraucb  der  Seelente  beransgegeben  von  Herrmann  Kar* 
■len.  Kostock  und  Ijeipaig.  8.   12  ggr. 

"^^    Einricbtung  ist  ans  den  früheren  Jahrg&ngen  bekannt. 


Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Herausgegeben  von 
€•  L.  Edlen  von  Littrow  und  F.  Schaub.  22.  Tb.  (Pleuer  Folge 
%  Bd.)  Mit  8  litb.  Tafeln,   gr.  4.   Wien.   1843.  2  Thlr.  16  ggr. 

Hiddelboe,  S.:  Haandbog  for  den  practiike  Navigateur.  8. 
Copenhagen.   1848.  4  R.  48  s. 


Physik. 


AnfiiBgagriinde  der  Physik.    Vom  Professor  A.  von  Ettingban* 
sen.    Zweite  Lieferung. 

*1.  vergl.  Literar.  Bericht.   No.  XV.   S.  237. 


Brandes,  H.  W.:  Vorlesuogen  über  die  Naturlebre  für  Leserp 
denen  es  an  mathematischen  Kenntnissen  fehlt.  2te  v^rm.  u.  verb. 
Auflage,  besorgt  von  C.  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  H.  Michaelis. 
Mit  Kaltem.   Iste  Lieferung,   gr.  8.   Leipiig.   1844.  geh.  1  Tbir. 

Pouillet:  I^brbuch  der  Experimental|ihysik  und  der  Meteoro- 
logie. Noch  der  3ten  Original  •  Ausgabe  aus  dem  Französischen 
ftbersettt,  mit  Zusätien  und  Ergänzungen  versehen  von  CL  H. 
Schnuse.  Band  2.  Mit  18  Tafeln  Abbildungen,  gr.  8.  Quedlinburg. 
1848.  2  Thlr.  2a  ggr. 

Derselbe:  Lehrbuch  der  Pbjsik  und  Meteorologioi  fUr  deutsche 
▼erhSltnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  Job.  Müller.  9  — 12  Lief,  oder 
IL  Bd.  4  —  6  Lief.    Braunschvreig.   1844.   gr.  8.   k  12  ggr. 

Lantenschläger ,  Dr.  G.:  Pigurentafeln  zur  Physik,  nebst  ans- 
fthrlicher  Erklärung.  1.  Heft.  3.  Aufl.  ij»x.  -  8.  Mit  12  Tafeln. 
Darmstadt.   1843.   12  ggr. 

*-  Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben  ans  der  ge- 
wöhnlichen Rechenkunst,  Mathematik  und  Physik  von  Dr.  J.  Götz. 
Vierter  Theil  (Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben 
ans  der  Physik,  Astronomie  und  mathematischeo  Geographie).  Ber- 
lin.   1844.   8.   1  Thlr.  4  ggr. 

M.  vergl.  Literar.  Bencht  No.  XV.  S.  227. 


OniBB.  Dr.  C  W.:  Keiie  Beiträge  zur  Chemie  md  Plmik, 
mit  iralvaDokaQstiscken  AbbildnaireB.  Des  laten  Beitnn  2te  LimCp 
8.   Würibarg.    1843.    8  jrgr.       ^ 

Deipiin,  M. :  Coim  ^lemeDtsire  de  pbTsique.  4  ^il.  2  toIIi. 
10  8.  ensemble  de  57  feuiliea.  plus  12  pl.    P&rä.    1S44.    10  fr. 

Bouchardat,  A.:  Coors  des  sciences  phystquea  a  I'osage  des 
^eves  de  pbilosophie  redige  d'aprea  le  programme  da  coDieil  ro- 
jal  de  riostructioD  poblique.   Partie  1.  1   P^ria.    1S44.    7  fr, 

Becqnerely  M.:  Tratte  de  Physique  coBsideree  daaa  aea  rap- 
porta  avec  la  cbimie  et  lea  sciencea  aaturelka.  Tom.  2.  8.  de 
41  feuilles.   Paria.   1844.   7  fr.  54)  c. 

Sommerville:  Oa  tbe  CooDexion  of  tbe  phyaical  aciences. 
5tb  edit.    London.    1844.     10  ah.  0  d. 


Bird,  G.:  Elements  of  Natural  Pbilosophvy  being  aa  experi- 
mental  Introductioa  to  tbe  Studf  of  tbe  Physical  Sciencea.  2d  edi" 
tioD,  reTised  and  enlarged.    184:}.    12  sb.  O'd. 

Trattafo  di  fisica  elementare^  delL'  akate  Francesco  ZaetedeacbL 
Venezia.    1843.    Vol.  1.   in- 12. 

Mozzoni:  Element!  di  fisica  generale  ad  uso  delle  acaole  dS  -^i 
filoaofia.  Si^ftima  edizione  ceii  naore  agginnte  e  correaioni  pe^  -< 
cura  di  L.  Maaieri.    Milano.    1843.    In -8. 

Ducoin-Girardin:  Trattenimenti  sulla  fisica  e  aue  piii  cnrioa« 
applicazioni.  Versione  di  Carlo  A.  Valle.  Torino.  lo43.  Id-8. 
2  tavole  litograficbe. 

Scinä,  abbate  Domenico.  Elementi  di  fisica.  Secooda  edisioD< 
milanese  con  airgiunte.  Milaoo.  1842.  Tomo  III.  in -12.  e  5  ta< 
vole.    Tomo  iV.  ed  ultimo.    1843.    In -12.    4  tarole. 

Scarpati:    Catecbismo  di  fiaica^  ec.    Napoli.   1842.   In -8. 

Trattuto  di  fisica  elementare,  complicato  dal^profeasore  Carli 
Rossari.    Milano.    1843.    In -16.    2  tavole. 

Klementi  fisico-cbimici,  del  dr.  Maurizio  Reviglio ,  profesao 
di  botanica  e  materia  •  mcdica  nella  r.  acuola  veteriaaria»  ad  oa 
degli  allievi  della  medesima.    Fossano.    1843.    In -8.    * 

Fardely,  Will.:    Der  elektriscbe  Telegraph,  mit  beaooderer  B 
rücksicbtigun«^  seiner  praktischen  Anwendung  für  den  ffefabrioae 
und  zweckmassigen  Betrieb  der  Eisenbahnen,  nehst  Beinignuff  de 
neuesten   Einrichtungen  und  Verbesserungen,   und  einer  auafuhrll 
eben  Beschreibung    eines   elektro-magnctiacben  Drucktelegraphee  " 
Mit  erläuternden  Zeichnungen,   gr.  8.  mit  2  Taf.  in  i  Fol.  Mena-^ 
beim.    1844.    1  Tbir. 

Galletti,  B.  et  Jounin:    De  PElectricitd  en  g^^rol  et  de  aeü 
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tolicatioDi    en    particnlier.     1.    partie,    avee    2   feaillei.     PuriH. 

Lardner,  D.  and  C.  V.  Walker:  Maoual  of  ElectricUy  aud  Mc- 
orology.   Vol.  2.   London.    1844.    8.    6  8. 

Francis^  G.:  Electrical  Experiments  illustratin^^  tlie  Tlieory, 
ractice  and  Application  of  the  Science  of  Free  «r  Frictional  Klec- 
icity,  contaiumg  the  Metbods  of  Muking  aud  Mannging  Klcctri- 
il  ApparatUB  of  everv  description,  with  numerous  Illustrative  Kn- 
*avingp.    London.    lS44.   8.   clolli.   4  sb. 

Noad,  R.  M.:  On  Electricity,  comprising  Galvanism,  Magne- 
in,  £Iectro-Magnetism,  Magneto -and  Tbermo- electricity.  New 
lition  illustr.  by  nearly  300  woodcuts.  8.    London.    1844.    14  sb. 

lotorno  ai  processi  meccanici  atti  a  sviluppare  neVorpi  solidi 
siettricita  statica,   e   di  alcnne  applicazioni  che  ne  derivano,  me- 
oria  di  Antonio  Perego,  professorc  di  (isica  e  storia  naturale  uelP 
r.  Hceo  di  Brescia.    Brescia.    184'3.    In -8. 

Scoresby,  W.:  Maßnetical  Investigatioos«  Part  2,  conpriting 
tveitigations  concerning  the  Laws  or  Principles  afiecting  the 
»wer  of  Magnetic  Steel  Plates  or  Bars  iu  coiabination  as  well  as 
ngly,  under  various  conditions  as  to  aiass,  bardoess,  quality, 
im  etc.  as  also  concerning  the  coBparative  powers  of  hast  fron. 
London.    18*i3.    cloth  10  sh.  d  d. 

Palssieriy  Lnigi  e  P.  Santi  Linari:  Nuove  esnerieoxe  solle  in- 
tsioBi  del  DagnetisiBo  feerresire.    Napoii.    1843.   In  4. 

Instructions  pour  le  da^uerreotype  et  l'usage  de  Tappareil  Gau- 
rn, aaivi  d'a»e  Notice  abregee  de  IVIectropUsli^ue  et  Je  travail  au 
OB  d 'argen I.    La -8.  da  3  leuilles.    Paris.    1844. 

Riener.  Jos.:  Almanacb  theorique  et  pratique  de  reclairaii^e 
ir  le  gaz.    lu-12.    3  feuiiies.    Paris.    1844. 

Kaki,  I>r.  F.  G. :  Meleoroiitgiscbe  und  oaturbistoriache  Aniia- 
n  des  Jabres  lVi3.  2  TLJr.  12  ^gr.  2.  Heft.  gr.  8.  Darmstadt. 
(44. 

Anualen  für  Meteorologie,  Erdniagnetisnius  und  wr» 
andteGegeubtäud,  r«*djf:irt  vouGruofTt^KolUrjKreil^ 
anout.  Pfieuinirer.  Qu^telet,*  StieffeJ.  berau»)re^eb«ii 
SB  Dr.  J.  Laoiout. 

iabriraug  1843«    Heft  II.    Müuvhtiu,    l'$43.    8.     Ma^^beti 
Jie  Terniiub<:ubuvbtuii|^eu  iu  Muilaud,  Muui:bt-ii^  Pra|f:  kr*'iubiiiiiu 
er  1842.   •'    M«l**utüiof(i»cb«'  uud   uia^,u«'i.ift«;he  B*'obai:biuu^i*ii  io 
racau,  184J  uod  JM2,    »vu  lUnu  ytoitrbb%^»   WeicM»«*.        M«'!(«-.oio«' 
•giscbe  Bi;ubui;biuii;'**ii:  4tuf<«'Ai«>lif  «»u  d«-f  [i|rl.  hUiawuii«'  iu  M^a^ 
d    in  cieii  Jaiifi'.ij  JMI   und  i>M  tun  Htnu  </apu«.<'i.         lii'.buUai«; 
sr  ittagb«ii»«;b«;ii  Mi.ftiiui»p^4.a  dti«  Utxm  Il4«vl  *u  BobtuKu.       htiiud 
cber  (ßuuy   «U'i  'I « iitp«  * ai  ui    mu^I   d«.«   L||^iidi«A4:li4-ij,  iH'ui^^ütiid  im 
ibre   ih'lZ   au   iU»    i>«#«u^'i    hUiuivaiU-  bi'i  Muür.Ktu-   vrtoU'  Jahr«',»' 
ilfiU;.     MeiisofoiugiMSlt«    Ii('.«>ba4)biaup.4''ii  /M  Ofiu   184^,   von  Merru 
mfaasof  !!#%«»«  V^ifiiikobU:  Naidii'iobuu  iruii»  Marauageber. 


»siio»c  !■ '  nairaenaeaea  4 bau  wunnoB.  in  Wünniimi 
Jbor«*  L%&,  -^  JtoeamioaueSM  Btfouaciixxuunii.  ii&  <ttBr  ]l. 
wart«  ia  Sulaiui.  uirHreiit  im  Jaiire  li-ö.  auxc«c2l«llt  wmm  Otii« 
C«o«iii.  —  ftä«a^waiisna>s  sa  CarBnlie.  V>ia  3ern  l^ud.  SckJfeL  — 
Mauacii«'.}!«  fteaaitace  inr  W;iiiiri!atnDic  loa  Scäni^  m.  Bir|.fifc«ig, 
WönimrVy  Saf.  .^caducsiai .  Hfirzwidieia.  SniiiHiiira«u»g  ^GwiM^tm 
wm,  ii»  Br*»iix,  Tonliiursii.  Daaiy.  I^^^L  —  Tiadie&ff  SetdiwimagcB 
tfer  W»««irieiioiiia'  muT'HärkB  in  Wien,  äwziiarx.  äcucoEaiit«  Bcbs- 
büiU  Bad  Cr^au«rsr,  IA-&  —  HecetinitaciiKiiiL  KflMöicLflJiMgcn  !■ 
BnsÜla  Tan  H«rni  Wmkisiiacii.  —  Hscetiniiu^aeät«  feiuacftangcB 
in  Grarz.  I94^  Vaa  QsEzn  Pntaauc  Dr.  QiuL  —  CdunsKAt  )er 
■ctenmUräeiien  Bguhadiiaing^n  xn  BadeniuKiL  ob  ^Wuv  l&tS  T«n 
4ca  k.  F«nca«iaur  Bern  SsutL  —  TiMmiiMi,rf»Jltr«y  ^ic^  ■Msat- 
lichea  Mittel  der  Temperacnr  omi  des  ILatumdLBs  In  Pn^  Mmd 
Sdbe«!  i%41.  daaa  in  Wien,  äoiziivz.  Hekes^eiwMB&cnr.  Lu4s- 
kerg.  Wnjvia^r  DilUnfen,  JUiendeit'.  BcrdeflccaMir  Gnaxen- 
knucB,  AnahiKk*  Seiwodc  «.4.1.,  Wünhünr  Hatf.  O^nkcry, 
BcBsbcrz.  Piw.  ISeköaii.  BedcsiMck.  Ctvcdit^  l^lEl.  —  Ka^^c  4ei 
ncteanjchca  Waaien  1^1  in  Lyaii.  Parmn.  Hincnpirnncakcfg^ 
Hincken.  Kcgeeahnfg.  Landakcint  Skontsit  a.  d.  A^  !■■▼•  €icB- 

S»  an  der  BrcK,  äckuaennci,  Scköatkai,  Sckiiaai,  tiwi.  — 
onnüickc  Jfittri  den  DnmtdnKka  in  Wien,  .Srfc«iwiiU,  ^Haf, 
Wanbari^,  Bianngea,  Cicnccn  an  der  Bnmnm  Aaiitfc.  Barglen- 
mafeld,  1841.  —  Mctcorala;|iacke  Benkackcnnccn  in  Ckiiankey 
1842,  TOD  Ueirn  Profeaaor  StieieL 

*    Frackel,  Dr.  J.:  Gmodzäge  einea  Sjstemei  der  Krainlinlofpe 
oder  der  Xatargcsckickte  der  noorjpnisckeD  Indiridnen/  &    Ziiicli 

aod  WioterthnrT   1S43.    g'eb.  21  g^gr. 

Geinitz,  Dr.  H.  B.:  Ceber  die  in  der  Natar  Bixiicken  nnd 
wirklick  vorkoBiaeDdeD  RrjitalbTSteaie.  gr.  Lez.-&  Jiu  Z  Utk. 
Tafeb.   Dresdeo.   1843.    geh.  8  ggr. 

Hartmaon,  Dr.  C:  GrondzDge  der  Geologie  in  allgemein  fass- 
lichem Vortrage.  Mit  107  (eingedruckten)  Ahhildnngea.  gr.  8. 
Leipzig.    1843.    geh.  2  Tbir.  16  ggr. 

Burmeister,  Dr.  H.:  Geschichte  der  SchöpfiiDg.  Eioe  Daratel- 
loDg  des  Entwickelungsgaages  der  Erde  und  ihrer  Bewohner,  gr.  8. 
Leipzig.    1843.    geh.  1  Thlr.  19|  ggr. 

Bertrand,  Dr.  A.:  Die  Revolutionen  des  Erdballs.  Nach  der 
5ten  verm.  und  mit  neuen  Anmerkungen  Ton  Arago,  Elie  de  Bean- 
mont,  Alex.  Brongniard  u.  A.  bereicherten  Ausgabe  des  französi- 
schen Originals  für  das  Bedürfniss  deutscher  Leser  frei  bearbeitet 
von  Dr.  P.  von  Maack.  Mit  5  Steindrucktafeln,  gr.  8.  Kiel.  1844, 
geh.  1  Thlr.  12  ggr. 

Uugi,  F.  J.:  Die  Gletscher  und  die  erratischen  Blöcke.  Lez.-8. 
Solothurn.    1843.    geh.  1  IThlr.  18  ggr. 

Hopkins,  E.:  On  tbe  Connexioo  of  Geology  with  Terrestrial 
Magoetism,  abowing  tbe  general  Polarity  of  Matter,  i^^^    ->'  ~  > 
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Strnctare  of  Cryitolline  Roeki,  iheir  Trsniitioni,  Hoveaenti,  asd 
DUlocatiouB ,  includiog  the  SedimeDtanr  Rocki|  tbe  Lawi  regol»- 
ting  tbe  Distribution  of  Metolliferoos  Depoiitip  and  otber  Magnetic 
Phenonena.    London*   1844.   8.  24  engrafingi.    10  ab.  A  d« 


Vermischte  Schriften. 


Videnskabernei  Selskabi  noturvidedskabelige  og  nathematiäke 
Afhandlinger,  X.  4.  Med  28.Tavler.  Gopenbagen.  1843.  2  Rbd. 
48  Sk.  . 

Astronomisch- meteorologitcbea  Jahrbuch  für  Prag 
^on    K.   Kreil.     Dritter   Jahrgang.     1844.     Prag.     1  Tblr. 

8  ffif- 

.   Ausser  der  gewöhnlichen   astronomischen   Ephemeride   enthält 

dieser  Jahrgang  die  drei  folgenden  lesenswerthen  Aufsätze:  Mag- 
Betische  Störungen.  Bessel's  Bestimmung  der  Parallaxe  eines  Fix- 
aterns«^  J)oppler's  Erklärung  des  farbigen  Lichts  der  Doppelsterno 
und  einiger  anderer  Gestirne,  Diese  wahrhaft  populär  gehaltenen 
Aufiiätae  sind  in  jeder  Beziehung  geeignet,  richtige  Ansichten  über 
die  behandelten  Gegenstände  auch  in  grösseren  Kreisen  gebildeter 
Leier  lu  verbreiten,  und  geni|gen  den  Bedürfnissen  und  Anforde- 
rungen der  Zeit. 

• 

Jahrbuch  für  1844.  Herausgegeben  von  H.  C.  Schu- 
macher, mit  Beiträgen  von  Steinheil,  üloser  und  Arge- 
lander.    Stuttgart  und  Tübingen.    1844.   8. 

Diese  AbtheiluDg  des  Jahrbuchs  enthält  ausser  den  gewöhnli« 
eben  Tafeln  drei  interessante  Abhandlunsen.  Zuerst  ein  Schreiben 
der  Herrn  Professor  von  Steinbeil  in  München  an  den  Herausge- 
ber über  mehrere  von  demselben  theils  neu  erfundene,  theils  ver- 
besserte ältere  Instrumente,  welche  wir  hier  nur  dem  Namen  nach 
aufführen  können,  die  Leser  des  Archivs  aber  dringend  aufzufordern 
nichtunter  lassen  können,  sich  mit  diesen  neuen  sinnreichen  Einrich- 
tungen bekannt  zu  machen.  Die  einzelnen  Rubriken  sind  folgende: 
Meridiankreis;  Astrograph;  HeHotrop  (eine  neue  sehr  einfache Eanrich- 
tung  dieses  bekannten  von  Gauss  erfundenen  Instruments,  aufweiche 
wir  besonders  die  Geodäten  aufmerksam  machen);  Mikrometer;  Bei- 
träge zur  Optik  (der  Verf.  hat  Frauenhofers  Fernröhre  sorgfältig 
untersucht  und  ihre  Dimensionen  ermittelt);  Correctionsfernrohr; 
Prismenkreise;  Photometer;  Technik;  Galvanische  Dhren;  Pyroscop 

Ieine  Vorrichtung,  den  Ort  eines  Feuers  in  der  Nacht  mit  Sicher- 
elt zu  ^bestimmen,  welche  sehr  einfach  ist  und  wohl  der  Aufmerk- 
samkeit der  Behörden  empfohlen  zu  werden  verdient;  eine  von  der 
V.  Steinheil*schen,  so  viel  uns  noch  erinnerlich  ist,  ganz  verschie- 
dene Einrichtung  zu  gleichem  Zwecke  ist  früher  von  Littrow  in 
einer  besondern  Schritt  beschrieben  worden);  Optische  Probe  (zur 
Prüfung  des  Gebalts  der  Biefe))  Weingeiatprobe  (Branntweinwaaga). 
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— -  Hierauf  folgt  d«r  sweite  Aufsatz  von  Moser  iibar  seine  Ent- 
deckung des  sogenannten  unsichtbaren  Lichts.  —  In  den  dritten 
Anfsatse  ist  ein  von  uns  seit  längerer  Zeit  eifrifj^  gehegter  Wunsch 
von  Herrn  Professor  Argelander  in  Bonn  auf  eine  ausgexeichnete 
*  Weise  erfüllt  worden.    Der  Herr  Verf.  hat  nämlich  in  diesem  ziem- 
lich langen  und  sehr  deutlich   geschriebenen  Aufsatze  Liebhabern 
der  Astronomie ,  welche  nicht,  im  Besitz  kostbarer  Instrumente  und 
vieler  mathematischer  Kenntnisse  sind,  eine  Anweisung  ertheilt,  auf 
welche    Himroelserscheinungen    sie    ihr   Augenmerk   vorzüglich    zl 
richten  und  wie  sie  dieselben  zu  beobachten  haben,  wenn  sie  durch 
ihre  Beobachtungen   der  Wissenschaft  so  viel  als  möglich   nützen 
wollen,  und  betrachtet  nach  einer  allgemeinen  Einleitung  über  die 
Art  zu  beobachten  überhaupt  nach  und  nach  die  folgenden  Erschei- 
nungen mit  hinreichender  Ausführlichkeit:   das  Nordlicht,  das'  Zo- 
diaeallicht,  die  Sternschnuppen,   die  Dämmerung,  die  Milchstrasse» 
die    Grössen   und   Farben    der  Sterne,    die   veränderlichen  Sterne. 
Ein  Aufsatz  wie  der  vorliegende  bat  uns  längst' gefehlt,  und  wir 
legen  das  aufmerksame  Studium  desselben  Liebhabern  der  Astrono- 
mie dringend  an's  Herz.     Dann  wird  es  hoffentlich  auch  fernerhin 
nicht  mehr  Leute  geben,   die,   nur  mit  einem  sehr  massigen  Fern- - 
robre  versehen ^  vielleicht  viele  Nächte  damit  verschwenden,  einem 
in  einer  gewöhnlichen   Zeitui^g  angekündigten  telescopischen  Co- 
meten  aufzusuchen,  und,  Wenn   sie   denselben   gefunden  zu  haben 
glauben,  dann  doch  nicht  wissen,  ob  sie  an  dem  angegebenen  un- 
gefähren Orte  nicht- einen  blossen  Nebelfieck  gesehen  haben;  weil 
es  ihnen   sowohl  an  allen  Mitteln,  als  auch  an  allen  Kenntnissen 
zu  einer  genauen  Ortsbestinmnng  fehlt.    Noch  bedauerlicher  aber 
ist  es,  wenn  dann  dergleichen  L^ei(||e,  wie  sie  uns* leider  wirklich 
vorgekommen  sind,  sich   wohl   gar  für  Astronomen  halten,   indein 
sie   doch    genaue   winkelmessende    Instrumente   kaum    dem  Namen 
nach  kennen,  und  nur  mit  Mühe  den  pjthagoräischen  Lehrsatz  zu 
beweisen  im  Stande  sind.     Wir  hoffen  daher  zuversicfitKch ,  dass 
auch  in  dieser  Beziehung  der  treffliche  Aufsatz  des  Herrn  Profes- 
sor Argelander  sehr  wohlthätig  iPtrirken  und  Leute  wie  die  vorher 
näher  charakterisirten  veranlassen  werde,  ihre  Thätigkeit  auf  nutz* 
liebere  Dinge  zu  richten  und  jene  schwierigem  Beobachtungen  den 
eigentlichen  Astronomen  zu  überlassen. 

'i 

The  Cambridge  mathematical  Journal.  No.  XX.  Fe- 
bruary.  1844.  —  L  On  the  Lunar  Theorj.  Continued  from 
Toi.  111.  p.  257.  —  II.  On  the  Eqnation  (i>-1-ifW=:  X.  ~  IH. 
Elementarv  Demonstration  of  Dupin's  Theorem.  —  IV.  -Note  on  o 
Definite  Multiple  Integral.  —  V.  Note  on  some  Points  \k  the  Theory 
of  Heat.  —  VI.  On  the  Intensitj  of  Liffht  in  the  Shadow  of  a  very 
small  Circular  Disk.  —  VU.  On  the  Motion  of  the  Centre  of  Gra» 
vity  of  Broken  Bodies.  Bv  W.  Walton.  M.  A.  Trinttjr  College.  — 
Till,  On  the  inverse  Cafcnlus  of  Definite  Integrals.,  By  George 
Böole.  ;—  IX.  On  a  New  Species  of  Equations  of  Differences.  ^— 
X.  Notes  on  Magnetism.  By  R.  L.  EUis,  M«  A.  Fellow  of  ^Trinity 
College.  —  XI.  Addendum  to  Art.  IL 


Bitte. 


Bei  itm  EncfcMBCH  ürMtr  Naaaer  du  Literuisdica  Bcrldti, 
wdi^  iit  cnte  4c*  fiaßra  Thtil*  iem-Artkin  ut,  rmdie  ich 
d»e  gttktttm  Vtttt  itt*tt  Zcitodihfil,  Mir  UwauifEe  Wiascb«  we- 
gea  der  Eimtiditawg  dea  Uterwiscbett  Berictlc  Mlxciieilcfl ,  orA 
■i^  ■«!  des^Uigen  RatfafcUägv  nti|i*l  la  MBicntStt««,  iodca 
ci  ■«!■  ei&igster  WdiibcIi  iu.  dir^  4HMJbeB,  t»  wie  Avrck  die 
BcraMfmW  4cr  Z«itsebnft  öberbupt,  4ca  Letreffodu  Paklika« 
■e  viel  aU  ■•glicb  xm  «iires.  Alle  sir  za  Macbendeii  ZatradsB- 
■ca  vct4ca  aM  iea  Wc^«  4«  BadibBodels  cicber  n»d  •■cli  ■(«(> 
,W  aäglickat  knter  Zeit  ■■  »eiii«  Bü4e  gelaageiL. 


r  Brranigcbcr. 


^^ 
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Literarischer  Bericht. 


Schriften  über  Unterriclitsmethode. 


'  lieber  Zweck  und  Metliode  des  rantliematischen  Un- 
terrichts auf  Gymoasieii   nebst  ungeknüpfrem   Versuche 
-einer  einfacher   begründeten   Auflösung  der  scctio   au- 
rea  von  Joseph  Ilelines,  Oberlehrer  der  IVIathematik  und 
Physik  am  Gymnasium  zu  Celle.     Hannover.     1844.    4. 

Dieses  manche  gute  Bemerkung  enthaltende  Schulprogramm  enthält 
namentlich  auch  eine  Würdigung  einer  unter  dem  28.  Februar  1843 
in  Betreff  des  mathematischen  Unterrichts  erlassenen  Verfügung  des 
Cburfürstlich  -  Hessischen  Ministeriums  des  Innern  auf  ein  von  der 
Schul -Commission  für  Gjmnasialangelegcnheiten  eingezogenes  Gut- 
achten. Selten  ist  wohl  eine  das  wahre  Wesen  einer  Wissenschaft 
und  deren  Bedeutung  für  den  Schulunterricht  so  durch  und  durch 
verkennende  Verordnung  erlassen  worden.  Nun  es  giebt  ja  in 
€hurhe8sen  auf  dessen  Landes  -  Universität  und  Gvmnasien  treff- 
liebe Mathematiker  und  ausgezeichnete,  völlig  mft  dem  VVescu 
der  Mathematik  und  ihrer  Bedeutung  als  Unterrichtsmittel  ver- 
traute Lehrer  genug,  welche  die  Wissenschaft  doch  nach  wie 
vor  in  ihrem  Geiste  bebandeln  und  vortragen  werdeif,  wenn  sie 
auch  in  Bezug  auf  den  Umfang  des  Unterrichts  in  materieller  Be* 
xiehung    sich    innerhalb    der    vurgeschriebenen   Gränzen    zu   bewc- 

fen  genTithigt  sind,  was  man  sich  aber  auch  leicht  gefallen  lassen 
ann ,  da  bei  dem  mathematischen  Schulunterrichte  am  Ende  doch 
Alles  auf  die  Methode  und  den  Geist  ankommt,  in  welchem  derselbe 
ertheilt  wird.  Ueberdics  wird  ja  auch,  wofür  sich  u.  A.  Tb.  II. 
8.  212.  des  Archivs  ein  sehr  in  die  Augen  fallender  höchst  erfreu- 
lieber Beweis  findet,  in  Churhessen  von  den  höchsten  Personen 
dem  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichte  so  viele  Auf- 
merksamkeit und  Theilnahme  geschenkt,  dass  von  der  in  dem  vor- 
liegenden Programme  gehörig  gewürdigten  Verordnung  ein  dauern- 
der nachtheiliger  Kinfluss  auf  das  Gedeihen  des  mathematischen. 
Unterrichts  auf  den  Churhessischen  I^ehranstulten  nicht  befürchtet 
werden  darf. 

Band  V.  24 
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Die  im  Abhänge  za  diesem  Programme  (S.  27  —  34.)  abge- 
druckten Bemerkungen  über  die  sectio  aurea  stimmen  im  Ganzen 
mit  dem  Inhalte  des  im  Archive  Tbl.  IV.  S.  15.  abgedruckten  Auf- 
satzes überein.  Damit  es  nun  nicht  scheine,  als  habe  der  Herr 
Verfasser  wissentlich  ein  und  denselben  Gegensiand  an  zwei  ver- 
schiedenen Orten  veröffentlicht,  so  ist  der  Herausgeber  des  Archivs, 
.  in  dessen  Händen  der  erwähnte  Aufsatz  sich  mindestens  ein  ganzes 
Jahr  vor  seinem  Abdrucke  befand,  gern  erbötig,  in  dieser  Bezie- 
hung alle  Schuld,  wenn  überhaupt  eine  daraus  erwachsen  kann,  auf 
sich  zu  nehmen. 

Sind  die  Naturwissenschaften  -ein  B41dttnfl^swittelf 
Eine  literarische  Streitfrafft»,  der  öffentlichen  Beurthei- 
lung  vorgelegt  von  Dr.  Elias  Ffies^  Professor  au  der 
Universität  zu  Upsala.  Aus  dem  Schwed4scheu  vom  Pro- 
fessor Ho'rnschucb.    Dresden  und  Leipzig.    1844.    8.    8,ggr, 

Allerdings  war  diese  kleine  Schrift  eines  der  ersten  schwedi- 
schen Naturforscher  der  tiebersetzung,  zu  deren  Herausgabe  der 
Herr  Uebersetzer  dnrcii  Herrn  Hofratn  Reichenbach  in  Dresden  be- 
sonders veranlass  wurde-,  und  der  Verpflanzung  auf  deutschen  Ba- 
den werth.  Das  original  findet  sich  in  der  hinter  dem  Titel:  Bo- 
taniskc  utflygter.  En  samraling  af  strödda  tillfällig 
hetsskrifter..  FöTsta  bandet.  Upsal»,  1843,  8.^  erschienenen 
Sammlung  kleiner  Schriften  des  Herrn  Pro^  Elias  Fries.  Möge 
der  Inhalt  dieser  Schrift  immer  mehr  beherzigt,  und  den  Naturwis- 
senschaften immer  allgemeiner  der  hohe  Rang  als  Bildungsmittel 
des  jugendlichen  Geistes  und  Herzens  angewiesen  werden,  welcher 
denselben  in  jeder  Bezielrang  so  sehr  gebührt,  wie  nur  derjenige 
gehörig  zu  beurtbeilen  versteht,  der  durch  eignes  sorgfältiges 
Studium  selbst  ^is  zu  einer  gewissen  Tiefe  in  diesen  Zweig  der 
menschlichen  Kenntnisse  eingedrungen  ist.  AnderiB  sollten  sich  ein 
ürtheil  nicht  aumaassen,  wie  leider  namentlich  nur  zu  oft  von  einer 
gewissen  Seite  her  geschieht.  Man  kann  nur  mit  Bedauern  auf  sol- 
che aus  Unkenntniss  und  Unwissenheit  hervergegaogene  Urtheile 
herabsehen. 


1 >    ■< 


Systeme,  Lelir^  und  Wörterbücher. 


I 


Versuch^inerheuristisch^nEntwickelung  derGrond- 
lehren  der  reinen  Mathematik  zum  Gebrauche  bei  dem 
Unterrichte  auf  Gelehrtenschulen  von  Carl  Gustav  Wun- 
der, Professor  und  I^ehrer  der  Mathematik  und  Physik 
'an  der  Königlichen  Landesschule  St.  Afra  zu  Meisaen. 
Zweite  durchaus  umgearbeitete  und  um  Vieles  vermehrte 
Ausgabe.     Leipzig.     1844.    8.     1  Thir.  15  ggr. 

Dieses  vorzügliche,  mit  grosser  Gründlichkeit  und  zweck- 
mässiger Kürze  verfasste  Schulbucli  erscheint  in  dieser  neuen  Auf- 
lage in  einer  vielfach  veränderten  Gestalt  mit  beträchtlichen  Ver- 
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mehruDffeu.  So  viel  uns  die  erste ,  jetzt  gerade  oiclit  vor  uns  lie- 
gende Auflage  noch  im  Gedächtnisse  ist,  sind- in  dieser  neuen  Auf- 
jage die  Beweise  der  verschiedenen  Sätze,  ohne  dieselben  vollstän. 
dig  zu,  entwickeln,  mit  allen  nöthiffen  Uiuweisungen  auf  frühere 
Sätze  etwas  weiter  ausgeführt  worden,  was  nur  gebilligt  werden 
kann,  da  das  ßuch  nun  mehr  die  Gestalt  eines  eigentlichen  Com- 
pendiums  erhalten  hat.  Der  Inhalt  desselben  erstreckt  sich  über  die 
gemeine  und  allgemeine  Arithmetik,  die  Elemente  der  Analyst^,  die 
Algebra  bis  einschliesslich  zu  den  Gleichungen  des  dritten  Grades, 
die  unbestimmte  Analytik,  die  ebene  und  sphärische  Trigonometrie, 
die  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  und  die  Kegelschnitte. 
In  einem  Anhange  ist  eine  Reihe  zweckmässig  gewählter  Uebungs- 
aufgaben  beigegeben. 

Rocco,  Carlo:    Catechismo  di   matematiche  pure  ad  uso  degli 
studii  generali.     Napoli.     1842.    In -8. 


Arithmetik. 


Neun  Abhandlungen  über  eben  so  wichtige  als  inter- 
essante Gegenstände  aus  der  Algebra  und  niedcrn  Ana- 
lysis.  Für  höhere  Lehranstalten,  so  wie  zum  Selbstun- 
terrichte. Von  den  Professoren  Lef^hure  de  Fourcy, 
M.  Vincent,  L.  F.  Ritter.    Stuttj^art.   1844.   8.    1  Tlilr.  6  ggr. 

St,änden  nicht  die  Worte:  ,,Für  höhere  Lehranstalten,  so  wie 
vorzüglich  zum  Selbstunterrichte"  auf  dem  Titel,  so  könnte  man 
durch  dessen  übrige  Fassung  wohl  zu  der  Vermuthuog  verleitet 
werden,  in  dieser  Schrift  etwas  Neues  in  materieller  oder  formeller 
Beziehung  zu  suchen,  worin  man  sich  aber  getäuscht  finden  würde, 
da  dieselbe  nichts  als  allgemein  bekannte  Dinge  enthält.  Ihr  Inhalt 
ist  folgender.  Die  Anwendung  der  quadratischen  Gleichungen  zum 
Bestimmen  des  Maximums  und  lllinimums  der  Functionen.  Von 
^  L.  F.  Ritter.  —  Die  Auflösung  der  unbestimmten  quadratischen  GIci- 
cbangen  mit  zwei  Unbekannten.  Von  L.  F.  Ritter.  —  Die  combi- 
natorischen  Grundnperntionen.  Von  L.  F.  Ri?ter.  —  Die  Elemente 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Von  L.  F.  Ritter.  —  Die  höhe- 
ren arithmetischen  und  geometrischen  Reihen.  Von  L.  F.  Ritter. 
Der  S.  108.  gegebene  Kegriff  der  höheren  arithmetischen  und  geo- 
metrischen Reihen  ist  ziemlich  unbestimmt;  überhaupt  sieht  man  aus 
den  ganzen  Aufsatze  gar  nicht,  was  der  Verfasser  unter  höheren 
geometrischen  Reihen  verstanden  wissen  will,  in  einem  so  völlig 
bestimmten  Sinne  nämlich,  in  welchem  gewöhnlich  der  Begriff  der 
höheren  arithmetischen  Reihen  gefasst  wird.  —  Trigonometrische 
Formeln  und  Reihen,  welche  in  der  höheren  Mathematik  eine  grosse 
Anwendung  finden.'  Von  Lef^bure  de  Fourcy.  Jn  einer  Note  zu 
dieser  Abhandlung  (S.  160.)  sagt  Herr  Ritter:  „Die  Zahl  2,7182818 
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mftcbte  Neper  (geboren  zu  Marcbiston*)  in  ScIrotCland  1550,  ffe«- 
storben  1618),  der  Erfinder  der  Logarithmen,, zur  Basis  seines  Lo- 
garitbmensystems^',  und  nennt  aueb  oacbher  immer  Neperscbe  Lo^a- 
ritbmeo  die  Logarithmen,  deren  Basis  die  obige  Zahl  e  ist.  Das 
ist  falsch.  Bekanntlich  ist  schon  vor  ziemlich  langer  Zeit  ein 
Streit  über  die  Neperschen  Logarithmen  zwischen  Karsten  und 
Kästner  gefuhrt  worden,  lu  der  zweiten  Sammlung  astronobi- 
scher  Abhandlungen.  Göttingen.  1774.  S.  68.  hat  Kästner  die 
Basis  der  Neper^schen  Logarithmen,  die  Zahl  nämlich  deren  Neper'- 
scher  Logarithmus  die  Einheit  ist,  berechnet,  und  für  dieselbe  den 
Werth  9999999,00000005  gefunden.  Die  einzig  richtige  Benennung 
für  die  Logarithmen,  deren  Basis  die  Zahl  e  ist,  ist  der  auch,  ganz 
gewöhnliche  Name  natürliche  oder  hyperbolische  Logarithmen. 
Wozu  also  eine  neue  und  dazu  fulsche  Beiienoung?  Vtm  der  Con- 
vergenz  und  Divergenz  der  Reihen  ist  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung überhaupt  nicht  die  Rede.  —  Die  trigonometrische  Auflösung 
der  binomischen  Gleichungen  von  jedem  Grade.  Von  Lef^bure  de 
Fourcy.  —  Die  trigonometrische  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chungen des  dritten  Grades.  Von  l^efebure  de  Fourcy.  —  Von  der 
Berechnung  des  Fehlers,  welcher  aus  der  Anwendung  der  Propor- 
tion entspringt,  die  der  Gebrauch  der  Logarithmentafeln  vorschreibt. 
Von  M.  Vincent.  —  Uebrigens  ist  die  Darstellungsweise  in  dieser 
Schrift  deutlich,  und  dieselbe  kann  denjenigen  Anfängern,  welche 
über  die  ganz  gewöhnlichen  Elemente  der  Algebra  hinausgehen 
wollen,  immerhin  «mpfohlen  werden,  welches  wahrscheinlich  auch 
der  Zweck  ist,  den  der  Verfasser  durch  dieselbe  zu  erreichen  beab- 
sichtigte, da  ein  anderer  nicht  wohl  denkbar  ist«  Für  l^ehrer  ent- 
hält sie,  wie  schon  bemerkt  worden  ist,  in  keiner  Beziehung  etwas 
Neues. 

Leichte  und  sichere  Methode  sämmtliche  Wurzeln 
einer  hohem  numerischen  Gleichung  aufzusuchen  und 
zu  berechnen.  Für  Schüler  und  praktische  Rechner. 
Von  G.  A.  Jahn.     Leipzii«^.     18ii.     8.     12  ggr. 

Laut  der  Einleitung  hat  der  Verfasser  durch  dieses  eine  ziem- 
liche Anzahl  vollständig  ausp:eführter  Beispiele  enthaltende  Schrift- 
chen vorzüglich  praktischeu  Rechnern  zu  nützen  gesucht,  und  sich 
daher  in  demselben  weniger  auf  Demonstrationen  als  auf  Rech- 
nungsrogeln  eingelassen,  überhaupt  so  wenig  als  möglich  Vorkennt- 
nisse vorauszusetzen  gestrebt.  Schülern  der  Algebra,  wenn  der 
Verfasser  darunter  Schüler  auf  wissenschaftlichen  I^eliranstalien  ver- 
steht, möchten  wir  aber  doch  die  Beweise  nicht  zu  erlassen  geneigt 
sein.  Denn  eine  wahre  F^insicht  in  das  Wesen  einer  Methode,  wel- 
che doch  auf  höheren  Lehranstalten  zunächst  und  vorzugsweise  der 
Zweck  alles  Unterrichts  sein  muss,  wird  nur  durch  völlig  strenge 
Beweise  aller  aufgestellten  Sätze  erreicht. 

Coleuso.  J.  W.:  The  Elements  of  Algebra,  designed  for  the 
use  of  Schools.  4th  edition,  revised  and  corrected.  12mo.  Cam- 
bridge.   1844.    cloth.    4  sh.  6  ds. 

-  BonnycMtle'i  Introdnction  lo  Algebra.  12th  edition,  corrected 
«■d  inprored  bj  MayBard.  London.  1844.  12mo.  4  sb.  boards. 
k'M  Aa  mdm^    ISao.    4  ab.  6  ds. 

■         ■    \  •  r  -  ■ 
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BoDDycastle's  Treatise  on  Algebra.  2d  edition.  2  voU.  8vo.. 
LondoD.     1844.     1  L«  5  sb.  6  da. 

Nicholson  aod  Rowbotham ,  Practical  System  of  Algebra ,  de- 
signed  for  tbe  use  of  Scbools  and  Private  Students.  5th  edition^ 
carefully  examined.     12ino.     Loodon.     1844.  .  boards.    5  sb. 

Toffuli:   elementi  di  algebra.     Venedig.    2,*'  L. 

Twenne  Grader  Algebra  i  sammaDdrag  af  G.  R.  WeideDbiehn^ 
Loirent,  l^ärare  wid  Militärskoian  i  Jönköping.  Jönköping,  J.P. 
Lundström;  103  sid.    8to.    h.  28  sk. 

W.  OoU  (Ouderwjzer  aan  het  Yoorber-eidings- Institut  te  Me- 
d^mblik):  Algebraische  toepassingen  op  de  beginselen  der  stelkuost 
Tan  S.  F.  Lucroix,  van  §  1  tot  |  200.  Eerste  deel.  gr.  8vo.  Te's 
Gravenhage  en  te  Amsterdam,  bij  Gebr.  van  Cleef.   f.  1,00. 

Der  zweite,  die  erste  Abtheilung  der  Integralrechnung  enthal- 
tende Theil  der  in  No.  II.  8.  28.  des  Literarischen  Berichts  ange- 
zeigten trefl'lichen  Le^ons  de  calcul  diff^rentiel  et  de  cal- 
cul  integral,  redig^es  prrncipalement  d'apres  les  m^- 
thodes  de  M.  A.  F.  Cauchj,  et  ^teDdu.es  anx  travaux  les 
plus  r^cens  des  g^om^tres  par  M.  PAbb^  Moigno.  10  fr. 
ist  nun  erschienen. 

j 

Connel,  J.:  The  Elements  of  Differential  and  FntegrnI  Caiculus; 
tvith  Numerous  Examples  and  Familiär  lllustrations.  Üesigoed  for 
the  Use  of  Scbools  and  Private  Students.  London.  1844.  8vo. 
cloth.    9  sb. 

Ramus,  C:  Differential- og  Integral -Rcgning.  4.  Copenhagen. 
5  Rbd.  32  sk. 

Theorema  Taylorianum.  Dissertatio  inauguralis 
mathematica,  quam  etc.  auctoritate  et  consensu  amplis- 
simi  Philosophorum  ordinis  in  Literarum  Cniv^rsitate 
Jenensi  ad  magisterii  dignitatem  rite  impetrandam 
publice  defendet  auctor  Oskar  Scblömilch.  Jenae. 
MDCCCXXXXIV.    4. 

Diese  Dissertation  eines  jüngeren  Mathematikers,  der  sein  Ta- 
lent schon  durch  mehrere  ausgezeichnete  Arbeiten  bewährt  hat,  und 
von  dem  die  Wissenschaft  noch  manche  schöne  Frucht  zu  erwarten 
berechtigt  ist,  betrifft  zwar  einen  bekannten,  aber  für  die  neuere 
atrengere  und  gründlichere  Behandlung  der  Differentialrechnung 
höchst  wichtigen  Gegenstand.  Auch  ist  der  von  dem  Verfasser  für 
den  Tajlorschen  Satz  gegebene  Beweis  von  dem  von  Gauchy  ge- 
gebenen Beweise  nicht  wesentlich  verschieden,  und  kann  dies  auch 
eigentlich  nicht  sein,  weil  es  nach  unserer  Ueberzeugung  schwer- 
lich von  den  durch  Cauchy  in  Anwendung  gebrachten  verschiedene 
Fundamente  geben  dürfte,  auf  denen  sich  das  Taylor'sche  Theo- 
rem, ohne  über  die  natürlichen  Gränzen  der  Differentialrechnung 
hinaus  liegende  Sätze  in  Anwendung  zu  bringen,  mit  gleicher  Si- 
cherheit aufführen  Hesse.  Dessenungeachtet  scheint  uns  diese  Ab- 
handlung io  mehrfacher  Beziehung  verdienstlich  zu  sein,  und  zwar 
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u.  A.  deslialb,  weil  der  Verfasser  den  Rewets  anter  einer  aebr  nnalj- 
tischen  Form  als  dies  von  Canchj,  dessen  Beweis  eigentlich  eine  gnns 
syntlietiscbe  Form  bat,  geschehen  ist,  dargestellt  bat,  was  ganz  der 
Natur  der  Wissenschaft  gemäss  ist.  In's  Einzelne  können  wir  hier 
nicht  weiter  eingehen,  empfehlen  aber  die  Abhandinng  allen  denen, 
welche  sich  für  die  neueren  so  wichtigen  Fortschritte  der  Wissen- 
schaft iDteressiren.  Dass  übrigens  der  Verfasser  gerade  diesen 
Satz  zum  Gegenstande  einer  Habilitationsschrififc  wähfte,  kann  nur 
vollkommen  gebilligt  werden,  weil  er  dadurch  am  besten  zeigen 
konnte,  in  welchem  Geiste  er  einen  der  wichtigsten  Theile  der  Ma- 
thematik bei  seinen  Vorträgen  zu  behandeln  gesonnen  sei;  und  dass 
auf  diese  Weise  die  Universität  Jena  einen  mit  den  Fortschritten,  wel- 
che in  Bezug  auf  wahrhaft  strenge  und  gründliche  Behandlung  die 
Wissenschaft  in  neuerer  Zeit  gemacht  hat,  so  vollkommen  vertrau- 
ten Lehrer  wie  den  Verfasser  gewinnt:  dazu  können  wir  derselben 
nur  in  jeder  Beziehung  Glück  wünschen. 

Santini,  G.:  Tavole  dei  logaritmi  dei  nnmeri  naturali  dalP  1 
sino  al  101000  e  dei  logaritmi  dei  seni,  coseni,  taniirenti  e  co- 
tamgenti  di  minuto  in  minuto  coi  principali  gradi  di  10  in  10  se- 
condi,  precedute  da  un  trattato  elementare  di  trigonoraetria  plana 
e  sferica.  Edizione  seconda,  augmentata  delle  tavole  logaritmiche 
per  la  somma  e  per  la  differenza  dei  cel.  Gauss.  Padua.  1844.  6**  L. 

Christison,  J.:  Mathematical  Tables,  coosisting  of  the  Loga« 
ritkms  of  Numbers,  Logarithms  of  Sines,  Tangents  and  Secants, 
Natural  Sines,  and  yarious  other  Tables,  usefiil  in  Business,  and 
in  Practical  Geometry,  together  with  Tables  of  Interest,  Probabili- 
ties  of  Life,  and  Annuities.  —  Carefully  revised  and  corrected  by 
John  Christison,  Mathematician.  8vo.  Edinburgh.  1844.  cloth. 
4  sh.  6  ds. 

In  No.  503.  der  astronomischen  Nachrichten  hat  Herr  Tb, 
Clausen  zu  Dorpat  den  folgenden  Satz  ohne  Beweis* mitgetheiU: 

Alle  Combioationen  von  ganzen  Zahlen,  deren  Summe  n  ist, 
seien 


a-f-a'  +  a" 

ß  +  ß'  +  ß'' 

r+/+r" 

*   •    •    • 


u.  s.  w. 


and  die  Anzahl  der  gleichen  a,  a',  a"y ....  seien  X,  X',  X'\,.,,;  der 
gleichen  ß,  /?',/?",....  seien  fft,7*',  /i*", . . . . ;  der  gleichen  /.  /,  /', ,,.. 
seien  y,  y',  t!"  . . . .;  so  ist 


1111 


•  tt.tf    .w     ••••        l*ite.3a.«*A        Jl*<2*».«*.A         X«<4*v*.«.iL 
*     1  1  1  J 


p  •  p  » p    ••••      l«<2*w****^      l«i2*3.**«.ii       1«<2.3«»*.^ 
1  1  1  1       . 


##•"•• 


y.y'.y"....  *  1.2.3....  y  '  1 .2.S....I''  *  l.a.3..*.i/' 
u.  8.  w.  =1. 
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Zorn:  Beispiel; 

7=7,                        7  = 

=  3-*-2-+-2, 

6-4-1, 

3  +  2+1-Hl, 

54-2, 

3-f-l  +  l-H-l-l, 

5  +  l-hl, 

2  +  2  +  2+1, 

4-|r3, 

TJ  +  2+1  +  1  +  1, 

4r|-2-t-l, 

2  +  H_H-l_l_l-l-l, 

4-»-H-Hi.l, 

1  ^- 1-1- 1  _I^H^  1 -f.  H..  1; 

3-+-3-t-lv 

und 

/ 

11            *     j^  1 
7   ^  6   "^5.2  "^  5  '1 

1           .          t           .          1           .       1                 1 

.2  "^4.3  "■    4.2     '     4   •1.2.3 

111 

11          1       ,     ^             1 

*-   3.S  •  1.2     ^    3.2.2'  ] 

L.2  ^3.2  '1.2    **■  3   '1.2.3.4 

1              11 

111               1 

■    2.2.2  "1.2.3     ■    2.2 

1;^  '1.2.3    '     2     1.2.3.4.5 

1         *         —1 

1 

*    1. 2. S. 4.5.0.7 

In  No.  485..  derselben  Zekso^rift  bat  Herr  Cl aasen  folgendes 
Theorem  ebenfalls  ohne  Beweis  mttgetbeilt: 
Die  Summe  der  Reihe 

'  / 

2    "*"  2.3  2..3.4  "^ » 

bis  ein  Glied  verschwindet,  ist 

»  2        0    - i-  0      * 


«^^S'   «  +  3»   ''^         JiH-3*     '»-»r3' 

jenachdem  «  beziefaungsi^eise  von  der  Form 

%v,  ^v  -i- 1,  2,  3,  4,  5 
ist. 


Geometrie. 


Rump,  Fr.  H.,  Oberlehrer  am  Köniffl.  Gjntnasinn^  in  Coesfeld: 
Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  zunäcnst  fiir  Gymnasien.  1.  Bd.; 
enth.  das  System  (zum  Gebrauche  für  Schalen),  gr.  8.  mit  5  Fi« 
gnrentafeln.    Coesfeld.    1844.    16  ggr. 
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Brettner,  Prof.  Dr.  H.  A. :  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gym- 
nasien, Realschulea  und  höhere  Bürgerschulen.  Mit  7  SteinjtafelD. 
3te  Aue.     gr.  8.     Breslau.     1844.     1  Thlr.  4  ggr. 

Holzapfel:  Grundlehren  der  Elementar  -  Geometrie.  3te  Aofl. 
CoDstanz.     1843.    8  ggr. 

Sonnenburg,  0.  A.:  Ldtfaden  der  gesammten  Elementar -Geo- 
metrie für  hohem  Schulunterricht  bearbeitet.  Mit  5  Figurentafeln. 
gr.  8.    Bremen.     1^  Thlr. 

Vincent,  A.  J.  H.:  Abr^g^  du  cours  de  g^ometrie  r^dig^  con- 
jointemcDt  pnr  Tauteur  et  par  M.  Bourdon.'  Ouvrage  adopt^  par 
runiversit^.     In -8.    Paris.     1844.    4  fr.  50  c. 

Mahistre,  A.:  Lcs  Analogies  de  la  geometrie  ^lementaife,  ou 
la  G^om^rie  dans  Tespace,  ramen^e  a  la  geometrie  plane.  Deuxieme 
edition.     In -8.  de  5  pl.     Chartres  et  Paris.     1844.     5  fr. 

Lafremoire,  H.  Ch.  de:  Trait^  ^^mentaire  de  g^om^trie  de- 
scriptive,  renferment  la  partie  exig^e  pour  Fadmission  aux  ^coles 
Polytechnique,  militatre,  navale  et  forestiere  etc.  Tome  1.  lü-8. 
Tome  II.    In -8.     Avec  1^  planches.     Paris.     1844.    5  fr. 

Wichmann,  M.  L.  G.:  Proprietates  maxime  insignes  pentagoni 
sphaerici  cujus  singulae  quinque  diagonales  quadranti  aequales  ejusgne 
projectionum  in  planum  tum  centralis  tum  stereographicae.  (Mit 
1  Figurcutafel.)     Göttingen,    i  Thlr. 

Ein  neuer  Lehrsatz  der  Stereometrie.  Eine  Beilage 
zu  allen  stereometrischen  Lehrbüchern.  Von  Karl  Koppe^ 
Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest.    Essen.  1843.  8.  Oggr. 

Diese  kleine  Schrift  liefert  einen  elementaren  Beweis  des  schon 
früher  von  dem  Verfasser  mit  Hülfe  der  Integralrechnung  gefunde- 
nen ^  und  in  Crelle^s  Journal  Bd.  XVlIl.  Heft  3.  mitgetheilten 
Satzes  über  eine  gewisse  Art  vo»  Körpern,  die  der  Verfasser 'nach 
dem  Vorschlage  des  Herrn  Geheimen  Oberfinauzraths  Beuth  io 
Berlin  jetzt  Obelisken  genannt  hat.  ii^in  anderer  elementarer 
Beweis  dieses  Satzes  von  Steiner  findet  sich  in  Crelle's  Jour- 
nale Bd.  AXlll.  H.  3.,  dürfte  sich  aber  seiner  Scharfsinnigkeit 
ungeachtet  allerdings  für  den  Elementarunterricht  nicht  so  eignen 
wie  der  iu  der  vorliegenden  Schrift  getcehene  Beweis.  Wir  empfeh- 
len daher  diese  kleine  Schrift  den  Lehrern  der  Mathematik^  da  wir 
der  Meinung  sind,  dass  der  Satz  io  den  stereometrischen  Elemen- 
tarunterricht aufgenommen  zu  werden  verdient.  In  einem  Anhange 
ist  noch  über  die  Ausmessung  der  Fässer  auf  elementarem  Wege 
gehandelt.  Hiebei  denkt  sich  der  Verfasser  ein  Fass  als  einen  Tfieil 
eines  durch  Umdrehnng  einer  Ellipse  um  ihre  Hauptaxe  entstande- 
nen Sphäroids,  abgeschnitten  durch  zwei  auf  der  Axc  senkrechte 
und  'Vom  Mittelpunkte  gleich  weit  entfernte  Ebenen.  Die  von  dem 
.Verfasser  gefundene  Regel  ist  ihrem  Ausdrucke  nach  mit  der  nach 
^•^"**beiPt- benannten  Fassregel  einerlei.  Nur  aber  müssen  wir  he- 
*^.  1^  dieser  )et;eteren  Regel  eine  ganz  andere  Entstehung 
''V'BinliiCiniDde  liegt,  als  die  vom  Verfasser  angenommene, 
lel  Lambert   ein  Vass    auf  folgende  Art   erzeugt  wird. 
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AB  sei  ^in  aus  dem  Mittelpankte  C  mit  dem  Halbmesser  ACz=,  BC 
beschriebener  Kreisbogen ,  und  CM  sei  der  nach  dem  Mittelpunkte 
M  dieses  Kreisbogens  gezogen«  Halbmesser  desselben.  Errichtet 
»an  nun  in  einem  beliebigen  Punkte  dieses  Halbmessers' eine  senk- 
rechte Linie  DE^  fällt  auf  dieselbe  von  den  Bndpunkten  A  und  B 
des  Bogens  AB  die  Perpendikel  AD  und  BE^  und  denkt  sich  die 
Figur  ABDE  um  die  Linie  DE  wie  um  eine  feste  Axe  herumge- 
dreht, so  stellt  der  auf  diese  Weise  entstandene  Körper  ein  Fuss 
dar.  Für  solche  Fässer  ist  die  Lnmbert'sche  Regel,  die  bekanntlich 
Lei  der  ßerechnung  des  Inhalts  dieser  Gefässe  bei  Weitem  am  häu- 
figsten gebraucht  wird,  schwerer  zu  beweisen.  Oass  der  von  dem 
Verfasser  für  seine  Regel  bei  der  von  ihm  angenommenen  Knt- 
stehungsart  der  Fässer  gegebene  Beweis  so  leicht  und  einfach  aus- 
fallen konnte,  ist  nicht  zu  verwundern,  weil,  wie  aus  der  elemen- 
taren Lehre  von  den  Kegelschnitten  bekannt  ist.  die  Formel  für  den 
cuhischen  Inhalt  eines  elliptischen  S]ihärnids  ohne  alle  Schwierig- 
keit gefunden  werden  kann.  Immerhin  wird  aber  auch  die  von  dem 
Verfasser  gegebene  Fassregel  bei'm  mathematischen  Blemeotarun- 
terrichte  zweckmässig  benutzt  werden  können,  und  zwar  um  so  mehr 
und  mit  desto  grösserem  Nutzen,  weil  dieselbe  mit  der  vielgebrauch- 
ten Lnmbert^scben  Regel  einerlei  ist,  wenn  auch  letztere  allerdings 
«ine  andere  Entstehungsart  der  Fässer  voraussetzt,  was  nie  unbe- 
achtet bleiben  darf.  Uebrigens  aber  wird  man  auch  der  Natur  der 
Sache  nach  über  die  eigentliche  Entstehungsart  dieser  Gefässe  nie 
^anz  AuPs  Reine  kommen  können,  und  jede  Fassregel  nothwendig 
auf  einer  willkührlichen  Voraussetzung  beruhen  müssen. 

O'Brien,  M.:  Treatise  on  Plane  Coordinate  Geometry;  or,  the 
Application  of  the  Method  of  Coordinates  to  the  Solution  of  Pro- 
blems in  Plane  Geometry.  Part.  L  8.  London.  1844.  Plutes, 
boards.    9 


Grundzüge  der  Theorie  der  Kegelschnitte  auf  rein 
elementare  Betrachtungen  gegründet  von  A.  Jacobi, 
Liieutenant  iu  der  Preussischen  6.  Artillerie-Brigade. 
Breslau.    1844.    8.    6  ggr 

In  dieser  kleinen  empfehlenswerthen ,  übrigens  zum  Theil  nur 
iledeatungen  enthaltenden  Schrilt,  sinil  die  Haupteigeu.schufien  der 
Kegelschnitte  im  ^»inne  der  neueren  Gcumctrie  entwickelt. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  höheren  Klassen 
<ler  Gymnasien  u.  s.  w.  von  Dr.  J.  Götz.  Erster  Theil. 
bie  Elemente  der  Kegelschnitte.   Leipzig.   1844.  8.    12ggr. 

Die  l^ehre  von  den  Kegelschnitten  ist  in  dieser  Schrift  nach 
der  gewöhnlichen  gemischten  algebraisch -geometrischen  Methode 
abgehandelt.  Hin  und  wieder  hätte  der  Herr  \erfas8er  wohl  auf 
die  Quellen  verweisen  können,  aus  denen  er  allem  Anscheine  nach 
geschöpft  hat.  Indess  kommt  darauf  bei  einem  Elementarbuche 
nichts  an,  und  es  soll  daher  hiedurch  keineswegs  ein  Tadel  der 
Schrift  an  sich  ausgesprochen  sein. 

Anhang  zu  dem  Elementar-Lehrbuch  der  dynamischen 
Wissenschaften  vonA.  Brix.  Enthaltend  eine  Zusammen- 
stellung der  wichtigsten  Theorieu  aus  der  niedern  Ana- 
lysis,  (Turvenlehre  und  Stereometrie. 


282 

Diese  neue  Auflage  des  Anhangs  zu  des  Herrn  Verfassers  in 
vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Elementar -Lehrbucke  der  Sta« 
tik  fester  Körper,  dessen  erste  Auflage  1831  erschienen  ist,  ist  frfi* 
her  gedruckt  worden  als  die  neue  Auflage  der  Statik  selbst,  und 
wohl  nach  oicht  in  den  Buchhandel  gekommen.  Der  Herr  Verfas- 
ser hat  aber  diesen  Anhang  dem  Herausgeber  des  Archivs  vorzüg- 
lich aus  folgendem  Grunde  schon  jetzt  mitzutheilen  die  Güte  ge- 
habt. 

In  §.  49.  und  §.  50.  sind  nämlich  die  nachstehenden  dem  Ver^ 
fasser  eigenthürolichen.  Sätze  von  der  Ellipse  bewiesen,     v 

Die  Berührungslinien,  welche  durch  die  Endpunkte  zweier  con-- 
jugirter  Durchmesser  einer  Ellipse  an  dieselbe  gezogen  werden 
könneui  nennt  der  Herr  Verfasser  der  Kürze  wegen  conjugirte 
Tangenten,  und  beweist  dann  zunächst  den  folgenden  interes- 
santen Satz: 

Die  Durchschnittspuokte  aller  conjugirten  Tangenten  einer  EU 
lipse  liegen  in  dem  Umfange  einer  mit  derselben  concentriscben 
Ellipse,  deren  Achsen  die  Diagonalen  von  den  Quadraten  aas  den 
Achsen  der  ersten  Ellipse  sind;  woraus  sich  ferner  die  folgenden 
Zusätze  ergeben: 

1.  Die  sich  gegenseitig  begränzenden  Tangenten  der  innern 
Ellipse  sind  für  die  äussere  Ellipse  conjugirte  Sehnen. 

2.  Das  von  diesen  Sehnen  gebildete  Parnllelogramm  hat  einen 
für  alle  Lagen  desselben  unveränderlichen  Inhalt,  welcher  gleich 
dem  Rechtecke  aus  den  beiden  Axen  der  innern  ^Ellipse  ist. 

3.  Verlängert  man  die  conjugirten  Durchmesser  der  innern 
Ellipse  bis  an  den  Umfang  der  äussern,  so  bilden  sie  für  letztere 
ebenfalls  conjngirte  Durchmesser,  deren  Längen  man  findet,  wenn 
man  die  der  ionern  Ellipse  mit  ^2  multiplicirt. 

Wegen  dieser  verschiedenen  Analogien  nennt  Herr  Brix  die 
äussere  Ellipse  die  conjugirte  der  innern,  und  beweist  dann  in 
§.  50.  noch  den  folgenden  Satz: 

Der  Inhalt  der  äusseren  oder  conjugirten  Ellipse  ist  immer  dop- 
pelt so  gross  wie  der  der  innern  Ellipse. 

Wen  nun  in  dem  im  4ten  Hefte  des  4ten  Theils  des  Archivs 
abgedruckten  Aufsatze  des  Herrn  L.  Mossbrugger  zu  Aarau 
nahe  verwandte  Gesetze  vorkommen,  so  hat  Herr  Brix  schon  unter 
dem  lOten  April  d.  J.  gerade  um  die  Zeit,  wo  das  erwähnte  Heft 
des  Archivs  ausgegeben  worden  war,  den  Herausgeber  des  Archivs 
aufgefordert,  das  obige  Verhältniss  aufzuklären,  und  namentlich 
auch  zu  bemerken,  dass  die  neue  Auflage  des  Anhangs  zu  der  Sta- 
tik schon  vor  8  Monaten  gedruckt  worden  ist,  um  sich  bei  dem 
späteren  Erscheinen  der  neuen  Auflage  seines  Buchs  im  Buchhan- 
del in  keiner  Weise  dem  Vorwurfe  auszusetzen,  Herrn  Moss- 
bruggers  Arbeit  mit  Stillschweigen  übergangen  zu  haben.  Dass 
sich  der  Herausgeber  dieser  Pflicht  gegen  Herrn  Brix  durch  das 
Obige  sehr  gern  und  bereitwilligst  entledigt  hat,  braucht  derselbe 
wohl  nicht  erst  noch  besonders  zu  versichern. 
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Praktische'  Geometrie. 


Lehrbach  einer  neuen  Methode  des  Feldmessens,  Von 
E.  Schott.     Berlin.     1844.     1  Thlr.  8  ggr. 

Diese  neue  Methode  des  Feldmessens  kommt,  um  sie  nur  ganz 
in  der  Kürze  einigermaassen  zu  charakterisiren,  darauf  hinaus,  das's 
mittelst 'eines  eignen  in  der  Schrift  beschriebenen  Instruments  nn* 
mittelbar  die  Verhältnisse  der  Seiten  rechtwinkliger  Dreiecke  zu 
einander  bestimmt,  und  dann  diese  Data  zur  Berechnung  der  ge- 
suchten Grössen  benutzt  werden.  Ausser  der  Beschreibung  der  Ein- 
richtung und  des  Gebrauchs  des  Instruments  ist  der  ganze  übrige 
Inhalt  der  Schrift  —  deren  Preis,  beiläufig  gesagt,  im  Verhältniss 
zu  ihrem  Umfange  und  Inhalte  unverantwortlich  hoch  ist  —  für 
einen  Jeden,  wer  mit  den  Elementen  der  Mathematik  bekannt  ist, 
—  und  diese  Renntnisise  sollte  man  doch  wohl  billig  von  jedem  Feld- 
messer verlangen  —  völlig  unnütz.  Dass  übrigens  diese  neue  Mes- 
suugsmethode  Beifall  fiuden  werde^  müssen  wir  in  Jeder  Beziehung 
sehr  bezweifeln.  Auch  hätte  der  Verfasser  theoretische  Untersu- 
chungen über  den  Grad  der  von  derselben  gewährten  Genauigkeit 
anstellen  sollen,  was  ganz  unterlassen  worden  ist. 

Bonnycastle,  J.:  An  Introduction  to  Mensuration  änd  Practieal 
Geometry,  with  Notes  cootaining  the  reason  of  every  rule.  — 
19th  edit.  corrected  and  improved  by  S.  Maynard.  12mo.  London» 
1844.    4  sh.  6  d. 

A  Key  to  the  same.    12mo.    4  sh. 


Mechanik. 


Hart,  A.  S.:  An  Elementary  Treatise  on  Mechanics.  Duhlin. 
1844.    ^  sh. 

Stamkart,  J.  F.:  lets  oyer  het  grondbeginsei  der  virtuele  snel- 
heden,  toegepast  op  de  beweging  der  wipbruggen,  yoorgedragen  in 
de  wetenscbappelijke  wintervergaderingen  van  het  wiskundiff  ge- 
nootschap:  „Ben  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven,  den 
13den  Maart  1843.  gr.  8vo.  Te  Amsterdam,  bij  Weijtingh  en  van 
der  Haart,    f.  1,  20. 

Manuale  pratico  di  idrodinamica.  Con  an  appendice  contenente 
it  testo  di  aicune  leggi  relative  alle  acque.  Ad  uso  dcgli  ingegneri 
ed  agenti  di  campana.  Di  F.  Colombani.  Milano.  lo42.  In -8.; 
tabella  a  stampa  e  tavole  inttgliate  in  foglio.    6. 

Ueber  den  Anhang  zu  Brix  Elementarlehrbuche  der  dy« 
namiscben- Wissenschaften  8.  m.  Geometrie. 
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Praktische  Mechanik. 


Elementare  Berechnung  des  Widerstandeti  prismftti- 
scher  Körper  gegen  Biegung.  Von  Herrn  Brix.  Aus  den 
Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Ge^ 
werbfleisses  inPreussen  besonders  abgedruckt.  Berlin. 
1844,  ^4.  - 

In  dieser  besonders  allen  den  Lehrern,  denen  eine  elementare, 
die  höhere  Analysis  nicht  in  Anspruch  nehmende  Behandlung  der 
mechanischen  Wissenschaften  bei  ihren  Vorträgen  obliegt,  zu  em- 
pfehlenden Schrift  hat  der  Verfasser  den  auf  dem  Titel  genannten 
wichtigen  Gegenstand  der  praktischen  Mechuoik  auf  ganz  elemen- 
tarem Wege  behandelt,  und  ist  dabei,  wie  dies  immer  zu  geschehen 
pflegt,  wenn  man  bei  der  Behandlung  eines  Gegenstandes  einen 
neuen  Weg  einschlägt,  auch  auf  manche  neue  8ätze  geltihrt  wor- 
.den,  in  welcher  Beziehung  wir  den  Leser  u.  A.  auf  die  in  §.  4. 
und  §.  5.  aufgestellten  allffemeiden  Gesetze  hinweisen,  durch 
welche  die  elementare  und  einfache  Darstellung  des  fraglichen  Ge- 
genstandes in  dem  Umfange,  in  welchem  der  Verfasser  dieselbe  in 
dieser  Schrift  durchgeführt  hat^  vorzüglich  möglich  gemacht  und 
bedingt  wurde.  Daher  ist  die  Wissenschaft  auch  in  materieller  Be- 
ziehung in  dieser  beachtungswerthen  Schrift  keineswegs  ganz  leer 
ausgegangen. 

Demme,  Andr.  Valenf.:  Der  praktiscbe  Maschinenb-uer.  16te 
Liefer.   8.   Mit  20  Tafeln  Abltildangeii.   Quedlinburg.   1844.   2  Tblr. 

12  ggr. 


Optik. 


Hunt,  researches  on  light:  an  examination  of  all  the  pheno- 
mena  connected  with  Ihe  ciremical  and  molecular  clianges  produ- 
ced  by  the  influence  of  the  solar  rajs,  emhracing  all  tbe  known 
Photographie  processes,  and  new  discoveries  in  the  art.  London. 
1844.    10  sh.  6  d. 


Astronomie. 


Stern,    Moriz    A.:     Himmelsknnde,    Volksfasslicb    bearbeitet. 
1.  Bdchn.    8.     Karlsruhe.     1844.    9  ggr. 
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Poppe,  Dr.  J.  U.  M. :  Die  Krd-  und  Himmelskunde,  im  Lichte 
der  neuesten  Zeit.  Eine  gedrängte  populäre  Darstellung  der  ostro- 
nomischen  Wissenschaften  für  Leser  aus  allen  Ständen.  Mit  13  Ab- 
bildungen auf  4  Taf.     1.  Lief.    gr.  8.    Zürich.     1844.     1^  ggr. 

Sachs,  S.,  Königl.  pension.  Buuinspector  zu  Berlin:  Axen-Pa- 
rallelisnius.  Eine  Denkschrift  über  die  wahre  Luge  der  Sonnen- 
und  Erdachse  im  Welträume.  Durch  eine  Maschine  erläutert,  gr.  8. 
Berlin.     1844.    4  ggr. 

Derselbe:  Diagonon,  eine  Maschine  lur  versinnlichten  An- 
schauung der  sphärisch  -  astronomischen  Kreise  und  Winkel,  wie 
solche  in  Folge  der  täglichen  Axendrehung  der  Erde  am  Himmel 
gedacht  werdeu.     Berlin.     1844.    gr.  8.     8  ggr. 

Astronomie.  Le  Plan^taire,  pour  servir  a  d^montrer  diffi^rens 
phenom^nes  qui  ont  lieu  dans  notre  sjsteme  solaire;  pur  M.  le  ha- 
roo  de  Montchauvel.    In -4.    Paris,    1844. 

Bonnycastle's  lutroduction  to  Astronomj.  New  Edition,  bj 
Professor  Yonng.    London.     1844.     12mo.    9  sh.  cloth. 

Pinnock's  Astronomy  raade  Easy;  infended  for  the  use  of  Young 
Cbildren.  18mo.  London.  1844.  With  numerous  engravings, 
cloth  1  sh.  6  d. 

_  # 

Kerigan,  T.:  Practical  Treatise  on  the  Bclipses  of  the  Sun  and 
Moon,  and  the  Deflection  of  the  Moon  änd  Planets,  explaining  their 
Caicttlation  hy  Simple  and  Direct  Methods,  with  Bemarks  on  the 
Anomalies  of  the  Present  Theory  of  the  Tides,  the  Superior  At- 
traction  of  the  Sun  over  that  of  the  Moon  at  the  surface  of  the 
Barth  etc.     8.     cloth.    4  sh. 

EfTemeridi  astronomicho  di  Milano  per  Panoo  bisestile  18i4, 
calcolttte  dttir  abute  Giovunni  Cupelli  e  da  Curzio  Buzzetti.  Con 
appendice  di  memorie  ed  observazioni  astronomiche.  Mailand.  1844. 


Ahnanacco  nautico  per  Panno  1843,  con  numerose  tavole  astro- 


i.  r.  spccula  di  Vienna;  2)  Trattati  e  convenzioni  di  commer- 
cio  e  di  navigazione  fra  PAostria  e  le  dii-erse  potenze.  Venezia. 
1842. 

Almanacco   nautico  per  l'anno   1844,  pubblicato  dal  ingegnere 
dott.  Vincenzo  Gallo.     8.    Triest.  1843. 
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Pliy  si  k. 


Pesche],  C.  F.:  Lehrbuch  der  Physik,  nach  dem  gp- 
genwärti^en  Standpunkte  dieser  Wissenschaft  bearbei- 
tet, zum  Gehrauche  bei  Vorlesung^en  auf  höheren 'Gym- 
natfien  und  mit  besonderer  Berücksichtigung'  von  Mili- 
tairbildungsanstalten.  ffr.  8.  Mit  13  Steiiitafeln  in'gr.4. 
und  25  Tab.    Dresden.     1844.     Cart.  in  Leinw.    6  Tbir. 

Das  Werk  «ist  nun  vollständig  erschienen.  M.  vergl.  Literar. 
Ber.  No.  VII.  S.  113.  Auch  die  zweite  Ahtheiiung  lässt  kein«  be- 
sonderen Eigeuthiimlichkeiten   erkennen.     Der  Preis  ist  sehr  hoch. 

Brandes:  Vorlesungen  über  die  Naturlehre  für  Leser,  denen 
es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehlt.  2te  verm.  und  verb. 
Ausgabe,  besorgt  von  C.  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  U.  Michaelis. 
Mit  Kupfern.    2te  Lief.    gr.  8.    Leipzig.     1844.     1  Thlr. 

Meissas:  La  physiaue  facilement  apprise.  .Notions  ^lementaires 
de  physique.  Pet.  in  18.  (Aussi:  No.  151.  du  Pantheon  classique 
et  litt^raire)  avec  figures.    Bruxelles.     1844.    6  ggr. 

Om'den  fordelaktigaste  construction  af  theripo-elektriska  ap- 
parater. Präs.  Adolf  Ferdinand.  Svaiiberg,  Physices  Professor; 
liesp.  Adolf  Törnsten.    Stockholm.    1844.    8  sid  4to,  med  1  pl. 

Annalen  fürMeteoroIogie,  Erdmagnetismus  und  ver 
wandte  Gegenstände,  redigirt  von  Gruncrt,  Koller 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quctelet,  Sticffel,  heraus 
gegeben  von  Dr.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1843.  Heft  VlIL  Windrichtung  und  Stärke  un 
Bewölkung  des  Himmels,  1841  und  1842,  beobachtet  an  der  k 
Sternwarte  bei  Müiiciteu.  —  Stündlicher  Gang  der  Temperatur  un 
des  Luft-  und  Dunstdruckes,  beobachtet  im  Juhre  1843  an  de 
k.  Sternwarte  bei  München.  Zweite  Julircshälfte.  —  Resultate  uu 
den  Beobachtungen  der  Temperatur  des  Bodens,  welche  in  dei 
Jahren  1837  —  1842  in  Upsala  aufgezeichnet  wurden,  mitgetheil 
von  Herrn  Dr.  Angström,  Observator  der  Sternwarte  in  Upsala.  - 
Meteorologische  Beobachtungen  in  Leipzig  und  Würzburg.  —  Mag 
netische  Beobachtungen  vom  Juni  bis  December  1843,  aufgezeich 
net  im  magnetischen  Observatorium  der  k.  Sternwarte  bei  München 
•—  Meteorologische  Beobachtungen  zu  Freising,  angestellt  vom  Hm 
Lycealprofessor  Meister.  —  Höhe  der  Isar  bei  Freising,  aus  de 
täglichen  Beobachtungen  des  k.  Werkmeisters  Herrn  Lang,  berecb 
net  und  mitgetheilt  von  Herrn  Professor  Meister.  —  Vermischt 
Nachrichten  vom  Herausgeber:  Herrn  Sabines  Contributions  to  Ter 
restrial  Magnetism  No.  IV.  und  V.  Obscrvatioos  on  days  of  unnsua 
magnctical  disturbancc  made  at  the  British  coioiiial  observatories 
Meteorologische  Beobuclitungen  des  Herrn  P.  Stephan  Postlmayer 
Prior  des  Benedictinerklosters  in  Ottobeuern.  Gleichzeitige  Tem 
peraturbeobachtung  der  Moosach  und  Isar,  1842;   von  Hrn.  Lyceal 
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profesBor  Meisler  in  Freysiop^.  Auszüge  aus  zwei  Briefen  des  Herrn 
Colla,  Ilirectors  des  lueteorolügiscüeo  Obversatoriums  in  Parom, 
an  den  llerausgebef.    Uebersicbt  der  meteorologiscben  Beobacbtun- 

gen   in  Grönland  und  Labrador,  dann   in  Kisbnagur  in  Bengalen, 
eobacbtungen  von  Herrn  Professor  Loomis  in  Hudson. 

Jabrgang  1844.  Heft  IX.  Meteorologische  Beobachtungen 
in  Ascbaftenburg  im  Jabre  1842  von  Herrn  liector  und  Professor 
Dr.  Kittel.  Monatmittel  der  meteorologischen  Beobachtungen  zu 
Schössl  im  Jabre  1841  uAd  .1842  nach  den  Beobacbtun^:s8tunden,  und 
allgemeine  Zusammenstellung  für  die  Jahre  1839,  1840,  1841,  1842, 
von  Herrn  Anton  Bayer.  —  T^ägliche  meteorologische  Heobachtun- 

gen  in  Hof,  dann  Bewölkung  und  Windrichtung  in  Würzburg  und 
ewölkuiig  in  Leipzig  im  Jahre  1842.  —  Tägliche  meteorologische 
Beobachtungen  in  Ofen  im  Jabre  1842,  von  Herrn  Prof.  Mayer,  Di- 
recto'r  der  Sternwarte.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  Salzburg^ 
1843,  von  Herrn  Prof.  Kottinger."—  Meteorologische  Beobachtungen 
in  Bensberg  bei  Köln  am  Hhein  im  Jahre  1843,  von  Herrn  Voigt, 
k.  preuss.  Lieutenant  und  Lehrer  im  Cadetten- Corps.  — ^  Versuch 
einer  ersten  genäherten  Bestimmung  der  Höhe  von  München  über 
den  mittleren  Spieffel  der  Ostsee,  von  Herrn . Professor  Grunert  in 
Greifswald  *).  —  Magnetische  Declination  in  Brüssel,  von  Herrn  Di- 
rector  Quetelet.  —  Monatliche  Mittel  der  meteorologischen  Beob- 
achtungen an  der  k.  Saline  in  Reichenhull.  —  Magnetische  Stö- 
rungen, beobachtet  in  München  im  Jahre  1843.  —  Resultate  aus  den 
meteorologischen  Beobachtungen  in  Breda  1843,  von  Herrn  Prof. 
Wenckebach.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  Dtrecht  1843, 
von  Herrn  Prof;  van  Rees.  —  Bemerkung  über  die  Berechnung  des 
«littleren  Barometer«  und  Thermometerstandes,  nebst  Tafel  für 
1841,  1842,  1843,  vom  Herausgeber.  ~-  Lufttemperatur  in  hundert- 
tbeiligen  Graden,  und  Luftdruck  in  Millimetern  auf  dem  Faulborn 
in  der  Schweiz,  von  Herrn  Prof.  Martins  in  Paris.  —  Meteorolof(i- 
scbe  Beobachtungen  auf  dem  Hoheupeissenberg  1843,  von  Herrn 
Pfarrer  Ott.  —  Monatliche  Mittel  der  meteorologischen  Beobachtun- 
gen in  Gunzenhausen,  Burglengeofeld,  Uftenheim,  Ansbach,  Neu- 
stadt a.  d.  A.  und  Mallersdorf.  —  Meteorologische  Beobachtunp;en 
in  Western,  Reserve  College  in  Hudson,  anffestellt  von  Herrn  Pnif. 
Loomis.  —  Bemerkungen  über  die  in  Cpsala  während  der  Jahre 
1838  — 1841  beobachteten  Bodentemperaturen  von  Herrn  Dr.  Ang- 
ström,>  Observator  der  Sternwarte  in  Upsala.  —  Vermischte  Nach- 
richten vom  Herausgeber.  Magnetischer  Theodolit.  Mittheilungen 
von  Herrn  Hofrath  Mädler  und  Herrn  Professor  Meister. 

Schumacher:  Die  Krystallisation  des  Eises,  gr.  8.  Leipzig. 
2  Thir. 


*)  Das  Resultat  dieser  meiner  ersten  Bestimmung  der  Höhe  Yon  München 
über  dem  Nullpunkte  meines  Barometers  ist  1025,4  par.  Fuss.  Die 
Höhe  des  Nullpunkts  meines  Barometers  ijber  dem  luittlern  Spiegel 
der  Ostsee  ist  erst  noch  durch  ein  Nivellement  auszumitteln,  und  wird 
später  mitgctheilt  werden. 
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Vermischte  Schriften. 


Bulletin  de  la  classe  physico-mathdmatique  de  Tacademie  impe- 
riale des  Sciences  de  St.  Fetersbourg.  Tome  III.  en  24  Nrs. 
gr.  10-4..    8t.  Petersburg.     1844.     R.  2. 

Tbe  Senate  Uonse  Problems.  For  1844.  Witb  soIutions  bj 
Matthew  O^Brien,  Robert  Leslie  Ellis,  Moderaturs.  Cambridge. 
1844.    4.    4  sb.  6  d. 

Cambridge  Matbematical  Misccilany.  Fdited  by  Prof.  Pierre. 
1844.    ^uarterly.    Cambridge.    5  Thir.  8  ggr. 


Preisaufgabe  der  Jablonowski'scben  Gesellscbaft  zu 

Leipzig  für  1845.* 

Es  sind  noch  einige  Bruchstücke  einer  von  Leibnitz  erfundenen 

feometrischen  Charakteristik  übrig,  in  welcher  die  gegenseitigen 
^agen  der  Orte,  ohne  die  Grösse  von  Linien  und  Winkeln  zu  Hülfe 
zu  ziehen,  unmittelbar  durch  einfache  Syrobole^bezeichnet  und  durch 
deren  Verbindung  bestimmt  werden,  und  die  daher  von  unserer  al- 
gebraischen und  analytischen  Geometrie  gänzlich  verschieden  ist. 
Es  fragt  sieb,  ob  nicht  dieser  Calcul  wieder  hergestellt  und  weiter 
ausgebildet  oder  ein  ihm  ähnlicher  angegeben  werden  kann,  was 
keineswegs  unmöglich  zu  sein  scheint.  Gott.  Anzeigen.  1834.  'S. 
1940.  (Eiusendungstermin  Iste  November  1845.  An  den  Sekretair 
der  Gesellschuft.  Die  Freisschriften  können  auch  deutsch  verfasst 
sein.  Vorzüglich  hat  man  nachzusehen:  Ch.  Hugenii  aliorumque 
seculi  XVII.  viroruni  celcberrimorum  ezercitationes  mathemuticae, 
edd.  J.  Cylenbroek.  Hagae.  1823.  Pasc.  II.  p.  6,  Diese  Preis- 
aufgabe scheint  uns  besondere  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  und 
die  Lösung  derselben  eine  sehr  verdienstliche  Arbeit  zu  sein.    G.) 


Literaorischer  Bericht 


Schriften  Aber  Unterrichtsmethode. 


Prop^ramme  officiel  «des  matieres  d'examen  du  baccalaur^at  ^s 
scieoces  math^matiqnes  et  physiques.    ln-12w    Paris«    1844. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Ohm,  M. :  Die  reine  Elementar -Mathematik,  zum  Gebrauche  an 
höhern  technischen  Lehranstalten,  besonders  aber  an  Gymnasien 
und  zum  Selbstunterrichte  beai^beitet  und  mit  sehr  vielen  (Jebungs- 
beispielen  versehen.  1.  Bd.  Die  Arithmetik  bis  zu  den  höhern  Glei- 
chungen. 3te  mit  einer  vollständigen  Beispielsaibmlung  verisehene 
Auflage.    8.    Berlin.    1844.    2^  Thir. 

Grundriss  der  reinen  Mathematik,  oder  Leitfaden 
für  den  Unterricht  in  der  gesammteni  ßlementar-Mathe- 
matik«  Zum  Gebrauch  für  die  oberen  Klassen  der  Gym- 
nasien und  höheren  Lehranstalten.  Von  J.  C.  H.  Lud»- 
wieg,  Artillerie  -  Capitain  a.D.,  Oberlehrer  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Gymnasium  zu  Stade.  Erste  Ab- 
theilung. Arithmetik  und  Algebra.  Mit  Einschluss  der 
Combinationslehre  und  einiger  Theile  der  höhern  Alge- 
bra.    Hannover.     1844.    8.     l^hlr.  4  ggr. 

Nach  der  Angabe  des  Herrn  Verfassers  in  der  Vorrede  ist  die- 
ser Grundriss^  dessen  erste  Abtheilung  hier  vorliegt,  im'  Sinne  sei- 
ner grösseren  Lebrbilclier  (Liehrbneh  der  Arithmetik  und  der  An« 
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fangfs^riinde  der  Algebra.  2te  AuBage.  Hannover.  1835.  —  Lebr- 
buch  der  ebenen  Geometrie  und  Trigonometrie.  2te  Aufl.  Hannover. 
1839.  —  Lehrbuch  der  Stereometrie  und  spbäriffchen  Trigonometrie. 
Hannover.  1840.),  und  mit  Bezugnahme  auf  dieselben  ausgearbeitet. 
Dieser  ersten  Abtbeilung  sind  tür  den  Unterricht  in  Prima  einige 
Ka|>itel  aus  der  höheren  Algebra  beigefügt  worden.  Der  Vortrag 
des  Verfassers  ist  deutlich,  wie  schon  aus  seinen  früheren  Lehrbü- 
chern hinreichend  bekannt  ist. 

Leitfaden  für  den,  mathematischen  Elementarunter- 
richt in  Handels-  und  höHem  Bürgerschulen.  Von  Dr. 
Julius  Michaelis,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  öffent- 
lichen HandeUl«liraB«tali  Btt  Leinsig.  LeiBiig.  1844.  8. 
12  ggr. 

Ein  ganz  kurzer,  völlig  elementar  gehaltener,  deutlich  ge- 
schriebener Leitfaden  für  den  Unterricht  in  den  Anfangsgründen 
der  ebenen  Geometrie,   Stereometrie,  Buchstabenrechnung  und*A]'- 

febra,  und  der  ebenen  Trigonometrie,  der  seinen  nächsten,  auf 
em  Titel  angegebenen  Zweck  gut  zu  erfüllen  scheint.  Die  Be- 
weise und  Aiiflösungan  tind  nirgends  «usgeiühft,  son^rs  überall 
nur  angedeutet.  Die  auf  S.  70.  und  S.  71.  angegebenen  Näherungs- 
constructionen  und  manche  andere  für  das  geometrische  Zeichnen 
nützliche  Constructionen  sind  in  der  vorliegenden  Schrift  ganz  an 
ihrem  Orte.  Der  Druck  und  dßß  Papier,  so  wie  a^ch  die  einglDdrnck- 
ten  Holzschnitte  lassen  nichts  zu  wünschen  ührig. 

Benecken:  Lehrbuch  der  Mathematik.  Ister  Theil:  die  ebene 
Geometrie,   gr.  8.   Mit  1  FigurentafeK   Quedlinburg.  1844.    10  ggr. 


Arithmetik. 


Uandbucib  der  besondern  und  allgemeinen  Arithme- 
tik für  Praktiker,  zunächst  für  daa  Selbststudium  ge* 
meinverständlich  abgefasst  von  Dr.  L.  C.  Schulz  t.  Straas- 
nitzki,  öffentl.  ordentl.  Professor  der. Mathematik  am 
k.  k.  polytechpischen  Institute  zu  Wien.  Wien.  1844.  8. 
3  Thlr. 

Der  Inhalt  dieses  empfehlenswertheo ,  sehr  deutlich  gesekriehe^ 
Den,  mit  vielen  Beispielen  ausgestatteten  Handbuchs  entspricht  ganz 
seinem  auf  dem  Titel  angegebenen  Zwecke. 

Leitfaden  der  allgemeinen  Arithmetik  für  Gymna- 
sien, Real-  und  höhere  Bürgerschulen,  «so  wie  fürHans- 
lehrer  und  zum  Gehrauche  beim  Selbstunterrichte.  Von 
Dr.  A.  Wigand,  Lehrer  der  Mathematik  und  zweitem  Col- 
legen  an  der  Realschule  im  Waisenhause  zu  Halle.  Halle. 
1844.    8.    10  ggr.  , 

Dieser  .deutuch  ,v?rfasste  karae  Leitfaden  efaineckiiaieli  über 
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ilie  ^ewöhniielien  Elenente  der  aligeMeineD  Arithmetik  und  Alge* 
bfa  in  liemlicher  Vollitändiffkeit.  Auf  die  Auflösung  der  quadrati* 
sehen  Gleichnngen  nittelst  der  goniometrischen  Functionen  ist  auch 
Rücksicht  genommen.  Bin  Nachtrag  enthält  die  Lehre  von  den 
Decimalbriicheu,  wofür  der  Grund  in  der  Vorrede  angegeben  ist. 

Thomson»  J.:  An  Elementarjr  Treatise  on  Algebra,  Theoretical 
aud  Practica!.     12mo.    London.     1844.    clotb.  5  s. 

Watson,  W.:  Kasy  and  Comprehensive  Introduction  to  Algebra, 
designed  for  the  use  uf  SchooU,  with  plaio  and  familiär  Examples, 
and  numerous  Notes  and  Observations,  intended  as  Aids  to  Private 
Mtudeuts.  2d  edition,  much  improved  and  enlargcd.  12mo.  bound. 
3  ah. 

Elementor-L&robok  i  Algebra  af  E.  G.  Björiing.  Sednare  De« 
ten,  Andra  upplagan  af  Författarens  „Klementar«Afhandling  om 
Logor.  och  Serier.     Upsala.     1844. 

M.  vergl.  Literar.  Beriebt.     No.  XIII.   S.  195. 

Schortrede,  R.:  Logarithmic  Tables  to  Seven  Places  of  Deci- 
mals;  confaining  Logaritbms  to  numbers  from  1  to  120,000,  num- 
bers  to  Logaritbms  frum  0  to  100,000,  Logaritbmic  Sines  and  Tan- 
geots  to  every  Secood  of  the  Circle,  with  Arguments  in  Space  und 
Time,  and  new  Astronomical  and  Geodetical  Tables,  Royal -8vö. 
Bdinburgh.     1844.    cloth  4  L.  4  s. 

Theorie  de'r  Lotterie -Anleben  nebst  einer  Methode 
den  Werth  eines  Kapitals  bei  verschiedenem  Zinsfusse 
und  den  hieraus  sico  ergebenden  Curs  zu  bestimmen, 
mit  Rücksicht  auf  die  Grossherzoglicb  BadischeoStaats- 
Anlelien.  Von  Dr.  L.  Oettinger,  ord.  Öffentl.  Professor 
der  Mathematik  au  der  Universität  zuFreiburg  iuBreis- 
gau.     Frei  bürg.     1844.    8. 

l)a  die  Theorie  der  Lotterie  •  Anlehen   noch  nicht  gegeben  ist, 
so   ist  diese  Schrift  unstreitig  für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und  politische  Arithmetik  schon  in  dieser  Beziehung  von  nicht  ge- 
ringem Interesse.    Dies  gilt  aber  auch   von  ihrem  zweiten  Theile, 
über  welchen  sich  der  Herr  Verfasser  in  dem  Vorwort  auf  fo(gende 
Art  äussert:    „In   keiner  der  bisher  über  politische  Arithmetik  er- 
sebienenen  mir  bekannten  Schriften  ist  die  Frage  aufgestellt  uod 
beantwortet,  in  welchen  Fällen  des  Geschäftslehens  Zinses -Zinsen 
gerechnet  werden  müssen.    Man  liess  die  Frage  unberührt  und  des- 
wegen unentschieden,  vielleicht  mit  aus  dem  Grunde,  weil  die  Ge- 
setze Zinseszios  im  gewöhnlichen  Lehen  nicht  zulassen,  und  glaubte, 
sie  dem  Vertrag  oder  der  Willkühr  anheim  geben  zu  müssen.     Die 
Untersuchungen  des  §.  9.  zeigen,  wonn  mit  Zinses- Zinsen  gercdi- 
det   werden   muss.,   und  wann  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
diclit  zugelassen  werden  kann.    Die  Fälle,  worin  dies  gescheheu 
kaon,  sind  dort  genau  bezeichnet.    Uiebei  ist  wohl  zu  bemerken, 
Uass  der  Caicul  über  die  Frage  keine  Antwort  giebt,  ob  hei  einem, 
ijiiif  einen   bestimmten,  spätem  Zeitpunkt  und  auf  einmal   heim  zu 
«alilenden  Kapitale,  das  mehrere  Jahre  vor  der  Verfallzeit  nach  et- 
waiger Uebereinkunft  abgetragen  werden  soll,  Zinses- Zinsen  oder 
einiSche  Zinsen  gerechnet  Verden  sollen?    Kr  kann  hierauf  nicht 
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antworten,  denn  hier  eDtacheiden  äussere  Gründe,  wie  die  Grösse 
des  Kapitals;  die  richtige  Zahlung  der  Zinsen  auf  den  Verfalltag; 
die  Möglichkeit,  erhobene  Zinsen  sogleich  nutzbringend  anxnlegen. 
Sind  die  Zinsen  von  'der  Bedeutung  und  ist  die  Möglichkeit  vor- 
handeo,  dass  sie  sogleich  wieder  zinstragend  angelegt  werden  kön- 
nen, wie  an  einem  grossen  Geldmarkte;  bei  Anstalten,  worin  grosse 
Geldmassen  verwaltet  werden;  bei  gegenseitig,  zu  bestimmten  Zei- 
ten wiederkehrender,  Abrechnung;  so  wird  wohl  kein  Grund  vor- 
handen sein,  die  Rechnung  mit  Zinses -Zinsen,  als  unzulässig  zu 
^ericlären.  Eine  weitere  Erörterung  dieser  Sache  gehört  jedoch  nicht 
'hieher,  sondern  nur  die  Resultate,  zu  welchen  d^r  Calcul  fährt.'* 

Schnuse,  Dr.  €.  H.:  Sammlung  ausjrewählter  allge* 
meiner  Formeln  und  Aufgaben  aus  der  Differentialrech- 
nung und  deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Ein  Hiilfs- 
buch  für  Lehrer  und  Schüler  an  höhern  Unterrichtsan- 
stalten. 2te  Liefer.  Mit  1  Tafel,  ffr.,8.  Braunschweig. 
i  Thlr. 

Die  erste  Lieferung  ist  Literar.  Her.  No.  XVI.  S.  242.  ange- 
zeigt. Die  zweite  ist  noch  nicht  in  unsere  Hände  gelangt ,  und 
wird,  sobald  dies  geschieht,  ausführlicher  angezeigt  .werden. 

Calculi  differentiarum  finitarum  inversi  exercita- 
tiones.  Auetore  E.  G.  Björling,  Phil.  Mag.,  ad  Reg.  A&ad. 
Upsal.  Math.  Doc.  Pars  I.  (Ex  Actis  Reg.  Societ.  Scient. 
Upsal.).    Upsaliae.    MDCCCXLIV.    4o. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  in  dieser  Abhandlung  vorzüglich 
mit  der  Auflösung  der  vier  folgenden  Probleme. 

Problema  I.    Invenire  — ^ . 

Problema  11.   Invenire  -r — ^  >       • 

Problema  III.  Invenire  valorera  %  generftlem,  quo  fiat  satis 
oonditioni  ^%  z=:  e^y^  y  denotante  functionem  ipsius  x  rationalem 
uc  integram  mti  gradus  positoque  ^^  =  A  (haud  =0). 

Problema  IV.  Invenire  valorem  %  generalem,  quo 'fiat  satis 
conditioni  /\«  =  e^'^y^  y  denotante  functionem  ipsius  a:  rationalem 
ac  integram  mti  gradus,  r  constantem  qnamlibet  (realem  aut  imagi- 
nariam)  e^cepto  0,  positoque  /\^  =  ^  (band  =0). 


Geometrie. 


Die  Elemente  der  Geometrie  und  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie;  von  A.  N.  Legendre.  Aas 
dem  Französischen  übersetzt  und  mit  Anmerkungen  be- 
gleitet von  A.  L.  Grelle.   Vierte  Auflage  der  üebersetzung 
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(nacb  der  ISten  Aufläse  des  Oriarinals).    Berlin.    1844.   8. 

Scheint  ein  ganz  unveränderter  Abdrpck  der  yorhergebenden 
Auflage  dieser  empfehlenswerthen  Uebersetiung  des  immer  noch  als 
auagezeichnet  anerkannten  Werks  von  Legendre  zu  sein. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien.  Von  C. 
Meyer,  Professor  am  Königlichen  Gymnasium  zu  Pots- 
dam. Erster  Theil.  Planimetrie.  Dritte  Auflage.  Zwei- 
ter Theil.  Stereometrie.  Zweite  Auflage.  Potsdam. 
1843.    8. 

Dieses  Lc^brbuch  enthält  die  gewöhnlichen  Elemente  der  ebe- 
nen und  körperlichen  Geometrie  m  deutlicher  und  stren||^er  Dar- 
stellung. Was  den  Vortrag  der  Lehre  von  den  Parallellinien  be- 
trifft,  so  wird  dieselbe  hauptsächlich  auf  den  Satz  gegründet,  dass 
zwei  einer  und  derselben  dritten  Linie  parallele  gerade  Linien  ein- 
ander jederzeit  selbst  parallel  sein  müssen.  Diesen  Satz  stellt  der 
Verfasser  als  einen  Leursatz  auf,  und  gegen  den  Beweis  desselben 
an  sich  kann  allerdings  auch  eigentlich  nichts  Wesentliches  einge- 
wendet werden.  Gewünscht  hatten  wir  aber,  dass  der  Verfasser, 
was  uns  bei  diesem  vielbesprochenen  Gegenstande  von  ganz  beson- 
derer Wichtigkeit  zu  sein  scheint,  recht  deutlich  und  bestimmt  her- 
vorgehoben hätte,  welches  Axiom  der  von  ihm  gegebenen  Darstel- 
lung eigentlich  zum  Grunde  liegt;  denn  dass  man  ohne  ein  solches 
besonderes  Axiom  in  der  Lehre  von  den  Parallellinien  nicht  aus- 
kommen kann,  scheint  nun  einmal  gewiss  zu  sein.  Zergliedert  man 
aber  die  Darstellung  des  Verfassers,  so  findet  man  allerdings,  dass 
in  derselben  ein  solcher  besonderer  Grundsatz  versteckt,  aber  nicht 
als  ein  solcher  aufgestellt  worden  ist,  welcher  bei  dem  Beweise 
von  §.  2L  Zusatz,  in  Anwendung  gebracht  werden  muss,  wenn 
derselbe  in  völlig  strenger  Form  gegeben  werden  soll.  Dieser  Satz 
ist  hier  übrigens  kein  eigentliches  Axiom,  sondern  vielmehr  ein 
Postulat,  und  kann  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 

Wenn  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  eiu 
Punkt  gegeben  ist,  so  lässt  sich  immer  eine  die  beiden 
Schenkel  des  Winkels  schneidende  geradeLinie  ziehen, 
die  in  Verbindung  mit  den  beiden  Schenkeln  des  gege- 
benen Winkels  ein  Dreieck  bildet,  innerhalb  dessen  der 
gegebene  Punkt  liegt. 

Insofern  man  die  Möglichkeit  des  in  diesem  Satze ^  der  übri- 
gens wenigstens  in  ähnlicher  Form  auch  schon  anderen  Parallelen- 
theorien zum  Grunde  gelegt  worden  ist,  Geforderten  ohne  Beweis 
zugiebt,  und  demselben  den  Namen  eines  eigentlichen  Postulats 
nicht  streitig  macht  —  was  wir  aber  allerdings  zu  thun  geneigt 
sein  möchten  —  lässt  sich  gegen  die  von  dem  Verfasser  gegebene 
Darstellung,  wie  es  uns  scheint,  nichts  Wesentliches  einwenden. 
Nur  sind  wir,  wie  schon  erinnert,  der  Meinung,  dass  der  Verfasser 
namentlich  in  einem  Schulbuche  dieses  Postulat  hätte  förmlich  auf- 
stellen und  auf  diese  Weise  den  Schülern  die  Schwierigkeit,  die 
in  der  Lehre  von  den  Parallellinien  nun  einmal  vorhanden  ist,  und 
nach  unserer  innigsten  lleberzeugung  nur  durch  eiu  dieser  Lehre 
eigenthümliches  Axiom  oder  Postulat,  da  die  gewöhnlichen  blosse 
Grössentergleichungen  hetreffcnden  Axiome  hier,  wo  man  es  mit 
blossen  liOgeubezienuugeu  zu  thun  hat,  nicht  mehr  ausreichen,  ge- 
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hobeo  werden  kann,  bätte  klar  und  deutlich  vor  Angen  legen  sol- 
len. Leider  wird  in  dieser  Lehre  immer  noch  in  vielen  Lehrbiicfaern 
ein  solches  Versteckespielen  mit  Sätzen  ffebandhabt,  was  derselben 
gewiss  schon  zu  grossem  Schaden  gereicht  und  den  grössten  Theil 
der  öfters  ganz  vcrungliickten  Versuche  zu  ihrer  besseren  Bebras» 
düng  hervorgerufen  hat.  Keioeswegs  soll  übrigens  hiedurcn  ein 
indirecter  Tadel  der  von  dem  Verfasser  gegebenen  Darstellnng  an 
sich  ausgesprochen  werden,  die  wir  im  Gegentheil  ganz  sweck- 
mässiff  finden,  wenn  nur  das  in  derselben  versteckte,  oben. näher 
bezeichnete  Postulat  bestimmt  hervorgehoben  worden  wäre. 

Zur  Empfehlung  gereichen  dieser  Schrift  auch  'gutes  Papier, 
schöner  Druck,  und  die  in  den  Text  eingedruckten,  sehr  gut  aus- 
geführten  Holzschnitte. 

*  Leitfaden  der  gesammten  Elementar- Geometrie  für 
höhern  Schulunterricht,  bearbeitet  von  Dr.  A.  Sonnen- 
burg, ordentlichem  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  der  Hauptschule  z-u  Bremeo.  Bremen.  1844.  8. 
(Schon  vorläufig  Literat.  Der.  No.  XVllI.  S.  280.  angezeigt.) 
Dieser  Leitfaden  erstreckt  sich  über  die  ebene  Geometrie  und 
ebene  Trigonometrie,  Stereometrie  und  sphärische  Trigonometrie. 
In  der  Vorrede  erklärt  sich  der  Verfasser  näher  über  die  Methode 
seines  Unterrichts,  welches  die  Methode  eines  jeden  guten  Lehrers 
ist,  und  sagt  dann  über  das  vorliegende  Buch:  „ICs  galt  hier  er- 
stens, um  das  die  Aufmerksamkeit  störende  Niederschreiben  ein- 
zelner Punkte  (von  Seiten  der  Schüler)  in  den  Lehrstunden  zu  ver- 
hindern ,  die  wichtigsten  Erklärungen  und  die  Haupt  •  l^hrsätze 
bestimmt  uod  schart,  die  Beweise  der  letzteren  dagegen  nur  in 
ihren  vorzüglichsten  Punkten  hinzustellen,  alles  weniger  Wichtige 
aber  jenen  unterzuordnen  und  aozudeuten,  jedoch  so,  dass  der  den- 
kende Schüler  allein,  der  schwache  mit  einiger  Hülfe,  sich 
hindurchfinden  könne;  zweitens  dem  Schüler  einen  leichten  Ueber- 
blick  über  das  weitläuftige  Gebiet  der  Elementar  -  Geometrie  zu 
verschaffen  und  ihn  bei  vorf2:ekommenen  Versäumuissen  den  Zusam- 
menhang leicht  wieder  auffindcu  zu  lassen;  drittens  zu  häusli- 
chen Arbeiten  statt  der  schriftlicheu  Ausarbeitung  des  in  den  Lehr- 
stunden  Durchgenommenen  (wo  ja  das  Abschreibeo,  selbst  bei  stren- 
ger Uebervvachung,  immer  eine  bedeutende  Rolle  spielt),  solche 
Sätze  und  Aufgaben  zu  den  Haupt -Lehrsätzen  auszuwählen,  an  de- 
nen der  Schüler  sein  jedesmaliges  Wissen  und  Können  bewähre; 
viertens  überall  da,  wo  Beispiele  die  Sache  verdeutlichen  und 
befestigen,  diese  auch  in  hinreichender  Anzahl  beizufügen;  end- 
lich galt  es,  nicht  einen  besondern  Theil  der  Elementar -Geometrie, 
sondern  das  gesammte  Gebiet  derselben  so  gedrängt  wie  möglich, 
übersichtlich  und  praktisch  zusammenzustellen.''  Wir  glauben,  dass 
das  Buch  allen  diesen  Anforderungen  gut  entspreche,  und  dass  der 
Verfasser  namentlich  rücksicbtlieh  der  zu  sehr  oder  zu  wenig  aus- 
führlichen Darstellung  einen  glücklichen  Mittelweg  eingeschlagen 
habe,  empfehlen  dasselbe  daher  aus  Ueberzeugung  zu  weiterer 
Beachtung.  Auf  die  sogenannte  neuere  Geometrie  ist  in  einem 
Anhange  zur  ebenen  Geometrie  (S.  95.  —  S.  100.)  so  weit  Rück- 
sicht genommen,  als  es  die  Natur  eines  solcben  Schulbuches  ge- 
stattet. Den  l£uler'schen  Satz  von  den  Polyedern  hätte  der 
Verfasser  wohl  noch  mit  aufnehmen  können,  da  sich  derselbe  nach 
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dem  jetxiffen  Stande  der  Wissenachaft  so  leicht  beweisen  lässt. 
Auch  Terdieiit  der  von  Gauss  gegebene  schöne  Beweis  des  Le- 
gendre'scheu  Theorems  von  dem  sphärischen  ßxcess 
(M.  s.  Archiv.  Tbl.  I.  S.  436.)  immer  mehr  Eingang  in  die  Kiemente 
zu  finden,  als  derselbe  bisher  ffefon^ien  hat.  Uebrigfens  konnte  der 
Verfasser  des  vorliegenden  Ijehrbuchs  diesen  schönen  Beweis  schon 
deshalb  nicht  in  dasselbe  aufnehmen ,  weil  er  'die  trigonometrischen 
Reihen  von  dem  Vortrage  der  Trigonometrie  ausgeschlossen  hat, 
was  bei  der  Tendenz  und  der  ganzen  Anlage  dieser  Schrift  nicht 
gemissbilligt  :vrerden  kann. 

Lehrbuch  der  Blementar-Geometrie.  Eine  Samm- 
lung methodisch  geordneter  und  aufgelöster  geometri- 
scher Aufgaben  mit  155  dem  Texte  beigedrnckten  Holz- 
schnitten, für  Lehrer  und  zum  Selbstunterricht,  insbe- 
sondere fGr  Volksschulen  und  Schuliehrer  -  Seminarien. 
Searbeitet  und  herausgegeben  von  F.  W.  Pietzscb,  Leb- 
ver  an  der  Raths  -  Töchterschule  zu  Dresden.  1844.  8. 
]t2  gffr. 

Diese  Schrift  verdient  nur  den  Namen  einer  Anleitung  zum  geo- 
sn^trischen  Zeichnen,    aber  nicht  eines  l>ehrbuchs  der  Elementar- 
^Geometrie. 

ff 

t 

Fülle:  Lehrbuch  der  Stereometrie  für  die  obern  Klassen  der 
^Symnasien  und  Realschulen.  Mit  6  Figurentafeln,  gr.  8.  Breslau. 
:»844.    i  Thlr. 

« 

Derselbe:  Auszug  aus  Vorstehendem.  Mit  6  Figurentafeln. 
^r.  8.    Ebendaselbst.    |  Thlr. 

Tevss^dre»  A.:  El^mens  de  g^om^trie  populaire.  Avec  6  plan- 
^hes.    8.    Paris.    3  f.  50  c. 

Plancbes,  Jules:   Cabiers  de  g^om^trie  ^Mmentaire,  pour  servir 
müe  compl^ment  au  Trait^  de  Legendre.    Quatri^me  cahier.    In -8. 
^V^aris.    1844. 

Adh^mar,  J.:  Trait^  de  g^om^trie.  G^om^trie  plane.  In -8. 
S^aris.    1844.     10  fr. 

Dulague:  Le^ons  de  navigation,  contenant  les  ^teens  de  ^6o' 
^n^trie  et  de  trigonom^trie.  Reproduction  de  la  dixi^me  Edition, 
sreTue  etc.  par  V.  Bagay.    In -8.    Paris.    1844. 

Brasse,  J.:  The  Enunciations  and  Figures  belonging  to  tbe 
^ropositions  in  the  First,  Sixth,  and  part  of  tbe  Eleventu  Books 
^>f  Euclid's  Elements,  usuallj  read  in  the  Universities.  5th  edition. 
'46  Cards  in  a  case.   London.   1844,   5  s.  6  d.  or,  sewed.   3  s.  6  d. 

VFedgwood:  The  Principles  of  Geometrical  Demonstration  de- 
^uced  from  the  Original  Conception  of  Space  and  Form.  London. 
]I844.    2  8. 

Kauffmann  und  Schwenk:  Aufgaben  aus  der  darstellenden 
Cleometrie.    Mit  60  iith.  Tafein.    8.    Stuttgart.    1844.    2^  Thlr. 


Di0  SMcate  4er  PHJMiMiiddbie.    Ba 
.    18M.    IfTUr. 


L0OT,  C 


m6amifim  4wcriptite  ä  b  tMaik  w  ■■fcrrij  li 
IB-4U  piM  ui  «Um  »  fiifi»  4»  74  pL    Pbm.   1844.    Si  Jk. 


Tifcacci:  AmBcbm«  ti  gcsactiia  iiiiiiitiia  al  _ 
diUÜmmlcm' e  MI0  ■»rrfciae  c  fbraale  per  olcalare  le  m 
MIe  ▼•Ittt  CMMüc    F«c  L    t  tefsle  Uta«.   8.    Padsra.    UM. 

Caasii^ratiaas  c^a^rales  aar  lea  caarbcs   ala^^bri- 

Saaa.    Par  M.  Staieliaa,  Prafessear  k  l'Ecale  Mißteira 
e  Braxallaa. 

WaiificfcaiaiiA  ist  4icia  aur  vaa  i^m  flcna  Tcrfittier  giliaft 
saaenailta  AMaa4laaa  aas  ciaea  Jaaraal  aadehat,  waickea  ich 

^      '    fcia.  G. 


Praktische  Geom^rie. 


üatersncbaagen  aber  Gegeastäa^e  der  kohera  Geo- 
däsie. Vott  C.  F.  GaosB.  Aas  desi  sweitea  Bande  der  Ab- 
baodlnngen  der  KöDigl.  Gesellschaft  der  Wisseoschaftea 
zn  GöttiogeD.    1844.    4.    12  ggr. 

Der  berubste  Verfasser  beabsichtigt  ia  einer  Reibe  ran  Ab- 
bandlnngea  seine  dnrcb  die  in  Königreiche  HannoTcr  aasgefahrten 
grossen  Messnngen  ¥eranlassten  geodätischen  üntersucbnngea  zu 
veröffentlichen,  and  änssert  sich  rncksicbtlich  dieser  vorliegenden 
ersten  Abbandlnng  auf  folgende  Weue. 

Von  der  Aufgabe :  die  Tbeile  einer  gegebenen  Fläche  auf  eiaer 
aadera  gegebeaen  Fläche  so  abznbildea,  dass  die  Abbildung  deai 
Abgebildelen  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  wird,  habe  ich  im 
Jabre  1822  eine  allgesieine  Anflösnng  gegeben,  welcbe  Herr  Coa- 
ferenzratb  Scbusiacher  isi  3.  Hefit  der  Astronosiiscben  Abbandlnngren 
bat  abdruckea  lassen.  Bei  der  Aawendang  dieser  Aufgabe  aaf  die 
höhere  Geodäsie,  für  welche  sie  eine  vorzüglich  ergiebige  Ualfii- 
quelle  wird,  macht  sich  das  Bedurfniss  fühlbar,  Abbilduagen,  welche 
unter  der  angegebenen  Bedingung  stehen,  durch  eine  besondera 
Benennung  anszuzeicbneo,  und  ich  werde  dieselben  daher  con- 
for sie  Abbildungen  oder  Uebertragrongen  nennen;  inden  ich  diesesi 
sonst  vagen  Beiworte  eine  matbenatiscb  scbarf  bestiaiBta  Bedentnng 
beilege. 

In  der  angefiibrten  Schrift  ist  die  allgemeine  Auflösung,  welche 
eine  willkäbrliche  Function  einschliesst,  auf  mehrere  bestimmte 
Flächen  angewandt;  das  letzte  dort  behaadelte  Baispiel  betrifft  di 
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confbrme  Uebertraguog  der  Oberflache  des  UmdrehnoffftellipBoids 
auf  die  Kugelfläcbe,  und  es  ist  S  21.  zugleich  eioe  solcne  Qestiin- 
mnng  der  arbiträren  Function  angegeben,  die  zu  einer  sebr  brauöh- 
baren  Anwendung  auf  die  höhere  Geodäsie  benutzt  werden  kann. 
Diese  Benutzung  war  a.  a.  0.  nur  kurz  angedeutet,  und  eine  ausführ- 
lichere Bntwickeluog  vorbehalten.  Ich  werde  jedoch  anstatt  dieser 
•peciellen  Auflösung  eine  etwas  abgeänderte  und  für  die  geodäti- 
schen Anwendungen  noch  viel  mehr  geeignete  Methode  zur  confor- 
nen  Uebertragung  der  ellipsoidiscben  Fläche  auf  die  Kugelfläche 
in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  entwickeln,  und  damit  zugleich 
alles  zu  einer  solchen^  Benutzung  Erforderliche  verbinden. 

Reinhold,  C:  Anweisunff' zum  praktisch -richtigen  Nivellireu 
oder  Wasserwägen;  bestehend  in  der  Beschreibung  und  Abbildung 
eines  verbesserten  Nivellir- Instruments  mit  Fernronr  und  Röhren- 
libelle, dessen  ^Einrichtung  die  möglichst  genaue  Uorizontalstelluug 
der  Visir-Axe  ohne  äussere  Hülfsmittel  leicht  und  sicher  gewährt, 
und  in  der  Darstellung  einer  sichern  und  richtigen  Nivellirmethode 
»it  Selbstcontrole.  (Besonders  abgedruckt  aus  dem  20sten' Bande 
von  „Crelle's  Journal  für  Baukunst.)  Mit  3  Figurentafeln.  4.  1844. 
Berlin.    H  Thlr. 

Regnault,  E.  E.:  Traitö  di  topographie  et  de  gdod^ie  fo- 
rjBsti^res.    Avec  8  pl.    ln-$..   Nanci.    1844.  10  fr. 

Principii  elementari  de  geometria  pratica,  ed  applicaziooi  al  di- 
aegno,  raccolti  ad  nso  degu  artieri  ullievi  della  ^ratuita  scuola  di 
disegno  in  Vercelli.    In -4.  gr.  15  tavole.    Vercelli.    1843.     5.  — . 

Hummel,  J.  E.:  Anleitung  zum  Proiections  •  oder  geometrischen 
Zeicbnen.  Nebst  einem  Anbange  der  nötbigsten  Constructionen  krum* 
iner  Linien,  hauptsächlich  in  Bezug  auf  das  Praktische  bearbeitet. 
JMit  16  Knpfertafeln.    gr.  8.    Berlin.    1844.    U  Tblr. 


Trigonometrie. 


Nübel,  Chr.:  Lehrbuch  der  Trigonometrie.  Für  die  höhern 
Klassen  der  Gymnasien  und  Schulen,  so  wie  zum  Selbstunterricht. 
gr.  8.    Mit  i  Figurentafel.    4  Thlr. 


Mechanik. 


Kulik,  J.  Ph.:   Anfangsgründe  der  höhern  Mechanik  mit  Rück- 
sieht  auf  ihre  technischen  Anwendungen.     1.  2.  Lieferung.     Mit 
Bind  y.  26 
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8  FinreatefielB.    &     Ijeipsig.     1844.    Pras  fiir  imu  FollitäadHi« 
Werk  4  TUr. 

aaM«BS  Patmboliflkft   KousftraküoDs  -  System ,    tUÜBpadt  fit 
Hw4difiurtvg,   af  6.  GL  Witt,  Seoin^  -  Ldjteut  i  Koagl.  HA 
FfollM  KMMtraktioBS- Korps.    Denn«  Aflnadlug  tillker  dem  tM 
wcicrbSrügcB  fcatBtild«  LärokiiraeB  wid  SkepMy||^eri-Iaitiiifi: 
i  GarlakfOMu    CuiBkroB«.    1844.    8:«..Mcd  1  frianefc.  > 

■  ■■V 


Praktische  Mechanik. 


*  • 


Sckaknt:  BloMBte  der  MaachiBenlekfe.  Ste  Abth.:  WmM 
BearibeitaBff  fester  Kiiper  \m  AllgeacineB,  yfm  deo  «Bfeebea  "Wlfr 
mcama-  bm  ▼•■  itm  WcrkuwsMsscbiBeB.  gr.  8.  Mit  35  SlA- 
tefel«  in  Polio.    Dresdeo.    18U.    10  Tklr. 

Tk^orie  de  r^qnilibre  de  la  vis  a  filet  triaagalaife, 
ea  ^gord  aa  frbttoiaeat.  (Bxtrait  d*na  trarail  jlai 
^teada).  Par  M.  Steickea,  Professear  k  Tl^colo  Wli- 
taire  de  Braxelles. 

WaknckeiaKck  ist  dieae  Toa  deai  Heira  Terfasser  aar  güi|pt 
tagosaadta  Akkaadlaag  aas  eia^  Joaraal  catlekat,  wel^ea  id 
akcr  aaaagekei  aa»er  Staade  kia.  CL 


Westpkalea:  Aaweadaag  der  Tarkiaen  in  Tereine  aüt  ste- 
headea  DoBpfBasckiaea  beia  Ersteigea.  aad  der  Wasserdnickweike 
keia  HeraatcrkoBBen  der  Coarois  aaf  Gekirgseiseakabnea.  Ter- 
sleickaag  dieses  Systeas  nit  der  Aaweadaag  der  atBospkäriscben 
Eiseakaka  aar  üekersteiirnog  der  Beive.  st.  4.  Dresden.  184i 
n  Tkir. 

Redteakacker,  F.,  Prof.:  Tkeorie  aad  Bau  der  Tarkiaen  und 
Veatilatorea.  Mit  6  kleiaen  aad  11  grossen  Tai.  Lex.-$.  Mann- 
k«s.    1844.    7  Tkir. 

Westpkalea:  üeker  die  Gekirg^seabaknen  Mit.stekeadea  Ma- 
sckiaea  aad  Aaireadanr  Ton  Gurea^wickfen.  er.  4.  Mit  4  litb. 
Beilagea.    Dresdea.    1^4.    1|  llilr. 

Majoccki,  G.  A.:  Ceaai  storici  iatorao  all'  eleitro*aogaetis«o 
coasiderato  cobm  ferca  aotnce.     la-S. 

Waltker:  Torieceklätler  sam  üaterrickte  aad  aar  Solbotiikang 
ia  Masckiaeaaeickaea.  Folio  (U  Blätter).  Aagikmv.  1844. 
li  Tkir. 
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Optik. 


Merz:  Die  neuem  Verbesserungen  am  Mikroskope  nebst  den 
sie  begleitenden  Aenderungen  in  der  Dioptrik.  gr.  o.  München. 
1843.    i  Tbir. 


Astronomie. 


Bode,  J.  B.:    Anleitung  zur  Kenntniss  des  gestirnten  Himmels, 
,  fcierausgegeben  von  C.  Bremiker.     lOte  vermehrte  und  verbesserte 
Anflage.    Mit  3  Kupfern  und  einer  allff.  Bimmelskarte  nebst  trans- 
parentem Horizont,    gr.  8.    Berlin.     1§44.    3f  Tblr. 

Hieraus  für  die  Besitzer  früherer  Auflagen  besonders  abgedruckt: 

Nachtrag,  enthaltend  den  Lauf  und  die  Erscheinungen  der  Pla- 
neten' in  den  Jahren  1844  bis  1854  und  die  Finsternisse,  gr.  8. 
Ebendaselbst.    |  Tblr. 

Frege,  V.  E.:  Planetensystem  der  Sonne,  für  Schulen.  12 
Wandtafeln  in  gr.  Fol.    Meissen.    1844.     14^  Tblr. 

Ife,  O.A.:  Die  Vorkenntnisse  der  Astronomie,  Geographie  und 
Natnrlebre.  Ein  Lehrbuch  zum  Gebrauch  in  Elen^entarschulen  und 
Erziehungsanstalten',  so  wie  auch  bei  häuslichem  Unterricht.  8. 
Berlin.   1844.    |  Tblr. 

Wirth,  Dr.:  populäre  Darstellung  der  physikalischen  und  ma- 
thematischen Verhältnisse  unserer  Sonne  und  ihrer  Planeten.  4. 
Bamberg.    1842.    i  Tblr. 

Guy's  Elements  of  Astronomy,  6th  Edition,  enlarged  and  cor« 
rected  througbout,  royal  18mo.    1844.    18  plates.    bound  6  s.^ 

Struve:  Expedition  chronom^trique  cx^cutöe  par  ordre  de  S.  M. 
Pen^pereur  Nicolas  I.  entre  Poulkova  et  Altona  pour  la  d^termination 
de  la,  longitude  g^ographicjue  relative  de  l'observatoire  central  de 
Bussie.  Rapports  faits  a  1  acad.  imp.  des  sciences  de  St.  Peters- 
bourg.    1844.    If  Tblr. 

Astronomische  Beobachtungen,  auf  der  Königl.  Sternwarte  zu 
Berlin«  Herausg.  von  F.  Encke.  2.  Band.  Fol.  Berfin.  1844.   5  Tblr. 

Mädler,  J.  G. :  Beobachtungen  der  Kaiserl.  Universitäts-Stern- 
warte zu  Dorpat.     10.  Bd.    (N.  Folge  2.  Bd.)    4.    Dorpat.    1844. 

Quetelet,  A.:  Annuaire  de  Pöbscrvatoire  royal  de  Bruxelles. 
Xle  ann^.    In  - 18.    Bruxelles.     1844.    \  Tblr.  . 
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Physik. 


Wicher:  Lebrbuch  der  Physik  für  die  ofbern  Klassen  der  Gyn- 
Dasien  und  höbern  Bürgerschulen»  gr.  8.  Mit  8  FigureDUMs. 
Breslau.     :^844.     H  Tlilr. 

Brandes,  H.  W.:  Vorlesungen  über  die  Naturlehre  für  Leser, 
denen  es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehlt.  2te  verm.  i»i 
verb.  Aufl.  von  C.  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  H.  Michaelis/  Kt 
Kupfern.    3te  Lieferung.    Lex. -8.    Leipzig.    1844.     1  Thlr. 

Menge,  A.:  Physik.  Mit  zahlreichen  in  den  Text  gedrucktei 
Holzschnitten.     8.     Graudenz.     1838.     1|  Thlr. 

Soubeiran,  E. :  Prdcis  ^l^mentaire  de  physique.  2ine  ^ditioD. 
8.    Paris.    1844.    6  fr.  50  c. 

Majocchi,  G.  A.:  Elementi  di  fisica  per  uso  dell^  scuole  ele- 
mentari  maggiori  del  reffno  Lombardo- Veneto.  Seconda  ediiione 
coD  tavole  in  rame.    In -9.  con  6  tavole.    Milane.    1843.    2.  61. 

Memoire  sur  la  Constitution  physique  du  calorique  et  aar  la 
pr^tendue  force  r^pulsive.    In -12.    Reims.    1844. 

Scbwaab,  Dr.  W.:  Versuch  einer  neuen  Theorie  der  Hagelbil- 
dung.   8.    Casse!.     1844.    \  Thlr. 


Vermischte  Schriften. 


Chassarant,  J.  Tb.:  Opinions  nouvclles  en  mati^re  de  physiqae 
et  d'astronomie.    In -8.    Nimes.     1844. 

Santini,  Francesco:  Memorie  matematiche.  Ferrara.  1843, 
In -4. 

Abhandlung  der  mathematisch  >  physikalischen  Klasse  der  Kö- 
nigl.  Baier.  Akademie  der  Wissenschaften.  III.  Bd.  3.  Abth.  gr.  4. 
Mit  vielen  lith.  Beilagen.     1843.    München.    2  Thlr. 

Afhandlin^er,  det  Kong.  Danske  Vldenskabernes  Selskabs  na- 
tunridenskabelige  og  mathematiske.  lOe  Deel.  Med  28  Tavler. 
gr.  4.    Kjöbenhavn.    1843.    2^  Thlr. 


Literarischer  Bericht 


Systeme 9  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Wörterbuch  der  aDgewandten  Mathematik.  Ein 
Handbuch  zur  Benutzung  bei'm  Studium  und  Betriebe 
derjenigen  Wissenschaften^  Künste  und  Gewerbe,  wel« 
che  Anwendungen  der  reinen  Mathematik  erfordern. 
Zugleich  als  Fortsetzung  von  G.  8.  KltigeTs  Wörter- 
buch  der  reinen  Mathematik.  Im  Vereine  mit  mehreren 
Gelehrten  und.  Praktikern  bearbeitet  von  G.  A,  Jahn, 
Ur,  philos.  und  Lehrer  der  Mathematik  in  Leipziir. 
1.  2.  Lief,    gr,  8.    Leipzig,    1844.    k  18  ggr. 

Eine  ausrahrlichere  Anzeige  dieses  Werks  scheint  zweckmässig 
bis  dahin  ausgesetzt  zu  werden,  wo  mehrere  Lieferungen  erschie« 
nen  sein  werden,  da  dieselben  schnell  auf  einander  feigen  zu  sollen 
scheinen« 


Arithmetik. 


Desmarest,    V.:    Nouveau  trait^  d^arithm^ique.    Iu-8.     Com- 
piegne.     1844. 

Forster:     Elements   of  Algebra^    2   Edition.     London.     1844. 
2  sh. 

Hill,  Mag.  C.  J.  Prof.  i  Math.:    Proleffomena  tili  hrarje  bli- 
fvande  allmän  storhetslära.    Lund.    1844.    4. 


Band  V. 
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Derselbe:  Uckast  tilP  en  allnän  tlieorie  for  biooniiska  iaafd- 
nära  rnirer  säsoni  c^rund  for  de  triffODometriika  fuDCtionernes  alge* 
kraiska  liärledoiDg  samt  löäDiogaf  casus  irreducibilw.  Land. 
lSi4.     S. 

Samnlang  tod  Beispielen  und  Anfiraken  aaa  der  all- 
sreaieinen  Aritbmetik  und  Aleebra.  Kur  GjninasieD,  bö- 
bere  Burgerscbulen  und  lie  wrrbscb  ulen  in  systemati- 
srb*  r  Kolire  bparbeitet  von  Eduard  lleis,  Oberlehrer  der 
3iatbeBiatik.  Physik  und  Chemie  an  dprcombinirfenbö- 
heren  Bursrer-  und  Proviacial-fl^ewerbscbule  zu  Aackei. 
Dritte,   vermehrte  Auflnere.     Köln.     1S44.     8.     1  Tlilr. 

^  oo  diesem  aus£r«-zeirhiieten  8rhulbucle  wird  in  eineB  ier 
Däch^ren  H^-fte  eine  ausfiihriiei  ere  BpunlieilBnc  fteliefert  werdei, 
weshfeib  jetzt  die  Torlaufiee  Anzeige  i»d  dem  BracheiDen  der  dritp 
fen  vermehrten  Auflage  desselben  geoügen  mag*. 

Grundriss  der  höheren  Analysis.  Heransgegfeben  ?od 
Joseph  Salomon,  ö.  o.  Professur  der  iresammien  reineo 
Mathematik  am  k.  k.  poivtecbniscben  Institute  in  H'ies. 
Wien.     1S44.    8.    3  Tbir. 

Dieses  sehr  deutlich  Greschriehene,  nnd,  besonders  in  Bexng 
auf  das  PuMikum,  für  weTches  es  besonders  bestimmt  ist,  ziemlich 
Tnfi«;än<tisre  und  reichhaltige  l.ebrbuib  der  sogenannten  Analysis 
6^s  Kcdiichen,  der  DifferenzialrechcuDg  und  der  Integralrecliaung, 
m  we-ier  ganz  im  Gtiste  dt-r  älteren,  noch  ganz  im  Geiste  der 
Beoerec  Bi-hhcdluigsmethnde  der  ^Aoaly^is  rertsisat,  soadern  ea  fin- 
den sich  vielmehr  in  demselben  beide  3leihitden  mit  eiaaader  ?er^ 
einict.  was  wir  in  Rucksicht  auf  das  Publikum,  für  welches  der 
Verfasser  zunächst  iseschriehen  bat,  nur  voükommeu  billigen  kön- 
Deri.  du  z.  B.  die  .Mcrhude  dt-r  uiilesrimmten  Cuetlicienten  bei  allen 
i!-ren  ri>rul}kL<mmeiihe.ten  dem  Praktiker,  dem  es  ufl  weniger  auf 
die  5lethude  uo  sich .  als  vielu.ehr  auf  ilie  Aufiindung  eines  Resnl- 
tats  •iDküinmt,  in  vielen  Fallen  vnrrretfftche  Dienste  leisten  kann. 
DaLei  h  it  über  der  \  erfa>ser  die  rtivullktimmeDheiten  der  altereo 
Me'hfi-fen  durchaus  nicht  versciiwiegen.  sondern  vielmehr  nicht  nn* 
terlassen .  an  geeigneten  Stel  eo  besonders  auf  die>eiben  hinzuwei- 
sea .  ucd  die  neuereo  Meihnden  keineswegt-s.  wie  dies  leider  nur 
zu  oft  roch  ffescliieiit,  i^iiorirt.  soi>dern  deiisclb^^n.. so  weit  es  sei- 
nem u-'icl.siea  Zu  ecke  anseuivsseii  und  eDt»preri>eod  war.  mit  Recht 
eine  s::'R£  hesuDuere  AuTmerksainkeit  gescheukt.  sieb  dabei  auch 
se;ii<t  als  einen  siir  den  crnsien  Kurtschriitea,  welche  die  Analysis 
in  neiieic-r  Zeit  Damei.rlich  in  Beziehung  auf  strengere  theoretische 
Be>:rüniiung  iremai  ht  hat,  To)lkümine:i  vertrauten  Gelehrten  gezeig^t» 
Dtil.i-r  tiad^t  man  denn  in  difseni  Werke  so  Manches,  was  man  in 
vielen  auderen  neueren  Werken,  stihst  in  solchen,  die  eine  bloss 
tl.enretische  RiiLtunfl:  verfolgen,  vereebecs  sucht,  wie  z.  B.  die 
Lehre  von  der  riiR\ergenz  und  Divergenz  der  Keihen;  die,  wenn 
man  bei  eigenen  riiter>ucliungen  \or  FehUcSiliissen  gesichert  sein 
will,  so  wichtigen  Bedingungen  der  rnsrieichheit:  die  eben  so  wich- 
tisre  Lehre  von  den  Mittelgrösseo:  eine  genauere  Theorie  der  ima- 
ginären tirösseo;  eine  sehr  gut  diirchsrctiihrte  allgemeine  Theorie 
der  Gleicbnnsfen^  o.  A.  also  natürlich  auch  den  wich tij^en  Satz, 
^ —  jede  Gleichung  mit  beliebigen  reelien  oder  imagiciren  Oieffi- 
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cienten  imner  wenigstem  eine  reelle  oder  inagioäre  Wurzel  von 

der  Form  /p +^1/^-^1  hat,  auf  welchen  am  Knde  Alles  aokoiniirt, 
nnd  auf  de«  die  ganze  Theorie  der  Gleichungen  als  ihrer  eigenf- 
lioben  Basis  ruhet,  ohne  Zuhülfenahine  anderweitiger  Hülfumittel 
rein  algebraisch  bewiesen:  die,  gehörige  Berücksichtigung  der  Kestü 
oder  Ergänzungen  der  Taylor'schen  und  Maclauri naschen  Reihe, 
und  vieles  Andere,  was  hier  besonders  nainliafi  zu  machen  uns  der 
Raum  fehlt  ^  Auch  die  Inregritlrechnung  ist  in  binreicIieiHier  Aua« 
fiihrNcbkeit  behandelt,  und  vielen' Abschnitten  ist  eine  grossere  An- 
zahl zweckmässig  gewählter  UebungshRispiele  beigetUgt.  lieber  die 
Anwendung  der  Aiialysis  auf  die  Geometrie  denkt  der  Herr  Ver* 
fasser  ein  eigenes  Lehrbuch  herauszugeben,  weshalb  dieselbe, in 
dem  vorliegen«ten  Werke  keine  Berücksichtigung  gefunden  hat. 

Wir  glauben  in  der  l^hat,  so  viel  eine  für  jetzt  natürlich  we- 
niger ins  Kinzclne  gehende  Durchsicht  des  Werks  dieses  Urtheil 
zu  begründen  im  Stande  ist,  Praktikern,  welche  der  Aualvsis  ein 
strenges  und  ernstes  Studium  zu  widmen  gedenken,  sich  dabei  aber 
auch  nicht  zu  weit  über  den  Kreis  der  nächsten  Brauchbarkeit  und 
Nützlichkeit  hinaus  bewegen  wollen,  gegenwärtig  kein  besseres 
Lehrituch  ala  das  vorliegende  empfehlen  zu  können,  namentlich 
wenn  ihnen  dabei  der  Rath  eines  schon  mit  der  Wissenschaft  mehr 
vertrauten  Mannes  zur  Seite  steht.  Denn  der  Herr  Verfasser  sagt 
selbst,  dass  er  das  Buch  mehr  zu  einem  lichrbuche»  als  für  den 
Selbstunterricht  bestimmt  habe,  obgleich  der  Vortrag  uns  so  deut- 
lieh  scheint,  dass  ein  < inigermasscn  fähiger,  mit  den  Blementen 
gehörig  vertrauter  Kopf  schwerlich  häulig  auf  Schwierigkeiten 
stosseu  wird.  Was  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  über  den 
Unterricht  von  Praktikern  und  Technikern  sagt,  unterschreiben  wir 
aus  vollster  Ueberzeugung,   und  das  vorliegende   Werk  ist  seiner 

Sanzen  Anlage  nach,  der  beste  und  augenfälligste  Beweis,  dass  bei 
em  Unterrichte  nuf  dem  polytechnischen  Institute  in  Wien  keines- 
wegs ein  solches  Abrirhtun|;s8j8tem,  wie  leider  noch  zu  oft  auf  an- 
deren Anstalten  ähnlicher  Art,  befolgt,  sondern  die  freie  aber  strenge 
Wissenschaft,  'wie  ihre  Natur  es  ni<'ht  anders  zulässt,  auch  streng 
wissenschaftlich,  aber,  wie  es  ebenfalls  recht  und  zweckgeniä^s  ist, 
nicht  ohne  sorgfältige  stete  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  im  Le- 
ben  und  nicht  in  eine  unbestimmte  Weite  hinein»  behandelt  wird. 

Sammlung  ansgewählter  alljB^emeiner  Formeln,  Bei- 
spiele und  Aufgaben  aus  der  Differenzialrechnung  und 
deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Ein  Hülfsbiich  für  Leb- 
rer  und  Schüler  an  höheren  Unterrichtsanstalten.  Her- 
ausgegeben von  Dr.  C.  H.  Schuuse.  Mit  einer  Figuren- 
tafel. Braunscbweig.  1844.  8.  Preis  dea  Ganzen  1  Thir. 
8  ggr. 

Fortsetzung  von  Literarischer  Reriebt.    No.  XVI.    S.  242. 

XVI.    Von  den  Spiralen   oder  den   auf  Polarcoordinaten  bezo- 

Senen  ebenen  Curven»  XVU.  Singulare  oder  besonders  merkvrür- 
ige  Punkte.  XVUL  Beschreibung  ebener  Curven.  .  XL\.  Diffe- 
rensiiruog  der  Functionen  mit  mehreren  Veränderlichen.  XX.  Eli- 
mination willkührlicher  Constanten  und  Functionen.  XXI.  Rei- 
JienentwiokeJang  der  Functionen  von  mehreren  unabhängigen  Ver- 
änderliehea.   (Dieser  Abichnilt  enthält  für  Functionen  mit  mehreren 
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an  der  K^oig^liclien  Realsohol«  la  Berlin.    Berlin.    1844. 
8.    8ggr. 

Eid  deutlich  geschriebenes  gnnx  kurzes  Lehrbuch  über  die  Ele- 
mente der  Stereometrie.  Von  den  Polyedern  im  Ailffemeinen  hätte 
immer  etwas  beigebracht  werden  können;  namentlich  hätte  wohl 
das  Euler'scbe  Tbeoreb  nebst  seinen  wichtigsten  Folgerungen  auf- 
genommen zu  werden  verdient,  da  dasselbe  sich  jetzt  so  einfach 
und  leicht  beweisen  lässt.  Nicht  ganz  billigen  können  wir  es  übri- 
gens, wenigstens  für  den  Sclinlunterriclit,  dass  der  Verfasser  in  der 
^itereometrie  schon  trigonometrische  Betrachtungen  zu  Hülfe  nimmt. 
Freilich  aber  kann  dies  mit  äusseren  Einrichtungen  der  Schule,  für 
welche  das  Buch  zunächst  bestimmt  ist,  zusammenhängen  und  durch 
dieselben  gerechtfertigt  werden. 

Grassmann,  Herrn.:  Die  Wissenschaft  der  extensiven  Grösse, 
oder  die  Ausdehnungslehre;  eine  neue  mathematische  Disciplin. 
Ister  Tb.  A.  u.  d.  T.:  die  lineare  Ausdehnungslehre,  ein  neuer 
Zweiff  der  Mathematik ,  durch  Anwendung  auf  die  übrigen  Zweige 
der  Mathematik,  wie  auch  auf  die  Statik,  Mechanik^  die  Lehre  vom 
Magnetismus  und  die  Krystallonomie  erläutert,  gr.  8.  Nebst  1  Taf. 
in  1.    Leipzig. '  1844.    2  Thir. 

(Diese  Schrift  ist  jetzt  noch  nicht  in  unsere  Hände  gelangt, 
scheint  aber  eine  ausführlichere  Anzeige  zu  verdienen,  die  später- 
hin gegeben  werden  wird.) 


Praktische  Geometrie. 


Langsdorf,  G.  W.  v.:     Grundriss  der  Geodäsie.    2te  Auflage. 

nheim.     1844.    12  ggr. 

(M.  8.  Literar.  Bericht.    No.  Xlll.    S.  197.) 


^^  ■ 

Löwener,  H.:  Anfangsgründe  des  geometrischen  Zeichnens 
für  die  unteren  Klassen  der  Volks-  und  Gewerbeschulen.  4.  (3|  lith. 
Bogen.)    Dorpat.     1844.    10  ggr. 


Prali:tisclie  Mechanilc. 


Demme,  A.  V.:    Der  praktische  Maschineobaner.     16.  17.  Lie- 
ferung.  8.   Mit  54  Taf.  Abbildungen.   Quedlinburg.   1844.   5|  ThIr. 

Description  des  machines  et  proc^d^s  consign^s  dans  les  brevets 
dSnveation,  de  perfectionnement  et  d'importation  dont  la  dur^e  est 
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•xpir^,  et  dans  cenx  doDt  la  d^ch^anee  a  6t6  prononcie;  publik  par 
l«s  ordres  de  M.  le  ministre  da  commerce.  Tome  52.  4.  Avee 
33  planchea.    Parii.    1844.    15  fr. 


Astronomie* 


Hartmann,  Urania.  Das  Wifisenswürdiffste  aas  der  Himmels* 
knnde  und  mathematischen  Geographie.  In  allfi^emein  fasslicher 
Darstellunf^.  2te  verbesserte  und  vermehrte  Auflaufe,  gr.  8.  Mit 
21  lith.  Tafeln  nebst  2  Sternchärtchen  mit  beweglichem  Horizont. 
Leipzig.    1844.    1  Tbir. 

9 

George,  B.  J.:    Trait^  ^l^mentaire  de  la  sphere.    4me  Edition. 


ferliner  astronomisches  Jahrbuch  fiir  1S47.  Mit  Genehmigung 
önigl.  Akademie  der  Wissenschaften  herausgegeben  vom  Kö- 
niglichen Astronomen  etc«  Ritter  J.  F.  Encke.  gr.  8.  1844.  BerlLn» 
^  Thir. 

Connaissanee  des  tems  on  des-mouvemens  Celestes,  a  l'usage 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  pour  Tan  1847.  Publice  par  le 
bureau  des  Longitudes.    8.    Paris.'  1844.    5  fr.  ' 

Nicolai,  C.  H.:  Wegweiser  durch  den  Sternenhimmel  oder  An* 
leitung  auf  leichte  Art  die  Sterne  am  Himmel  fiuden  und  kennen 
zn  lernen.'  Für  Gebildete  jedes  Standes.  3te  völlig  umgearbeitete 
und  mit  einer  neuen  Sternkarte  versehene  Auflage.  8.  Leipzig. 
1844.    i  ThIr. 

Ziemann:  Grosse  Wand-  und  Deckenkarte  des  nördlichen  ge- 
stirnten Himmels,  nach  Stielcr*,  Bode  und  Littrow  gezeichnet,  für 
Schulen  und  Privatgebrauch  herausgegeben..  4  Blatt.  Halle«  1844. 
1  ThIr. 

Geschichte  der  Astronomie  vom  Anfange  des  neun- 
zehnten Jahrhunderts  bis  .zu  Ende  des  Jahrs  1842,  von 
G.   A.   Jahn.     Zweiter   Baud.     Leipzig.     1844.     8.     2  Thlr, 

Dieser  zweite  Band  ist  ganz  in  derselben  Weise  verfasst,  wie 
der  im  Literarischen  Berichte.  No.  XVI.  8.  249.  angezeigte  erste 
Band,  so  dass  das  Werk,  wie  dort  schon  erwähnt  worden  ist,  we- 
niger als  eine  eigentliche  Geschichte  der  Astronomie,  als  vielmehr 
als  ein  Repertorium  der  wichtigsten  Erscheinungen  auf  dem  Felde 
der  Astronomie  in  dem  auf  dem  Titel  genannten  Zeiträume  zu  be* 
trachten  ist,  aus  welchem  Gesichspunkte  dasselbe  daher  auch  nnr 
beurtheilt  werden  darf;  und  in  dieser  Beziehung  ist  seine  Nütz, 
liebkeit  für  viele  Leser  nicht  zu  verkennen.  Der  vorliegende  zweite 
Band  betrifft  die  Fixsterne,  und  zwar  die  Fixiterncataloge,  Aber« 
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ration,  NnfatioD  und  Prücession,  eigene  BeweguB^  und .  Parallaxe 
der  Fixflteroe,  SterncliurteB  und  HimmelsglobeD,  die  Doppelsteroe, 
Sternhaufen,   Nebelflecke,   u.  s.  w.;  ferner  astrono mische  Ge- 
genstände vermischten  Inhalts,  nämlich  die  Refraction^  Schiefe 
der   Ekliptik,   geographische    langen-    und  UreitenbestimmungeD, 
Theorie  der  Porallaxenrechnung,  8ternbedeckungen,  Sonnen-  und 
Mondfinsternisse,  Mondsculminntionen,  Chronometrische  Längenbe* 
Stimmung  durch  Pulverstgnale,  Methoden  zur  Uestimmung  der  Zeit 
und  Poluohe,    Interpolutron ,    Wahrscheinlichkeitsrechnung,    Stern* 
schnuppen;  dann  astronomische  Geographie,  und  «war  Grad- 
messungcn,  kritische  Untersuchungen  über  ältere  Gradmessungen, 
Pendelheohachtungen,  Gestalt  der  Erde  zufolge  astronomischer  Be« 
sfimmnngeo,    andere   die  Theorie   und  Praxis   der  astronomiscben 
Geographie  betreuende  Arbeiten.    Den  Schluss  dieses  Bandes  bildet 
ein,  wie  es  scheint,   ziemlich  vollständiges  alphabetisch  geordnetes 
Verzeichniss  der  Sternwarten  und  der  abf  denselben  thätigen  Astro« 
nomen,  nebst  Angabe  der  auf  diesen  Anstalten  sich  findenden  wich- 
tigsten Instrumente.    Die  Anzahl  der  aufgezählten  Sternwarten  be- 
trägt ungefähr  neunzig,  unter  denen  sich  aber  freilich  viele  ganz 
unbedeutende    und   längst   verschollene   fiaden.     Dass    ein  solches 
Verzeichniss  nicht  ganz  ohne  Fehler  und   ohne  Auslassungen  sein 
kann,  wird  jeder  Billigdetikende  gern  zugeben.    Auffallend  ist  es 
uns  gewesen,  dass  bei  Breslau  fälschlich  v.  Biela  als  Direc^or 
der  Sternwarte  angegpben,  und  v.  Boguslawski's,  der  doch  als 
Vorsteher  der  dortigen  Sternwarte  bekannt, genug  ist,   mit  keinem 
Worte  gedacht  wird.   •  Vielleicht  beruht  dies  aber  auf  einer  blossen 
Namensverwechselung.     Ferner  ist  es  u.  A.   auffallend,    dass  sich 
über  die  neue  unter  Herrn  Uuetelet's  Leitung  erbaute  Sternwarte 
zn  Brüssel   mit  Ausnahme  einer  ganz  kurzen  Notiz  über  die  Be- 
stimmung der  Breite  derselben  gar  nichts  findet.     Hätte  der  Herr 
Verfasset*   sich,    wenn   ihm   die  nöthigcn   Nachrichten  fehlten»    an 
Herrn   Quetelet    gewandt,    so    würde   derselbe   ihm   mit   seiner 
bekannten    grossen   Bereitwilligkeit   gewiss   alle  gewünschte  Aus- 
kunft  ertheilt   haben.    Auch    scheint    es,    was    wir   hier   nur    bei- 
läufig erwähnen  wollen,   dass  der  Herr  Verfasser  unter  mehreren 
anderen  eine  Quelle' gar  nicht  gekannt  hat,  aus  welcher  er  viele 
nützliche  und  höchst  interessante  Nachrichten  über  Sternwarten  und 
Astronomen  hätte  schöpfen  können,  nämlicb  die  Correspondance 
math^matique    et    physique    publice  par  A.  Quetelet.     In 
dieser  Zeitschrift  finden  sich  u.  A.  folgende  Aufsätze.    T.  I.  p.  67. 
Extrait   dHin    rapport   sur  la  formation  d'un  observatoire  dans  le 
royaume  des  Pays-Bus.  —  T.  Hl.  p.  85.    Descriptions  des  obser- 
vatoires  principaux  d*Allem^gne.     p.  90.    Note  sur  Tobservatoire  de 
Bruxelles.     p.  236.    Inslrumcns   destin^s   k    Pohservatoire  de  Bru* 
xelies.  <—  T.  IV.  p.  313.     Deäcriptioos  des  principaux  observatoirea 
d'Angleterre.  -^  T.  V»  p.  58.     Descriptions  des  observatoires  d'An- 
gleterre.    p.  ^66.   Cnnstruction  d*un  nouvel  observatoire  de  Geneve. 
—  T.  VI.  p.  126.     Notes  extruites  d'un  voyage  scientifiqne,  fait  en 
Allemagne  |»endant  VM  de  1829«     p.  161.    Sur  les  observatoires 
de  l'Allemagne,  2e  articie»     Notes  extraites  d'un  voyage  fait  ea 
Allemagne,  3e.  article^   Mehreren  dieser  sämmtlich  von  Herrn  Que« 
telet  verfassten  Aufsätze,  aus  denen  der  Herr  Verf.  manche  Nach* 
träge  tn  seinem  verdienstlichen  Verzeichnisse  wird  entnehmen  kön- 
nen, sind  Grundrisse  und  Aufrisse  der  Sternwarte  beigegeben. 


i»5-- :.  1 
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BOM^B^s  de  la  Datnre,  reofermant  nne  n^t^rologie  ^l^mcotaire, 
c^est  -  i^*  dire  rexplicatton  des  caases,  qui  produiseDt  le  vent,  los 
nuages,  la  ros^e,  la  gel^a,  la  pluic,  la  neiff«,  la  grdle,  le  tonnerrej 
les  Helios,  etc.  et  an  grand  nombre  d'ezperiences  faciles  snr  Teaa, 
le  feu,  Tair,  P^lectricit^  et  le  magn^tisme;  extrait  des  Berits  les  plas 
estim^s,  aur  cette  matiere.  Ouvrage  r^ellenent  ^l^roentaire  et  a  la 
port^e  des  plus  jeunes  ^l^ves  des  Colleges  et  des  iDstitutions.  Troi- 
si^me  Mition,    revue  et  corrig^e.    In -12.    Paris.    1844.     1.  50. 

Cambridge  conrse  of  Elementary  Natural  Pbilosopbj;  being  tbe 
demonstrations  of  tbe  Propositions  in  Mecbanics  and  Hjdrostatics,. 
in  whieb  tbose  Persons  ivbo  are  not  Candidates  for  Uonours  are 
eiamined  for  tbe  Degree  of  B.  A.    3d  edition.    12no.    Cambridge. 
1844.    4  sb. 

Wbatson,  T.:  Lectures  on  tbe  principles  and  oractiee  of  phj. 
sie  at  Kiogs  College,  London.   2  vols.   London.   1S44.     1  L.  14  sb. 

Kleine  bygrometriscbe  Tafeln  für  die  Beobaobtung 
des  Psychrometers.'   Göttingen.    1844.     1^    \  Tbir. 

Diese  kleinen  von  Herrn  Professor  Listing  xa  Götti^gen  her- 
ausgegebenen bygrometriscben  Tafeln  scheinen  uns,  so  weit  wir, 
ohne  dieselben  schon  längere  Zeit  wirklich  gebraucht  lu  haben, 
urtheilen  können,  den  Beobachtern  des  Psychrometers  Bebuili  der  Be- 
rechnung ihrer  Beobachtungen  recht  sehr  zu  empfehlen  zu  sein;  Sie 
sind  sehr  compendiös  und  können  jeder  kleinen  Logarithmentafel 
hequero  beigebunden  wenleta.  Im  Wesentlichen  kommen  sie  mit  den 
grösseren  Stierlin'schen  Tafeln  (Uüifstafein  und  Beiträge  zur  neue- 
ren Hygrometrie.  Köln.  1834.  Taf.  III.,  IV.,  IX)  überein.  8ie 
sind  für  metrisches  Manss  und  Centesimalgrade  eingerichtet,  wie  es 
uns  scheint,  ganz  mit  Recht,  da  es  weaigstens  jedenfalls  sehr  wün- 
schenswerth  ist,  dass  diese  Eintbeilungen  immer  in  allgemeineren 
Gebrauch  kommen. 

Versuche  über  Magnetketten  und  über  die  Eigen- 
schaften der  Glieder  derselben,  besonders  über  jene, 
welche  ihnen  angewöhnt,  oder  auf  sonstige  Weise  will- 
kührlich  ertbeilt  werden  können,  y.on  Dr.  J.  B.  C.  Hes- 
sel,  Prof.  der  Mineralogie  und  Technologie  zu  Marburg 
u.  s.  w.  Ein  auch  für  Laien  interessanter  Beitrag  zur 
Lehre  von  der  magnetischen  Anziehung  und  Tragkraft. 
Marburg.    1844.    8.    1  Tblr.  16  ggr. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  den  Physikern,  besonders  auch  Leh- 
rern zur  Benutzung  für  die  bei  ihrem  Unterrichte  anzustellenden 
Versuche  an  empfenlende  Schrift  spricht  sich  selbst  in  der  Vorrede 
über  dieselbe  auf  folgende  Art  aus:  „Jeder  Kenner  magnetischer 
Erscheinungen  weiss,  dass  über  die  Gesetze  des  Festhultens  zwi- 
schen einem  Magnet  und  einem  Eisenstück  die  Wissenschaft  noch 
keineswegs  im  Klaren  ist.  —  Die  hier  entwickelten  und  durch  Ver- 
suche nachgewiesenen  Gesetze  für  die  Erregung  magnetischer  Kraft 
in  einem  Eisen  -  oder  Stablstück,  auf  welches  ein  Magnet  wirkt,  so 
wie  jene  für  die  Erregungsvermehrung  beim  Aufeinanderwirken  von 
Magneten,  scheinen  daher  die  Aufmerksamkeit  der  Physiker  zu  ver* 
dienen.    Duss  von  diesen  Gesetzen  jene  Gesetze  abhängen,  die  für 
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die  Bildong  tob  Maarnetketten  aed  für  ihr  Zerreisseo,  Bitkia  aack 
für  das  Festhalten  o-Jer  für  das  Zerreisseo  der  zweisrliedrifpo.  van 
eiaeai  Masrnete  und  seineoi  Anker  irebiHeten  Kette  gvltea,  ist  vaa 
selbst  einleacbteod.  Da  sebr  TieSe  der  Versncbe.  welcbe  kicr 
erläutert  werden,  etwas  Ueberrascbeodes  baben  and  dab«i  dock 
leicbt  angestellt  werden  können,  sieb  also  ftaaz  TorzSglick  daza 
eiflracB,  Üd  in  Vorlesonsren  über  Physik  angestellt  za  wcrdea:  so 
lässt  sich  erwarten,  dass  dorch  sie  die  Aufnerksa^keit  der  Physi- 
ker auch  anf  diesen  Tbeil  ihrer  Wissenschaft  resre  gesiackc  werde. 
Manches  was  ich  noch  nicht,  oder  nur  unvollkoaiBien  za  erklären 
veroiocbte,  wird  dann  bald  deutlicher  erklärt,  rielleicht  aack  wohl 
EiBzelaes,  durch  senanere  Versuche  als  die.  welch«  ich  anzustellen 
vemocbte.  bi>richti;s:t  werden''.  —  1¥ir  empfehlen  diese  Schrift  aa- 
mentUcb  aus  dem  unmittelbar  vorher  ansregebenen  Grunde  nocbaials 
den  Lehrern  der  Phjsik  zur  BerücksichtiguDg  beim  phTsikalischen 
Uatcrricbte. 

Feber  die  galvanische  Kohlenzinkkette  und  einiire 
■  it  derselben  angestellte  Beobachtungen  von  Dr,  W.Th. 
Casselmann.     Marburg.     1844.    8.     10  ggr. 

Abi  Ende  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Verfasser:  ..In  ihrer  jetzi- 
gen Gestillt  wird  die  Kohlenzinkbatterie  jedem  andern  ähnlichen 
Apparate  an  die  Seite  gestellt  werden  müssen,  und  aamentltcb  der 
Platiaxink hatte rie  ii.rer  grössern  Einfachheit  wegen  TorzBaiehea 
sein,  zumal  da  sie  selbst  in  kleinerer  Form  allen  zu  wissenschafU 
lichen  CJntersachuDGren  erforderlichen  Bedincrunffen  Tollkommcn  ent- 


Xene  Beiträge  zur  Chemie  und  Phr^ik  tou  Dr.  G.  W. 
Osann.  31  it  sralvaoo  kaustischen  Abbildungen.  Des  er- 
sten BeitrasTs  dritte  Lieferun  jr.     Würzbursr.     l'VI4.     S  srsrr. 

Dipse   Liererucg  enthält  folgende  Autsätze: 

11.  BetracyitUDLTen  (il>er  die  Frasre.  ob  es  eine  oder  zwei  Elek- 
tricitären  iriebt  (S<*Ii!uäs). 

12.  Zur  niherii  KeDotni^s  des  Obmischen  Gesetzes. 

13.  Verschiedene  Mittheilunsren  aas  dem  Gebiete  der  Elektricität. 
Compre^äionssä'jJe.  Kleine  Grove*<<:he  Säule.  Zum  voltai- 
sehen  Grrjndversuch.  Grösse  oer  Piatinblecbe  in  der  Grove'- 
schea  Säule.  Eutzündung  von  ScbwefelpuWer  durch  den 
elektrischen  Funken. 

14.  Beitrag  zur  Pbotochemie. 

15.  Neue   \  ersuche  über  Ers:änzuns:stiirben. 

Partsrh.  Paul:  Die  Metporit^n  oder  vom  Himmel  gefallenen 
Steine  und  Eis^nmasaen  iofi  k.  k.  Hof  -  Mineralien  -  Kabinette  zu 
Wien.     Mit  1  Abbilduns.     irr.  n.     Wien.     1N44.     1  Thir. 

Seideinann:  Der  Wetterwrophet.  ein  Witteruniar^taschenbuch  für 
das  J.-ihr  l>i45.  Enrhaitend  uie  iienaue  Anirabe  der  Witterung  aut 
alle  Tage  dieses  Jahres.  Nebst  einem  Anhange ,  enthaltend:  An- 
weisuns:,  wie  man  das  in  neuerer  Zeit  so  beliebt  gewordene  Ba- 
roscop  selbst  fertigen  kann.  Nützliches  und  l  nterhaltendes  aus  der 
Naturgeschichte.  Die  monatlichen  Verrichtungen  im  Blumen-  und 
Küchengarteo.     8.     i^ei[}zig.     1845.     I  ggr. 
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Colla,  A.:  Notiiie  meteorologicbe  relative  affli  addi  1841  e  1842, 
Parma.    1842.    In- 8. 

Daoesie,  G.  Lr:  Relaziotie  topografico  -  fisico  -  neteoroloffica. 
8.    Sieoa.    1842. 

Annalen  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus  und 
verwandte  Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Stieffol,  heraus- 
gegeben von  Dr.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1844.  Deft  X.  Magnetisohe  Terminbeobachtun- 
gen in  Prag  und  Mailand  im  Jahren  1843  —  Meteorologisch^  Beob* 
achtungen  in  Cronberg  bei  Frankfurt  a.  M.  1843.  Vom  Herrn  Leh- 
rer Becker.  —  Vergleichung  der  meteorologischen  Beobachtungen 
in  Brüssel  und  München.  1842.  —  Meteorologische  Beobachtungen 
in  Kaiserslautern  vom  Januar  bis  Juni  1843.  Von  Herrn  C.  W.  H. 
Faber.  —  Uebersicht  der  magnetischen  und  meteoroloj^ischen  Beob- 
achtungen in  Cracau.  1843.  Von  Herrn  Profess.  Weisse.  —  Tem- 
peratur, Regenmenge  und  Windverhältnisse  in  Copenhagen  1843, 
verglichen  mit  den  früheren  Jahren.  —  Magnetische  und  meteoro- 
logische Beobachtungen,  angestellt  an  der  Königlichen  Sternwarte 
Wh  München,  während  der  Monate  Januar,  Februar*  und  März  1844. 

—  Perturbations  mngndtiques,  observ^es  dans  la  d^clinaison  ä  l'ob- 
servatoire  de  Parmc  pendant  Jpnvier,  F^vrier  et  Mars  1844.  —  Ge- 
witter im  Jahre  I84'i,  nach  den  Beobachtungen  von  Landsberg, 
Neustadt  a.  d.  A.,  Ansbach,  Gunzenhausen,  Burglengenfeld,  Hohen- 
peissenherg,  Dilingen,  Hof,  Würzburg,  Leipzig.  Cronbprg.  -r  Ge- 
witter im  Jahre  1843  nach  den  Beobachtungen  von  Ansbach,  Burg- 
lengeufeldv  Carlsruhe,  Cronberg,  Dilingen^  Gunzenhausen,  Hof,  Ho- 
henpeisseuberg,  Mallersdorf,  Neustadt  a.  d.  A.,  Uffenheim,  Bensberg. 

—  Resultate  zehnjähriger  auf  der  Sternwarte  in  Kremsmünster  an- 
gestellter  Beobachtungen  über  die  Feuchtigkeitsverhältnisse  unserer  ^ 
Atmosphäre.  Von  Herrn  M.  Koller.  — .  Tägliche  Periode  der  magne- 
tischen Declination  in  Prag  und  Brüssel,  verglichen  mit  den  für 
München  erhaltenen  Bestimmungen.  Vom  Herausgeber.  —  Meteo- 
rologische Beobachtungen  in  Stuttgart  im  Jahre  1843.  Von  Herrn 
Prot.  Plieninger.  —  Mittlerer  Barometer-  und  Thermometerstand 
nach  den  in  Frankfurt  a.  M.  von  dem  physikalischen  Vereine  unter 
Leitung  des  Herrn  Dr.  Greiss  veranstalteten  Beobachtungen  nebst 
Differenz  Frankfurt -München.  -^  Tafeln  zur  Berechnung  der  rela- 
tiven Feuchtigkeit  aus  dem  .Dunstdrucke.  Von  Herrn  B.  Valz,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Marseille.  —  Mtignetische  Störungen, 
beobachtet  in  München  während  der  Monate  Januar,  Februar  und 
März  1844.  —  Vermischte  Nnchrichtcn  vom  Herausgeber:  Wirkung 
eines  nahen  Blitzschlages  auf  die  magnetischen  Instrumente.  Mit> 
theilungen  von  Herrn  Fournet.  Aufzeichnung  der  Autographen  in 
Prag  von  Herrn  Kreil. 

Repertorium  der  Physik.  Bnthaltend  eine  vollstän- 
dige Zusammenstellung  der  neuern  Fortschritte  dieser 
Wissenschaft.  Unter  Mitwirkung  der  Herren  Brach,  Le- 
jeune- Diriohlet,  Minding,  Mahlmann,  Moser,  Radicke, 
Riess,  Röber,  Strehlke,  herausgegeben  von  H.  W*  Dove. 
V.  Band.    Berlin.     1844.    8.  .  2  Thlr.  6  ggr. 
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Der  allgemeiBe  Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender.  MecbaDik 
von  Minding.  Allgemeine  Gesetze  der  Wellenbewegung  von  BrocÜ« 
Literatur  des  Magnetismus  p»i  der  Elektricität  von  H.  W.  Dove 
(eine  sehr  vollständige  Zusammenstellnng  dieser  reichen  Literatur). 
Ueber  das  Auge  von  L.  Moser. 


Vermischte  SebrifteD. 


Matbematische  Abhandlungen  der  Konifflichen  Academie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  lo42.  Enthält:  die  am 
2.  März  vorigen  Jahres  gelesene  4te  Abhandlung  von  Encke,  über 
den  Kometen  von  Pons.    Berlin.    1844.    4. 

Annuaire  pour  Tan  1844,  pr^ent^  au  Roi,  par  le  bureau  des 
longitudes.  2e  Edition,  augment^  de' notices  scientifiques  par  M. 
Arago.    Paris.    1844.     1  fr.  ^ 

Actes  de  la  socidtd  belv^tique  des  sciences  naturelles, 
n^unie  a  Lausanne  les  24,  25  et  26  Juillet  1843.  28e  ses- 
sion.     Lausanne.    1843. 

Ausser  mehreren  interessanten  physikalischen  Notizen  finden 
sich  fn  diesen  Theilen  der  Schriften  der  sebveeizerischen  naturfor- 
schenden Gesellschaft  auch  mehrere  grössere  Autsätze  botanischen 
geologischen  und  chemischen  Inhalts,  letztere  von  Prof.  Schönbein 
zn  Basel.  Mit  Bezug  auf  S.  269.  bemerken  vrir  auch,  dass  in  No.  1. 
und  No.  4.  der  Mittbeilungen,  welche  jetzt  die  naturforschende 
Gesellschaft  zu  Bern  in  zvranglosen  Nummern  berausgiebt,  einige 
nicht  uninteressante  Betrachtungen  über  graphische  Darstellungen 
der  Zahlen  und  über  die  Primzahlen  von  Herrn  Lehrer  Rudolph 
Wolf  an  der  Reals  hule  zu  Bern  abgedruckt  sind. 
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